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Zur thermodynamischzphanomenologischen 
Theorie der Thermodiffusion. 
Von 
ROLF HAASE, 
(Physikalisch-chemisches Institut der Universitat Marburg.) 
Mit 2 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 4. Juli 1949.) 


Aus den von MEIXNER mit der thermodynamisch-phanomenologischen Methode 
hergeleiteten Beziehungen fiir den Diffusions- und Warmestrom in beliebigen 
binaren Fliissigkeits- und Gasgemischen werden Gleichungen entwickelt, die zur 
Beschreibung der Thermodiffusion und des Diffusionsthermoeffektes in nicht- 
idealen Gasen und Fliissigkeiten geeignet sind. Einige allgemeine Ungleichungen 
und der explizite Zusammenhang zwischen den verschiedenen Warmeleitfahig- 
keiten von Gemischen werden angegeben. Mit gewissen Annahmen tiber die phano- 
menologischen Koeffizienten und bei Zugrundelegung einer geeigneten Zustands- 
gleichung gelingt ferner die naherungsweise Berechnung der Druckabhangigkeit 
des Thermodiffusionsfaktors fiir Gase. Die Ergebnisse der Rechnungen werden 
mit den erstmals fiir hohe Drucke (1 bis 80atm) von BECKER und SCHULZEFF 
an den Gasgemischen H,/N,, H,/CO, und N,/CO, durchgefiihrten Messungen ver- 
glichen. Sowohl die Druckabhangigkeit des Thermodiffusionsfaktors als auch 
dessen Konzentrationsabhangigkeit bei hohen Drucken (H,/CO,) wird im allgemei- 
nen befriedigend wiedergegeben. Dies bedeutet, daB, wie bereits BECKER vermutete, 
ein wesentlicher Teil des Druckeffektes auf Abweichungen der thermodynamischen 
Funktionen von den Werten bei idealen Gasgemischen beruht und vorausgesagt 
werden kann, wenn die Zustandsgleichung des betreffenden Gasgemischs bekannt 
ist. Fiir Isotopengemische ergibt sich ebenfalls ein aus der Zustandsgleichung 
berechenbarer Druckeffekt. 


Die grundlegenden Arbeiten von MEIXNER/[1], [2], [3] enthalten eine 
explizite Formulierung der Gleichungen, die Thermodiffusion und Diffu- 
sionsthermoeffekt beschreiben, nur fiir den Fall idealer Gasgemische. Es 
liegt daher nahe zu versuchen, ob durch Weiterentwicklung der MEIXNER- 
schen Beziehungen brauchbare Gleichungen gewonnen werden konnen, 
die auch fiir nichtideale Gase und Fliissigkeiten gelten. Durch die 
Experimente von BECKER und Scuu1zeEFF | 4], die erstmalig Thermodiffu- 
sionsfaktoren einiger Gasgemische bei hohen Drucken (1 bis 80 atm) 
gemessen haben, und die Vermutung BEecKERs/5], dafs ein wesentlicher 
Anteil des Druckeffektes bereits durch die Abweichungen der thermo- 
dynamischen Funktionen von den Werten bei idealen Gasen bedingt 
und somit aus der Zustandsgleichung berechenbar sei, wurde der Verfasser 
dazu gefiihrt, noch einen Schritt weiter zu gehen und durch Vergleich der 
Koeffizienten in den phanomenologischen Gleichungen fiir ideale Gase 
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einerseits und reale Gase andererseits die Druckabhangigkeit des Thermo- 
diffusionsfaktors aus Daten der Zustandsgleichung teilweise zu berechnen. 

Weitere Messungen von BECKER und Rechnungen des Verfassers 
sind im Gange. Die kiirzlich erschienene Arbeit von WALDMANN [6], der 
auf ahnlichem Wege zu allgemeinen Gleichungen gelangte, diese jedoch 
nur zur Berechnung des Diffusionsthermoeffektes bei schwach realen 
Gasen verwandte, veranlaBt uns, bereits jetzt unsere Ergebnisse mit- 
zuteilen. 

Im ersten Kapitel werden die grundlegenden Gleichungen, im zweiten 
Kapitel einige allgemeine Ungleichungen und der Zusammenhang 
zwischen den verschiedenen Warmeleitfahigkeiten bei bindren Gemischen 
abgeleitet. Im dritten Kapitel wird die Berechnung des aus der Zu- 
standsgleichung ermittelbaren Anteils der Druckabhangigkeit des 
Thermodiffusionsfaktors durchgefiihrt und den Messungen von BECKER 
und SCHULZEFF gegentibergestellt. 


1. Die Gleichungen fiir Thermodiffusion und Diffusionsthermoeffekt 
in beliebigen bindren fluiden Mischungen. 

Nach MEIXNER [1], [2], [3] gelten fuir ein beliebiges binares Fliissig- 
keits- oder Gasgemisch bei gleichzeitigem Auftreten von Diffusion und 
Warmeleitung (von auBeren Kraften sei abgesehen) folgende Grund- 
gleichungen: 


=> => x e 

Tz —- cs 0 T (grad os grad e 2 grad Les (1) 
> o> ac — >? 

Wie) i sgrad le (2) 


Hierin bedeutet y* den Diffusionsstrom der Komponente 7, gemessen 
im Schwerpunktsbezugssystem. Wenn 9; die Dichte der Komponente 7, 
0 =0,+ @, die Gesamtdichte, “%; die mittlere Geschwindigkeit der 
Teilchen der Komponentei und @ die Schwerpunktsgeschwindigkeit 
eines Volumenelementes ist, so gilt: 


Qv= Oty a Ooty, 

Fi = 0; (i; 2). 
a, b und c sind die phanomenologischen Koeffizienten, W der gesamte 
Energiestrom ohne konvektiven Anteil, T die absolute Temperatur, 
i das (von GrpBs eingefithrte) auf die Masseneinheit bezogene chemische 
Potential der Komponente 7, das mit dem (heute allgemein benutzten) 
molaren chemischen Potential «; [7], [8] folgendermafen zusammen- 
hangt: 

M; = M; uF, (3) 


worin M; die Molmasse der Komponente i bedeutet. 
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MEIXNER [2], [3] bezeichnet noch eine andere GréBe als ,,chemisches Potential‘. 
Sein ,,u;° unterscheidet sich von unserem y* nur durch eine fiir alle Komponenten 
gleiche Funktion, so daB die Unterschiede in Gl. (1) verschwinden!. 

Wir fihren nun die mittlere molekulare Teilchengeschwindigkeit 7 
ein, definiert durch 

> > | > 
U = XU, + X_tp, 
wobei x; der Molenbruch der Komponente 7 ist. Dann lautet die Defi- 


“ie . . ‘ : . 3 
nition des im ,, Teilchenbezugssystem‘’ gemessenen Diffusionsstroms /J.: 
J 7 


> 


Ii == (x, i: iu) : 
Hierin bedeutet c; = ;/M; die Zahl der Mole je Volumeneinheit. Es gilt: 


Ct 


Xx; Cy ac a 3 

woraus folgt: 

o = (M,% + Me %.) (e, +c). (4) 
Mit Hilfe dergegebenen Definitionen findet man die Umrechnungsgleichung 

ag 0 MR Meer 

hha oe (5) 
Setzen wir ww, und pw, als Funktion von Druck P, Temperatur 7 und 
Molenbruch x, an, so erhalten wir durch Anwendung bekannter thermo- 
dynamischer Beziehungen? aus (1) und (2) mit (3), (4) und (5) folgende 
Gleichungen : 


ae grad T 
j= tee nG era. P SD’ (grad Go Ay Vo — ) é (6) 
wa? Me Cgrad P—D’ grad x,] —xgradT. _—(7) 


a (M,x,+ M,+%,)? 


Hierin ist ; , 
e CaM Ma) fe gual Ve (8) 
— M, M, 0 M, M, } y 
Joe a (M,% + My %)? Cy (9) 
~  MEM3x,0 Ox,’ 


Hi, Fi, 
VMI os eee 
ee | i M,) ] 


is (10) 
a (M,x,+ M, %,) x fase! 
i | ae 
JEL Heh 
e—o(5h— 32] 
ee M, M, (11) 


1 Das Mre1xNersche ,,chemische Potential‘ sei mit wv; und die (HELMHOLTZzsche) 
freie Energie je Masseneinheit mit F* bezeichnet; dann gilt: 


fj = be — F*. 
i Hj; O fi ‘ OM, O My _— 
2 T grad * = V; grad P— = grad T+ oe grad 443 M4 rs + Hy By, 0. 
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V, bedeutet das partielle Molvolumen, H; die partielle molare En- 
thalpie der Komponente?. D’ nennen wir den , verallgemeinerten 
Diffusionskoeffizienten“’ und «’ den _,,verallgemeinerten Thermodiffu- 
sionsfaktor. Diese Bezeichnungen werden durch die physikalische 
Interpretation der Gl. (6) nahegelegt. Die Koeffizienten a, 6 und c 
sind zunichst unbekannte Funktionen von P, T und 4%. 

Fiir ideale Gasgemische folgt aus (6), wenn wir mit Rk die Gaskon- 
stante, mit H® die molare Enthalpie der reinen Komponente 7 bezeichnen 
und auBerdem grad P = 0 setzen (keine ,,Druckdiffusion") : 


a _ grad T 
Jy =— (4 + 2) Do (graq Bae ACR es , (12) 
worn . 
Des a) RT (Mya, + M, #5)° (13) 
o M? M2 %, %@ ; ‘ 
Jets ae 
M,M, la (=. - a = | 
Oy) : : (14) 


ay (M, x, + M,x,) RT 

dy und by sind die phanomenologischen Koeffizienten fiir den Spezial- 
fall idealer Gasgemische, D, und «, die in der kinetischen Theorie idealer 
Gase als ,,Diffusionskoeffizient‘’ und ,,hermodiffusionsfaktor“ be- 
zeichneten Gr6oBen. Gl. (12), die bereits von MEIXNER [2] abgeleitet 
wurde, hat dieselbe Gestalt wie die aus kinetischen Rechnungen von 
ENnskoG und CHAPMAN gewonnenen Gleichungen fiir die Thermodiffusion. 
Man sieht durch Vergleich von (6) mit (12), daB die Definition der ver- 
allgemeinerten Koeffizienten D’ und «’ sinnvoll ist. 

Durch Einfiihren der Kontinuitatsgleichungen fiir Masse und Energie 
leitet man bei Nichtberiicksichtigung der inneren Reibung und unter der 
Voraussetzung grad P =O aus (6) und (7) folgende Gleichungen ab, 
die den Diffusionsthermoeffekt beschreiben (V = Molvolumen der 
Mischung, Cp = Molwarme der Mischung, Cp = partielle Molwarme 
der Komponente?, ¢ = Zeit): 


15a 
== div l(c + ¢,) D’ (grad Ly OK Ky Xo —- _ ) ; ee 
oT =< LEAD Ol 
(cy a G5) Cp (SS + u grad r) ToT Of 
= div (A’ grad T— fi grad 24) —+ 22 7 grad x, + (15 b) 
2 il 


sig (Cp, a Cp) Trerad Zi. 


Hierin ist ae 3 4 E 
ie 1 My py ier [Be xn. op 
B M,%,+My%, 0%, Digi = yo" Ox, D'e', (16) 
Ef, Jah 15 H, \2 
Ti = 1 5 ( 1 2 
: 2b (a7 M, Fhe M, M,!} ° (17) 
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B' sei als ,,verallgemeinerter Diffusionsthermokoeffizient‘‘ bezeichnet. 
Fiir ideale Gasgemische gehen diese Beziehungen in die von WALDMANN [9] 
auf kinetischem Wege gewonnenen Gleichungen tiber, wie MEIXNER [2] 


fir den Sonderfall zeigte, daB8 die Glieder mit 7% grad T und ie grad T 
verschwinden. Bei idealen Gasgemischen gilt: 


a) 

UO CTE 

; RT 

p = Po = Pot =PDo%, 
oH, 
a 


Die kiirzlich von WALDMANN [6] auf ahnliche Weise abgeleiteten allgemeinen 
Gleichungen stimmen in der Form mit unseren Gl. (6), (7) und (15) tiberein, ent- 
halten aber die Koeffizienten in anderer Schreibweise. Die dort auftretenden 
phanomenologischen Koeffizienten lassen sich homogen und linear durch a, b und c 
ausdriicken; denn WaALDMANN fiihrt einen neuen Energiestrom ein, der homogen 
und linear von den alten Strémen abhangt!. WaALDMANN nimmt an, daB fiir die 
Diskussion seiner Messungen (Drucke bis etwa 1 atm) von allen Termen, die Ab- 
weichungen vom idealen Verhalten ausdrticken, nur das vorletzte Glied der rechten 
Seite von (15b) eine Rolle spielt?. 


2. Die allgemeinen Ungleichungen. 
Wie MEIXNER [1] gezeigt hat, miissen die Koeffizienten a, b und c 
folgenden Bedingungen geniigen: 


ac—*> 0, (18a) 
tas (Up (48b) 
EO. (18c) 


AuBerdem folgt aus den thermodynamischen Stabilitatsbedingungen: 


omy C 
Se Oe (19) 


Man erhalt also fiir den Diffusionskoeffizienten D’ aus (9), (148b) und 


(19) die Beziehung: 
DESO. (20) 


Fir die Warmeleitfahigkeit ergibt sich bei Gemischen ein verschiedener 
Wert, je nachdem, ob Fehlen des Druck- und Konzentrationsgefalles 


1 Siehe hierzu die Transformationstheorie von MEIXNER [2]. Vgl. auch Ex- 
KART [12] und PRIGOGINE [13], [14]. 

2 Diese Annahme trifft nicht zu. Es 1a8t sich namlich zeigen, daB die im 
3. Kapitel berichtete Druckabhangigkeit des Thermodiffusionsfaktors ein in erster 
Naherung druckproportionales Glied von derselben GroBenordnung ergibt wie das 
WaLpmMannsche ,,Mischungswarmeglied“. 
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(grad P = grad x, = 0) oder stationarer Endzustand (J, = 0) voraus- 
gesetzt wird (MEIXNER [1], [3]). Den ersten Wert bezeichnen wir mit 
x, den zweiten mit A. Aus (2), (7) und (11) leiten wir ab: 


Tn ee (21) 
a 

Ee 22 

Tie aa oat (22) 


Eine dritte GroBe, die ebenfalls als ,, Warmeleitfahigkeit“ bezeichnet 
wird, ist der in der Temperaturleitungsgleichung (15b) auftretende 
Koeffizient 1’. 

Aus (9), (10), (17) und (24)folgt: 


le. Faia tay ae (23) 

Mit (48), (49), (20) und (21) erhalten wir die Ungleichungen: 
A= 0, (24) 
OR (25) 


Aus (23) ist ersichtlich, daB bei kleinen Werten von «’ der Unter- 
schied von 4’ und / vernachlassigbar ist. 

(10), (17) und (22) ergeben den Zusammenhang: 
Dia! #, %> 0 (M, H, — MM, H,) 


ae. “4 
ie T (M, 7, + My x)? 


(26) 


Die im Prinzip der Messung zugangliche Differenz x— A ist aus (23) 
und (26) berechenbar. Damit konnte prinzipiell der Thermodiffusions- 
faktor «’ aus 2 Warmeleitfahigkeitsmessungen bestimmt werden. Fiir 
ideale Gase ergibt sich, wenn man /’ ® 4 setzt: 

Boom ra eee (27) 
RT? (M, *,+ M, *,) : a 


Hq — Ay 


Gl. (16) zeigt uns, daB bei realen Gasgemischen und _nichtidealen 
Flussigkeitsmischungen der ,,Diffusionsthermokoeffizient‘' 8’ nicht nur 
durch den Thermodiffusionsfaktor «’, sondern auch wesentlich durch 
den Ausdruck 0j,/6x, bestimmt wird. Es folgt mit (19) und (20), daB 
a’ und p’ stets dasselbe Vorzeichen haben. 

SchlieBlich erhalten wir aus den Beziehungen (18) mit (9), (10) und 
(17) eine Ungleichung fiir den Thermodiffusionsfaktor: 


: TOY IME, ae ales WS Be 
he Ber Mel 2 Va 
o Dae alae (28) 
12 On 
Die von MEIXNER [2] angegebene Ungleichung bezieht sich auf ideale 
Gase und ist daher ein Spezialfall von (28). 
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3. Thermodiffusion in realen Gasen. 

Nach der kinetischen Theorie ist der Thermodiffusionsfaktor fiir 
ideale Gase %) unabhangig vom Druck. Ideales Verhalten liegt aber 
nur im Grenzfalle kleiner Drucke vor. Fiir die bei héheren Drucken 
gemessenen Thermodiffusionsfaktoren von Gasen miissen wir also 
Gl. (10) zugrundelegen. Soweit die Druckabhingigkeit des Thermo- 
diffusionsfaktors «’ nur auf denjenigen Ursachen beruht, welche die Ab- 
weichungen der Zustandsgleichung von der eines idealen Gasgemisches 
bedingen, k6nnen wir fiir ein gegebenes Gemisch den Thermodiffusions- 
faktor als Funktion des Druckes berechnen, indem wir bei Vergleich 
von (10) mit (14) setzen?!: 


a—d,; b= 05. (29) 
Die unter der Voraussetzung (29) berechneten Werte von «’ bezeichnen 
wir mit «. 
Die Zustandsgleichung [8] sei in der fiir maBig hohe Drucke giiltigen 
Gestalt angeschrieben : 
PY = BP (30) 
Fir den zweiten Virialkoeffizienten B eines binadren Gemisches gilt: 
B= By 4 + 2 Bye % %2 + Boo %. (31) 
Wir benutzen die Abkirzung 
= 2By3— Bij — Baz. 
Mit Hilfe bekannter thermodynamischer Beziehungen? finden wir dann 
aus (10) und (14) mit (29): 


2 Bos) OP, 
RTp=P Be ea- ers — MM (B.— eat 
pase: ke F is a. 
(M x. + M Xo) x 
p ad 8 2°22 , 5 (32) 
OL 
+ (M, x2 — M, x2) (4 28 an | 
XK (RT — SPA ry 4,) : 
worin 
y = (M, x + Mz %2) a 
ist. 


1 In dieser Behauptung ist die Hypothese enthalten, daB die individuellen 
Konstanten der Zustandsgleichung nur iiber H,, H, und y4/0%, in Gl. (10) ein- 
gehen. Diese Annahme wird durch analoge Ansatze fiir die Konzentrationsabhan- 
gigkeit des Diffusionskoeffizienten bei nichtidealen kondensierten Mischungen 


nahegelegt. 


ee PoP eae 
aeen 
OBii aA 
4a —apt(a— 222) 


oT 


RoiF HAASE: 


(o 6) 


Wir nehmen nun die Giiltigkeit der Zustandsgleichung von BEATTIE 
und BRIDGEMAN fiir binare Gemische an: 


By, = (Bolas — (Adiwjki ait? 
Bog = (Bo)e2 — (Ao)oo/R T —Cy_/T* (33) 
Bye = (Bolte — (Apa T — G5] 7. 


(A,)::, (Bo)i; und ¢;; sind drei der fiinf empirischen Konstanten, 
die in der vollstandigen Zustandsgleichung des reinen Gases 7 auftreten. 


Nach BEATTIE und Mitarbeitern [10] ist fiir unpolare Gase der beste 
Ansatz fiir die Kombination der Konstanten: 


(B)ie=4lV (Bou + V(Booal (34) 


ee ne 
Cre = |/C11 22 - 


Bei Kenntnis der Konstanten der Zustandsgleichung kann also « 
als Funktion des Druckes, der Temperatur und der Zusammensetzung 
bestimmt werden, sobald «) aus dem Experiment oder der kinetischen 
Theorie als Funktion der Temperatur und der Zusammensetzung be- 
kannt ist. 

In Abb.1 sind die von BECKER und SCHULZEFF [4] gemessenen 
Thermodiffusionsfaktoren (ausgezogene Kurven) und die nach der 
geschilderten Methode mit den von BEATTIE und BRIDGEMAN [11] an- 
gegebenen Konstanten berechneten Werte von « (gebrochene Kurven) 
wiedergegeben. Man erkennt, daB der Verlauf be: H,/N, und H,/CO, 
recht gut, bei N,/CO, einigermaBen befriedigend wiedergegeben wird. 
In Abb. 2 werden die gemessene und die berechnete Konzentrations- 
abhangigkeit des Thermodiffusionsfaktors fiir das Gasgemisch H,/CO, 
bei mehreren Drucken miteinander verglichen. Wird die Richtig- 
keit der gewahlten Zustandsgleichung vorausgesetzt, so folgt, daB in 
allen Fallen allein die in der genannten Weise durchgefiihrte Beriick- 
sichtigung der Zustandsgleichung einen wesentlichen Teil des Effektes 
ausmacht. 


Fir die Rechnungen wurde «) durch Extrapolation der gemessenen 
Thermodiffusionsfaktoren auf P= 0 ermittelt. Liegt nur eine Messung 
bei einem einzigen Druck vor, so kann gemaB (32) %» und daraus « fiir 
belebige Drucke errechnet werden. 


Es hangt von den Konstanten der Zustandsgleichung ab, ob « fiir 


gegebene Werte von T und x, bei steigendem Druck zu- oder abnimmt. 
Mit Trennrohrversuchen fanden BECKER und ScHULzEFF [4] fiir das 
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aquimolekulare Gemisch N,/NH, bei etwa 1,8 atm Vorzeichenumkehr 
des Thermodiffusionsfaktors (mittlere Temperatur T & 325° K). Legt 
man den geschatzten Wert «x = 0,005 fiir P—1atm zugrunde, so 
errechnet man mit (32): 


Bo —1,23tm- 


Auch ftir Isotopengemische gibt Gl. (32) eine Druckabhiangigkeit 
des Thermodiffusionsfaktors. 


= 


| H,/CO, 


Jhermodifusionstaktor 


Vhermodiffusionsfaktor 


0 20 40 60 20 G2 08 OF O5 G6 QQ? O68 
Druck P atm Molenbruch xy 
Abb. 1. Abb. 2. 


Abb. 1. Thermodiffusionsfaktoren « (berechnet) und « (gemessen von BECKER und ScHuLzeEFF) als Funk- 
tionen des Druckes fiir die etwa Aquimolekularen Gasgemische H,/CO,, H,/N, und N,/CO, (*, x, 0,5) 
bei einer mittleren Temperatur T ~ 360° K (ausgezogene Kurven = experimentelle Kurven). 


Abb. 2. Thermodiffusionsfaktoren « und «’ als Funktionen des Molenbruches 7H, fiir das Gasgemisch 
H,/CO, bei T ¥ 360° K. 


Es gilt in diesem Falle: 


Pee Bae B, 2A RT AGT 


Somit folgt aus (32): 


Pin = Ma (8k 1? — 2A, 0? — 4eR) 35) 
a= XK (M, x, + M, x.) R?T4 Fi 


Eine ausfiihrliche Mitteilung erfolgt demnachst an anderer Stelle. 


10 Rorr Haase: Zur thermodynamisch-phanomenologischen Theorie. 
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Zur Mechanik 
der Peitsche und des Peitschenknalles*. 
Von 
R. GRAMMEL und K. ZoLier. 
Mit 5 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 22. Juli 1949.) 


Wenn eine Peitschenschnur (Abb. 1), die an einer Stelle B’BB” eine 
starke Umlenkung besitzt, mit dem einen Ende C nach rechts gezogen 
wird, sagen wir mit konstanter Geschwindigkeit, die weit unter der 
Schallgeschwindigkeit liegen kann, so entsteht an der Umlenkungsstelle 
eine viel groBere Schnurspannung, ee 4 


als wenn die Schnur geradlinig 3 "7 
weiterginge. Dies riihrt davon her, ae eee 
daB an der Umlenkungsstelle die Hide 
Masseteilchen einen Halbkreis von 
klemem Halbmesser beschreiben 9 z y LD 
miissen, und also einer starken AGhal 
Fliehkraft unterliegen. Diese groBe 
Schnurspannung in Bb’ beschleunigt das freie Schnurende AB’ um so 
mehr nach links, je kiirzer dies schon geworden ist, und erzeugt dort 
schlieBlich Geschwindigkeiten, die nahezu tiber jede GréfBe steigen konnen 
(sie hangen noch von der Endmasse, dem Knoten, ab) und also ohne 
weiteres bei geschickter Handhabung der Peitsche die Schallgeschwindig- 
keit zu iiberschreiten vermédgen und so den Peitschenknall erzeugen. 
Dieser Bewegungsvorgang 1aBt sich rechnerisch elementar behandeln, 
wenn wir ihn mit W. KucHArRSsKI! so weit vereinfachen, da wir die 
Peitschenschnur durch einen dehnungslosen, unendlich diinnen Faden 
* Herr Prof. Dr. H. ERGGELET, der Direktor der Géttinger Universitatsaugen- 
klinik, hat in den letzten Jahren eine Reihe seltsamer Augenverletzungen zu 
behandeln gehabt: In den Augen von Kutschern, die als Peitschenschnur elektrische 
Leitungslitzen benutzt hatten, fanden sich etliche mm-lange Drahtstiicke, die mit 
einer kaum erkennbaren Verletzung tief in das Augeninnere hineingeschossen 
waren. Daraufhin hat Prof. ERGGELET die Frage aufgeworfen, wie die Uberschall- 
geschwindigkeit des Peitschenendes, von dem die Drahtsticke offenbar abgeflogen 
waren, zustande komme. Da in Géttingen keine quantitative Behandlung dieser 
Frage in der Literatur bekannt war, wurde Herr Prof. R. GRAMMEL in Stuttgart 
von uns um seine Hilfe gebeten. Das Ergebnis war diese Mitteilung. Wir haben 


um die Erlaubnis gebeten, diese Mitteilung abdrucken zu dirfen. 
Die Herausgeber. 


1 Vgl. KUCHARSKI, W.: Zur Kinetik dehnungsloser Seile mit Knickstellen. 
{Ing.-Arch. 12, 109 — 123 (1941), insbesondere Ziff.6 und 8.] 
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ABC ersetzen, der in B nicht in einem endlichen Bogen B’BB” umge- 
lenkt wird, sondern dort in einem scharfen Knick unstetig seine Be- 
wegungsrichtung umkehrt, so daB die Fadenabschnitte AB und BC 
unmittelbar aneinander vorbeilaufen. Am freien Ende A ist eine Punkt- 
masse m (der Knoten in der Peitschenschnur) befestigt; das Ende C 
wird mit der konstanten Geschwindigkeit v geradlinig bewegt. Von 
der Schwerkraft und vom Luftwiderstand wird abgesehen. 

Die Bewegung der Knickstelle ist durch die Bewegung der Faden- 
enden mitbestimmt. Ist / die Fadenlange, so gilt mit den Bezeichnungen 
von Abb. 1 


(x —2) + (y—2) =1 
oder 


t= 4(%4+y —)), (1) 


Die Bewegung des Endstiickes AB der Peitschenschnur erfolgt 
gemaB dem Impulssatz: 


ley —2)+m)y=—S. (2) 


Hier bedeutet o die Fadenmasse je Langeneinheit und S die Fadenspan- 
nung unmittelbar an der Knickstelle B. Der Wert von S lat sich 
ermitteln, wenn man den Impulssatz und den Energiesatz auf die Teil- 
chen anwendet, die die Knickstelle passieren. Man hat damit gefordert, 
daB der StoB, den die Teilchen hierbei erleiden, vollkommen elastisch 
sei. Die Fadenspannung erweist sich alsdann zu beiden Seiten von B 
als gleich groB. Sie ist stets positiv und hat den Betrag (Herleitung 
s. Anhang) 


S=4(e—9). (3) 
Wegen 
ret = le tee Y) (4) 
und 
KK Ut (5) 
lautet jetzt die Bewegungsgleichung (2) 
5 b= x —vt+ 9) + ml y + 2 (w— y=. (6) 


Man bemerkt, da mit yy) =0 nach (6) j,<0 ist. Das freie Ende wird 
sich also beschleunigt nach links (Abb. 1) in Bewegung setzen, d.h. 
es wird y<0O fir ¢>0. 

Zur Integration von (6) setze man 


n=$(l—x%—vt+y)+m, 
n=SW-—y, H=2y 
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und erhalt damit an Stelle von (6) die Differentialgleichung 


ee 1? 
LS rs 
Die Integration ergibt : 
790" 


oder in den urspriinglichen Koordinaten 


0 ; : 5 
2 (1 — xy —vé + y) +m] (p—v)2 =. 


Wahlen wir insbesondere den Nullpunkt des Koordinatensystems so, daB 


2m 


%y=Hb+ 2 (7) 
wird, so haben wir einfacher : 
£(y—08 (Jt =o = 2 y_02 
oder a 
Nie o(] ee i (Yo > 0). (8) 


Das freie Ende A bewegt sich also mit von Null an standig wachsender 
Geschwindigkeit entgegengesetzt wie das gefiihrte Ende C. Der GroBt- 
wert der Geschwindigkeit wird erreicht, wenn der Punkt A gerade die 
Knickstelle B erreicht, also fiir 


l—x+y=I—x,—vt+y=0 


oder nach (7), wenn 


wird. Man hat damit 


lov, 
V |max =o(|/ = ox. i). (9 
Dieser Wert wachst mit y,. Der groé8tmédgliche Wert von yg ist 
wn 
Yo max = *9 “1 L= 2 (1 a= =). 


Er wird angenommen, wenn beim Beginn der Peitschenbewegung die 
Knickstelle mit dem gefiihrten Ende (Spitze des Peitschensteckens) 
zusammenfallt (Abb. 2). Fiihren wir noch die Gesamtmasse M der 


Sas 


Peitschenschnur (einschlieBlich Knoten A 
in A) ein, so kommt also (Ce ee 
iff v 
lax max = »( ae Abb. 2. 
Mm 


Man sieht: Dieser Wert wéchst fiir m — 0 iiber alle Grenzen. Es leuchtet 
also an Hand dieses allerdings sehr vereinfachten Ansatzes ein, dab am 
Ende einer Peitschenschnur diejenige Uberschallgeschwindigkeit auftreten 
kann, die den Peitschenknall erzeugt. 
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Diese hohen Geschwindigkeiten werden von dem Schnurende A 
allerdings nur ganz kurzzeitig angenommen, namlich dann, wenn sich 
das Schnurende A in unmittelbarer Nahe der Knickstelle B befindet. 
Um dies zu bestatigen, berechnen wir noch den Verlauf der Geschwindig- 
keit als Funktion der Zeit. Die Integration von (8) liefert 


“ oa y—vt=y[1— 3], (10) 
und daraus folgt durch Differentiation 
3 nach der Zeit fiir den zeitlichen Verlauf 
des Betrags der Geschwindigkeit des 
Schnurendes A 
La | | 3ut |—s 

JI wal —1 


2 Vo 


vt 2) ‘2m \3 2 
; (os<2i (=) = 4); 
Vo B) OV ) 


dabei kann der Anfangswert jy) zwischen 


S) 


2m 


7 — aa 
bere ss den Werten Vomin — und Vomax — 


oe a(i+—} liegen. Wie Abb. 3 zeigt, ist 
NAD, 3 die Geschwindigkeit | | fast wahrend 

des ganzen Vorgangs von der GrdBen- 

ordnung der Geschwindigkeit v, mit der die Peitschenspitze gefitihrt 


wird. Sie wachst erst am Ende des Vorgangs sehr rasch an. 


Anhang. Bestimmung der Fadenspannung S an der Knickstelle B. 


Wir betrachten die Fadenteilchen in der Umgebung der Knickstelle, 
deren Ortskoordinaten zur Zeit ¢ durch 


Ae Zi Sy 
FA a y bzw. 
( Bf fv | 2 Soy 
IN | See 


gegeben sind (Abb. 4). Es sei nun 


ne das Ma fiir irgendeine Eigenschaft 
2 7] 


meee der Teilchen, wobei » in B unstetig 
werden kann, sonst aber nach Ort und 
Zeit stetig und stetig differentiierbar sein mége: 


Sore UG Wee ce 
@elSane) Melt <2 = see g). 


Untersucht wird die Anderungsgeschwindigkeit von 


& n 
J=Sods=fo,ds, == P2482, 
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und zwar sollen fiir die Zeiten ¢/ > ¢ stets dieselben Teilchen betrachtet 
werden. Damit kommt 

E n 
dJ__ fey, - £2, . Tee 
= if ae 251 + i] gi 252 + Ps (E,t) 5 — y (2,4) 2 + ge (n, t) 7 — Go (2,8) 2. 


z 2 


Insbesondere haben wir in der Grenze fiir +z und 4 —>z und wegen 
E=%, N= y¥ 


ae M1 FF) (% — 2) + @e (2,4) (y — 2). (I) 


a) Setzen wir hier insbesondere y = 1, dann bedeutet J die Linge 
des Fadenstiickes. Wegen der Unausdehnbarkeit des Fadens ist also 


af 
ae 


und (I) liefert die schon bekannte Kontinuitatsgleichung 
x+y—2z7=0 
oder 
t= 4(t+9) (II) 
[vgl. oben Gl. (4)]. 
b) Mit g, = ox und g, = oy ergibt sich der Impulssatz. Sind noch 
S, und S, die Fadenspannungen zu beiden Seiten der Knickstelle B, 


so lautet er (Abb. 5) — =) 
teow 
a sii. 5 sie! j}—-s; 
dt oe ( A 
Ny 
oder wegen (I) Se 
StS een (t= 2) +097 = Bu (ID) Abb. 5, i 
c) Mit gy, = = # und g, = : y2 ergibt sich der Energiesatz, der 
hiermit ausdriicklich auch fiir den StoBvorgang in B gefordert wird: 
d 
- —= Se —_ Pe 
oder wegen (I) 
Se PS WES PES AS y= 2). (IV) 


Lést man jetzt (III) und (IV) nach den Fadenspannungen auf, 
wobei man noch fiir z seinen Wert aus (II) einsetzt, so kommt 


aE aC Ves 


welcher Wert oben beniitzt wurde [s. Gl. (3)]. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, S. 16—40 (1949). 


R6ntgeninterferenzen an Strichgittern 
mit Fliissigkeitsunordnung. 


Von 
RoLtF HOSEMANN*. 
Mit 8 Textabbildungen. 


(Eigegangen am 18. August 1949.) 


Fiir ein Strichgitter mit ,,fliissigkeitsahnlicher‘‘ Unordnung, das als idealisiertes 
Modell fiir gewisse Stoffklassen wie Hochmolekulare gelten kann, werden nach einem 
Vorschlag von J. J. HERMANS die von ihm erzeugten Interferenzen berechnet. 
Der Faltungssatz der Laprace-Transformation erweist sich hierbei als bequemes 
Hilfsmittel zur Erfassung der komplizierten Abstands- und Phasenbeziehungen. 
Der LapracE-Transformierten kommt die anschauliche Bedeutung der Gesamt- 
amplitude der Streustrahlung yon entsprechend der (aperiodischen) Original- 
Ortsfunktion mit verschiedener Haufigkeit verteilten Leuchtelementen zu. Es 
besteht véllige Parallelitat zur Lapracr-Transformation, mit der aperiodische 
Zeitvorgange harmonisch analysiert werden. Die Streuintensitat wird als einfach 
gebaute Funktion der Bildfunktionen der Gitterstatistiken erhalten und kann in 
allgemeinster Weise in Abhangigkeit von den verschiedenen Gitterparametern 
diskutiert werden. Das Streuphanomen ist als Verallgemeinerung des BRAGGschen 
Reflexionsgesetzes an idealperiodischen Gittern aufzufassen und enthalt dieses 
Gesetz als entarteten Sonderfall. Die Netzebenen wirken dabei je nachdem als 
polierte, mattierte, verworfene oder ganzlich zerschmolzene Spiegel und erzeugen 
dementsprechend verschieden stark verzerrte Bilder des Zentralflecks, der die 
FRESNELsche Beugung am Gesamtgitter reprasentiert. Dementsprechend ent- 
stehen ungestorte Reflexe der klassischen, an gewohnlichen Kristallen bekannten 
Form neben gestérten Reflexen, die je nach Stérungsgrad eine diffuse oder koha- 
rente Intensitatskomponente enthalten und eine Kristallitgr6Benbestimmung nur 
unter gewissen VorsichtsmaBnahmen méglich machen. Es entstehen ferner Fliissig- 
keitsinterferenzen, die dem Reziprozitatsgesetz der Optik unterliegen und ein 
reflexloser Streuwinkelbereich. Die Zah] der maximal existierenden Reflexe und 
Interferenzen ist beschrankt und sinkt mit zunehmender Gitterstérung. Die Fein- 
strukturanalyse eines derartigen Gitters wird mit zunehmender Gitterstérung 
schwieriger und gelingt schlieBlich nur noch unter Hinzuziehung des Zentralflecks. 
Es bestehen sehr einfache, allgemein giiltige Beziehungen zwischen den Haupt- 
werten der Statistiken und ihren mittleren Schwankungen sowie der Gitterstrichzahl 
einerseits und der Form der eigentlichen Reflexe, des Zentralflecks und der Gesamt- 
integralintensitat andererseits, die eine einfache Methode zur Bestimmung dieser 
Hauptwerte aus dem Streudiagramm erméglichen. Dahingegen ist die Gewinnung 
des detaillierten Verlaufs der Statistiken nur aus der Diskussion der Fliissigkeits- 
interferenzen moglich und zur Zeit erst approximativ gelést. SchlieBlich werden 
einige Typen von Statistiken und ihre Bildfunktionen angegeben, wahrend die 
Berechnung spezieller Streudiagramme Aufgabe eines anderen Berichtes sein wird. 


* In Zusammenarbeit mit dem Institut fiir Zelluloseforschung in Utrecht. 
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Einleitung. 

Die an hochpolymeren Stoffen beobachteten Roéntgeninterferenzen 
weisen eine Reihe von Ziigen auf, die weder bei den eigentlichen Kri- 
mallen noch bei den Fliissigkeiten zu beobachten sind und ihren Grund 
ist besonderen Gitteraufbau dieser Stoffe haben miissen. Gefragt ist 
also nach einem Ordnungsprinzip, das die Gitter derart aufbaut, daB 
die experimentell erhaltenen Streudiagramme nachgebildet werden. Auf- 
bauend auf Gedanken von ZERNICKE und Prins [1] hat J. J. HER- 
MANS (2] die ersten Untersuchungen an einem Strichgitter mit ,,fliissig- 
keitsahnlicher Unordnung“’ vorgenommen. Dieses entsteht durch rein 
statistische Aneinanderlagerung verschieden dicker Striche und Zwi- 
schenraume der GréBen a; und 6,, die jeweils mit der beliebigen aber 
festen Haufigkeit H (a;) bzw. h(b,) vorkommen. Ein derartiges Gitter 
weist nur im Grenzfall verschwindender statistischer Schwankungen A a; 
und 4b, eine eigentliche Periodizitat auf und kennt sonst keine eigent- 
liche Fernwirkung. Falls z. B. innerhalb der statistischen Schwankungen 
an einem Ort mehrere besonders groBe a, und 6, aneinander lagern, 
ist damit nach den Regeln der Statistik keinesfalls gesagt, daB die 
nachsten Gitterbausteine wieder besonders klein sind, um dadurch etwa 
die verlorengegangene Periodizitat wieder herzustellen. Ganz anders 
sind die statistischen St6rungen in realen Kristallen beschaffen, etwa 
die durch thermische Bewegungen oder Einlagerung von Fremdatomen 
in Mischkristallen oder durch sinusartige Verbiegung der Netzebenen 
bedingten [3], [4], [5]. Denn hier ,,kennt‘‘ jeder Baustein an und 
fiir sich seine ideale Lage, um die er raumzeitlich verschmiert liegt. 

Wie weit nun Gitter mit fltissigkeitsahnlicher Unordnung in der 
Natur wirklich realisiert sind, bis zu welchem Grade aber das kristalline 
Ordnungsprinzip mit hereinspielt, ist eine hier nicht zu klarende Frage. 
Es soll hier vielmehr lediglich die vollstandige Interferenztheorie von 
Gittern mit fliissigkeitsahnlicher Unordnung in ihrer allgemeinsten 
Form behandelt werden, um das Grundsadtzliche dieses Gittertyps 
erkennen zu kénnen. Das Einfiihren spezieller Statistiken wird Ziel 
einer spateren Untersuchung sein. Ebenso wird die Ausweitung der 
Theorie auf dreidimensionale Biindel von Netzebenen oder von lamellen- 
formigen Partikeln nichts an den wesentlichen GesetzmaBigkeiten 
andern, die in der vorliegenden Untersuchung herausgeschalt werden. 
Der Vergleich mit den experimentell gewonnenen Rontgendiagrammen 
wird gleichfalls an anderem Ort vorgenommen. 


1. Gitterstatistik und thre LAPLAcE-Transformierte. 


Bei der Berechnung der Interferenzen von nichtperiodischen Gittern 
spielt die LapLace-Transformation dieselbe Rolle wie bei der Frequenz- 
analyse unperiodischer Zeitvorginge, nur da im ersteren Fall statt 
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der Zeit eine Gitterdimension, statt der Frequenz (sec!) die Welligkeit 
(cm) des gebeugten Lichtstrahles in die Rechnung eingeht. Dies 
erkennt man sofort an der folgenden Gegeniiberstellung: 

Gegeben ein beliebiger aperiodischer Vorgang h(t), der fir ¢<0 
verschwindet. Dann sind seine FourrER-Komponenten F (i @) = 
C(w)—1 S(m) zu errechnen durch 


F(iw)= fr(ty exp(—tqmt)dt, 
wobel 0 


eS os (1) 
A(t) = [Cw cosm@t:dw + + [S(o) sinw@tdw 
0 0 
und C(w), S(w), A(t) stets reelle Werte haben, w = 27 v die Kreis- 
frequenz und ?¢ die Zeit ist. 

Gegeben ferner eine Gerade A —B (Abb.1), auf der an beliebigen 
Orten y >O0 beliebig viele Wegelemente dy der Zahl H(y) liegen 
mégen, deren jedes einen monochroma- 
tischen Wellenzug der Wellenlange A 
entsendet, wobei alle Wellenziige zeitlich 
in Phase seien und die Ungleichung gilt 
A>~>dy. Die von einem Wegelement dy 
in Richtung 20 entsandte Strahlung hat 
dann bezogen auf ein bei y = 0 hegendes 
Element die Amplitude 


Primarstrohlung 


yee 


Y= 8 
Abb. 1. Zur Veranschaulichung der 
Lapraceschen Bildfunktion F (2%) der 
aperiodischen Ortsfunktion H (y): Trans- hie dy exp (— T y) ) 

parenter Schirm A — B mit Helligkeits- wobeli 

verteilung H erzeugt unter Winkel 20 (2) 


Streustrahlung der komplexen . % 
Amplitude F, ti 2p z und p = a sin 20 


ist. Die Gesamtamplitude F in Richtung 2% ergibt sich zu 
F(t) = f H(y)exp(—ty) dy (3) 
0 


und ist damit nichts anderes als die LapLacrsche Bild- oder Unterfunk- 
tion der raumlich aperiodischen Dichteverteilung H (y) der Wegelemente, 
die wir noch durch die Zusatzbedingung 


Ly) dye. Hii Otay 20 (4) 
it} 


normieren wollen. H(y) kann auch als Leuchtkraft des Schirmes A B 
aufgefaBt werden. Die Ubereinstimmung zwischen (1) und (3) ist eine 
vollige, wenn man statt der Zeit t die Strecke y und statt der Frequenz v 
(Schwingungszahl je Zeiteinheit) die Welligkeit sin 29/4 (Wellenzahl 
des Gangunterschiedes je Wegeinheit) einsetzt. Dann ist F statt der 
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komplexen FourtER-Komponente die statistisch gemittelte komplexe 
Gesamtamplitude. 

In Abb. 2 ist F fiir eine diskontinuierliche Haufigkeitsverteilung 
Hy) mit diskreten Werten bei y = y, dargestellt als komplexer Zeiger, 
der sich in der GAussschen Zahlenebene als Summe des Polygonzuges 

Ucar SrA WS 
mit (5) 
|4%|=AH, und argdF, =—2¢y, 


darstellen la8t. Offensichtlich gilt fiir diese und fiir beliebige kontinu- 
if 


lerliche Statistiken H (y): 
imP=4 » |Fi 24: get a 
p0 
Der Endpunkt des Zeigers F durchlauft / 
mit wachsendem # eine spiralf6rmige  / 
Kurve um den 0-Punkt der GAussschen |! 
Zahlenebene, wobei er stets innerhalb 
des Einheitskreises um 0 liegt und 
diesen bei # =O von innen berihrt. 
Wie man sofort erkennt, gilt fiir jede 
beliebige kontinuierliche Haufigkeits- 


Abb. 2. Die Bildfunktion F in Zeigerdar- 
stellung fiir eine diskontinuierlicheStatistik H, 


verteilung H(y) weiterhin: als Summe der komplexen Teilbildfunktionen 
AF, fiir reelles p in der GAussschen 
lim F = 0. Zahlenebene dargestellt. 
poo 


Bezeichnen wir ferner die statistischen Mittelwerte von y und y? mit 


Paa=fyHydy; R= fy H()ay, (6) 
die mittlere statistische Schwankung mit 
Ay =\yi—#* 
und die mittlere relative Schwankung mit 
=. (7) 


so ergibt sich aus der Diskussion von F bei p = 


= : : 1—|F 
me ee * jim FL = aye, 
e250) po (8) 
a ; 1—|F |? 
iecie ae Tay nd oe ee ee ee 
p90 2p p00 2p p90 [4 =F 


Diese Beziehungen gelten auch noch in einer entsprechenden Nachbar- 
schaft um p = 0 und bezeugen, daB dort der Verlauf von F unabhangig 
2* 
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vom speziellen Verlauf der Statistik H nur durch ihre in (6) gegebenen 
Mittelwerte bestimmt ist. Von Bedeutung ist die allgemeingiiltige 
Tatsache, da die komplexe Funktion 1— F der komplexen Variablen 
&=g¢q+12p den Wert Null nur fur & = 0 und gq <0 erreicht. Zum 
Beweis setzen wir in (3) statt 7 nun & ein und schreiben: 


Fey (Cy) re a dh 
0 


Fir ¢ == 0 folgt entsprechend (4) F=1, fir g=0 folgt |F|<1, 
fir =O folgt |F|<1, solange g >0. Es gibt aber sicher mindestens 
ein g< 0, fiir das |F| >1 werden kann. Die Funktion 1/(1—/) hat 
somit auBer bei € = 0 weitere Pole héchstens in der linken GAussschen 
Halbebene g < 0. Dasselbe gilt fiir jede Bildfunktion einer beliebigen 
Statistik, insbesondere auch fiir die in den nachsten Zeilen betrachtete 
Bunktion 4/1 — jf): 

Auch der Faltungssatz der LAPLACE-Transformation findet nun eine 
anschauliche Begriindung : 

Gegeben sei eine weitere Statistik h(z) der Wegelemente dz, die 
gleichfalls auf dem Schirm AB liegen mégen 


p= RAL fae exp (—t2) dz, 


wobei die /-Summe bei diskontinuierlichen Statistiken gilt. Setzt man 
nun jeweils eine beliebige Strecke y, und z, zweier diskontinuierlicher 
Statistiken zur Gesamtstrecke 


Xp = Ve 
zusammen und fragt nach der Haufigkeit 4g,, fiir diese Strecke x, ,, 
so ist diese offensichtlich entsprechend (5) gegeben durch 
Ag,,;=AH,-AH,. 
Befindet sich am Ort x,, auf dem Schirm ein Leuchtelement dieser 
Haufigkeit, so gibt es AnlaB zur Amplitude 
AF, Aj,. 


Die Gesamtamplitude ist also durch /F gegeben und ist nichts anderes 
als die Bildfunktion der Statistik g(x), die sich aus den Originalfunk- 
tionen von f und F ergibt: 
[PF =f e(x) exp 12) dx 
mit y (9) 
& (x) =f H(y) h(x—H) dy. 


0 
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Dieses aber ist nichts anderes als der Faltungssatz der LAPLACE-Trans- 
formation, der angewendet auf Statistiken eine einfache Berechnung 
zusammengesetzter Statistiken erméglicht. 

Setzt man in (8) statt F nun f bzw. fF ein, so ergibt sich in gleicher 
Weise bei = 0 ein Zusammenhang mit 


z=b bzw. *=a+b 


und den anderen Mittelwerten der Statistik (z) und g(x). Insbesondere 
ist also z. B. 


ee pe Mine ee 


p22 
t p—0 TF 


lim 
t™—>0 


und fir die relativen statistischen Schwankungen g, und g: 
AlN Aw 


i aaa 
ae b a+b 


(10) 


Fir die weitere Diskussion fiihrt man vorteilhaft zur Abkiirzung ein 
(Abb. 3): 
F = (4—2p) e7¢: == (1—- 2p) 22: 
(1—2y) ¢ enact ar 
{F = (12) 29, 


Dabei ist also 1 — 24 usw. der Betrag von F usw., 
20 usw. das Argument. Im gesamten Winkel- 9g 


: eats Abb. 3. elt 
bereich gilt P Der Zeiger F und 1—F mit 
den HilfsgréBen oe, Ae, pm. 


4=pt+rv—2uy und p+o=9@. 
Nahe dem # = 0-Punkt gilt mit entsprechender Genauigkeit 
ee CoP onthe n HAPS 8 =—2P; o=—b p< (12) 
Fiir kontinuierliche Statistiken geht x, ~ und y» mit wachsendem # je- 
weils gegen den Wert 4, wobei stets gilt 


02 vag, O<psh; Osvsh. 


=>7%> 


Weiterhin schreibt man vorteilhaft (vgl. Abb. 3) 
{SF = 4 Pl ees Ae=22) 
mit 


i— FP — 4 (yu? (1— 2) sin’ g), (13) 
; 2COS QO . _ 2(1—p) sine 
sing =F? cos Ag = ‘ 


wobei Ao der Winkel zwischen den Zeigern 1 — e'*® und 1 — F ist. Ent- 
sprechendes gilt fiir 4a und Ag, wobei noch die Bemerkung von Wich- 


tigkeit ist, daB im 2 4¢ 4” 


p>0 
Mit Hilfe dieser Umschreibungen gelingt in den spateren Abschnitten 
eine leichte Berechnung der Streuintensitaten. 
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2. Die Streuformeln fiir das Strichgitter?. 

Gegeben ein Strichgitter aus N Strichen der Breiten a,, die alle 
parallel zueinander liegen (in Abb. 4 senkrecht zur Zeichenebene). Die 
Breiten kommen mit einer Haufigkeit H (a,), die Zwischenraume zwischen 
den Strichen mit einer Haufigkeit h (d,) vor. Monochromatische Strah- 
lung der Wellenlange A falle senkrecht auf die Strichgitterebene 4 B 
auf. Das Streuvermégen der a,-Teilchen sei 


4 4 iiber ihre ganze Breite konstant vom Werte 1, 
| Maeda °“~* wahrend die Zwischenraume nicht streuen 
Sula ee, Ras ee Pa moégen. Das j-te Teilchen erstreckt sich von 
De z= 2 bis z= 2;, wobei stets z; < z; sei und 
20 weiterhin gilt fiir den Teilchenmittelpunkt <; 
Apis zie Bercchnine der und die Teilchenbreite a; 
Streustrahlung eines Gitters mit 
statistischer Unordnung. = 4 (a + z;) : a;= cf == zs, 


wobei also a, stets positiv ist. Fiir z; = 0 gilt als Streuamplitude des 
a,-Teilchens: 


a; 
A, = [exp (—ry) dy = — (1 —exp(—ta)) = =P exp = 


T aj 
Eom 
0 


Der statistische Mittelwert tiber alle A;-Amplituden ist 


A,={A;H(y)dy=L(1—F). 
0 


Im allgemeinen ist z; + 0. Die Amplitude des a,-Teilchens ist also 
durch 


B, = A;exp (—t2j) = A} exp (— t%) (14) 


gegeben, wobei wie tblich der Stern den konjugiert komplexen Wert 
angibt. Der statistische Mittelwert der von jedem einzelnen Teilchen 
gestreuten Intensitat 


J = [B) BY) HW) dy = 35 Ret —F) = (BPH) a5) 


wirde dann und nur dann mit N multipliziert die von Gitter gestreute 
Intensitat wiedergegeben, wenn keinerlei Phasenbezeichnungen zwischen 
den einzelnen B,-Amplituden bestiinden. Tatsachlich bestehen, wie die 
spatere Rechnung erweist, stets ,,auBere Interferenzen’’. Me in (15) 


? Die in diesem Abschnitt durchgefithrte Ableitung fiir die diffuse Intensitats- 
komponente J, ist bereits durch J. J. HERMANS erfolgt [2], wahrend dort die 
Spiegelkomponente J, vernachlassigt wurde. 
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bedeutet den Realteil, $m den Imaginarteil der in Klammer dahinter 
stehenden komplexen Zahl. Es gilt 
sin pa; = fsinp yH(y)dy =3m(1—F). (16) 


0 


Beobachtet man aber immer nur je ein a,-Teilchen, indem man bei- 
spielsweise auf dieselbe photographische Platte nacheinander gleich lang 
die Streuintensitaten jedes a,-Teilchens fallen 1aBt, so stellt (15) mit NV 
multipliziert dann und nur dann mit ausreichender Genauigkeit den 
auf der Platte registrierten Intensitatsverlauf dar, wenn N>- 1 ist. 
Wir tiberstreichen darum auch J zu J, um diese Mittelwertbildung 
anzudeuten, die der ,,statistische Uberlagerungseffekt“ genannt wird. 
Unter Beriicksichtigung der auBeren Interferenzen findet man als 
Streuintensitat des aus N Bausteinen a, bestehenden Gitters: 


Zerlegen wir mit J. J. HERMANS diese Doppelsumme in 3 Anteile / = 7, 
Z<jund/>¥j, so kann der erste Bestandteil entsprechend (15) durch 


IN Tee s 


dargestellt werden, falls man / iiberstreicht und dadurch dem stati- 
stischen Uberlagerungseffekt Ausdruck verleiht. Die zweite Teilsumme 
wird entsprechend (14) umgeformt: 


N 
DD AArexe ar —2) 


ee ee 


und die dritte entsprechend 


N 

Y SAP AP exp (+ 1 (ef —4). 

g=11>] 
Da sich die Teilchen in keinem Fall iiberlappen diirfen, haben die Klam- 
mern in beiden Exponenten positive Werte. Man erkennt, daB gliedweise 
die obere Teilsumme konjugiert komplex zur unteren ist. Betrachtet 
seien alle Summanten mit 

eol| = Kee 'const, 


so treten oben wie unten jeweils N—4 derartige Summanten auf. 
Zwischen dem betrachteten a, und a,-Teilchen liegt dabei jeweils ein 
Zwischenraum, der aus K b,-Teilchen und K—1 a;-Teilchen besteht. 
Die Lapriacesche Unterfunktion dieser Zwischenraumstatistik ist ent- 


sprechend (9) durch 
DE 
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gegeben. Beachtet man weiter, daB der Exponent in den beiden Doppel- 
summen jeweils nur den ,,auBeren Interferenzeffekt'‘ beschreibt ganz 
unabhangig von der GréBe der beiden betrachteten a,- und a,-Teilchen, 

die Summation iiber A, und A, jeweils unabhangig voneinander erfolgt 
und zudem vom anBeren Interferenzeffekt entsprechend (13) vollig 
unabhangig ist, da A, nur von der GréBe a; abhangt, so darf man wieder 
unter Beriicksichtigung des statistischen Uberlagerungseffektes schreiben : 


N—1 


See Ne Puen Glee) 
J = same (1 —F) + D2 WK) Re fF} a). 


T 
K=1 
Hieraus ergibt sich sofort 
p= diene | 18) 
Nw fi-A—F) bao 7 - 18 
hae te(— ae is eee OP — | 
wobel 
FA 
$6 ===>}, (19) 


Dabei ist in (18) ber f, und /, zur Vereinfachung der Querstrich fort- 
gelassen, obwohl beide Komponenten selbstverstandlich den statisti- 
schen Uberlagerungseffekt mitberiicksichtigen. J, sei ,,diffuse Kom- 
ponente™, /, sei ,,Spiegelkomponente“ und SA ,,Spiegelfaktor“‘ genannt. 

Die diffuse Komponente J, ist proportional zu N und symmetrisch 
in f und Ff. Ob also die Teilchen a, der Statistik H und die Zwischen- 
raume b, der Statistik # gehorchen oder umgekehrt die a; mit und die 
b; mit H vorkommen, dindert am Verlauf der diffusen Komponenten 
nichts. Sie gehorcht vielmehr streng dem Reziprozitatsgesetz der 
Optik, als ob bei der Vertauschung das komplementire Gitter entstiinde. 
Dieses ist aber fiir unendlich groBes N der Fall. DaB also J, entgegen 
dem BABINETschen Theorem schon fiir endliches N symmetrisch in f 
und F und auBerdem proportional zu N ist, kann man nur so erklaren: 
In bezug auf Jj, besteht praktisch keine Phasenbeziehung zwischen 
Gitternachbarn, die Intensitat ist demnach proportional zu N und das 
Gitter wirkt wie ein unendlich ausgedehntes, J, kann somit symmetrisch 
in f und fF sein. Dieses scheinbare Fehlen einer Phasenbeziehung in 
bezug auf /, stellt somit sinnfallig den diffusen Charakter dieser Inten- 
sitatskomponenten dar. 

Dahingegen ist die Spiegelkomponente J, weder proportional zu N’ 
noch symmetrisch in f und /. Der Vergleich mit (17) zeigt, daB 


J,= ae Re (1 7% (/ ra) (20) 
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der Streueffekt eines homogen mit Streumasse erfiillten Teilchens der 
Lange L ist: 


wobei der statistische Uberlagerungseffekt dieses in seiner Gesamtlange L 
natirlich statistisch auch schwankenden Teilchens in (20) mitberiick- 
sichtigt ist. J, wird ,,Zentralfleck‘‘ genannt und bezeichnet den nur 
von den auBeren Gitterabmessungen abhangigen Anteil der Streu- 
strahlung*. Der in (18) weiterhin auftretende Spiegelfaktor (19) besagt 
aber, dal der Zentralfleck infolge der inneren Gitterstruktur, die ja 
eine Art von Periodizitat aufweist, auch in mehr oder weniger verzerrter 
Gestalt in auBere Winkellagen ,,gespiegelt‘‘ wird, um dort z. B. als 
, Kristallreflex‘ angesprochen zu werden. Je geringer die statistischen 
UnregelmaBigkeiten im Gitter sind, um so gréBere Werte kann der 
Spiegelfaktor in um so mehr Winkellagen annehmen, so daB das Streu- 
diagramm immer reflexreicher wird. Quantitative Zusammenhange 
werden im folgenden berechnet. Die Spiegelkomponente kann man 
auch in der Form schreiben: 


sin 2L sin 2Lp 


Tp = Re (SP) ( m (Sp) (21) 


set) + ab 


3. Reflexe und Fliissigkettsinterferenzen. 


Unter Benutzung der Identitat 1—f/F =}4(14—/f/+ /(4—)+ 
4—F + F(1—f)) kann man J, auch in der Form schreiben: 


N |1—F/?-(1—(|f/?) +|1—f]? (1 —|F/?) 
hh rat 4p? [1 — fF |? ‘¢ 


(22) 


Unter Benutzung der Schreibweise (11) bis (13) ergibt sich hieraus: 


N v(1—v) (+ (1 — 21) sin? g) + (1 — p) (r? He (t= 2h) sin? og) 


i= : cet ae meer 


p? x + (14 — 2x) sin? p 


Ebenso folgt dann fiir /,, wenn man beachtet, daB 


arg (fP)N=29N; arg (Sp) =26=—2(4e—Apg), 
wu + (1 — 24) sin? 9 (24) 


He en (t— 22) i |p 29) a iho? 


k=Jext+ fev, | 
Iex= ee | Sp | (sin? (Nm + 6) —sin? 6), (25) 
on Sai ticls |Sp|-cos 26. | 


1 KRaTKY nennt darum J, auch die ,,Formstreuung” [6]. 
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In allen 3 Komponenten J,, Jp und Jy p tritt also ein Nenner der Form 
RQ op | = e142 x) si 
auf. Dieser ist besonders klein, wenn (7 = Ordnung des Reflexes) 
gp = arg (fF) =—n2x (26) 


ist. Dieses ist die ,,erweiterte BrAGGsche Reflexionsbedingung’’. Es 
ist nun zu unterscheiden, ob an der durch (26) definierten Stelle ,,eigent- 
liche Reflexe‘‘ oder nur Fliissigkeitsinterferenzen entstehen. Definieren 
wir unter einem eigentlichen Reflex ein Intensitatsmaximum, das 
mindestens 4mal starker als seine Umgebung (,,der Untergrund") ist, 
so ergibt sich fiir die Existenz eines eigentlichen Reflexes zusatzlich 
zu (26): 
if Fi S0,3° Loder 2a 0)/7 Psoder (r= 0;1r (27) 
Unter dem ,,Bereich der eigentlichen Reflexe“ verstehen wir den Streu- 
winkelbereich, innerhalb dessen (27) erfillt ist. Je besser (27) erfullt 
ist, je kleiner also der Streuwinkel im Verhaltnis zu der durch (27) 
gegebenen Winkelgrenze ist, um so genauer kann man statt (26) schrei- 
ben [vgl. (8)]: 
(a+ b)sn20=nA. (28) 
Dieses aber ist die Braccsche Reflexionsbedingung fiir ungestérte 
Strichgitter bei senkrecht einfallender Strahlung, deren Verallgemei- 
nerung fiir gestérte Gitter durch (26) ausgedriickt ist. Jenseits der 
durch (27) gegebenen Winkel liegt der ,,Bereich der Fliissigkeitsinter- 
ferenzen’. Diese Fliissigkeitsinterferenzen sind also dadurch charak- 
terisiert, daB 
1. ihr Maximum nicht mehr grofB ist gegenitber dem Untergrund, 


2. ihre Breite so gro geworden ist, da sich innerhalb des Bereiches 
einer Fliissigkeitsinterferenz der Zahler in (23) und (25) merklich andert, 
so daB durch diesen EinfluB des ,,Strukturfaktors“ die wirkliche Lage 
des Maximums nicht mehr genau durch (26) gegeben ist. Beide Er- 
scheinungen 1. und 2. werden mit wachsendem Streuwinkel immer 
merklicher. Vereinfachend ist jedoch im Bereich der Fliissigkeitsinter- 
ferenzen 


I> de (29) 


falls nur N >> 1 ist. Es genitigt in diesem Bereich also die Diskussion 
von j,. Die Schwankung des Nenners in (22) wird mit wachsendem # 
schneller klein als die des Zahlers, so daB schlieBlich letzteres allein 
die Lage und Form der Interferenzen bestimmt. Nun betragt, wie man 
leicht beweist, die relative Schwankung des Zahlers maximal + (|f| -+ LF): 
Definieren wir den ,,reflexlosen Streubereich‘‘ durch 


\f|/ +|Fl<o,, (30) 
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so ist in diesem die Erhebung eines Interferenzmaximums iiber den 
Untergrund geringer als 4 des Untergrundes geworden, praktisch 
nimmt die Streustrahlung hier nun quadratisch mit 1/p? ab. 

Unter Benutzung von (12) und (27) findet man fiir den Winkel- 
bereich g, der eigentlichen Reflexe und fiir die dort vorhandene Zahl 
der Reflexe: 


0,6 0,2 


a Se (31) 


IR 


a2 f 
Die relative statistische Abstandsschwankung g von Gitternachbarn 
(von Mittelpunkt zu Mittelpunkt gemessen) bestimmt also eindeutig 
die Zahl der maximal existenten eigentlichen Reflexe. Im Gegensatz 
zum periodischen Gitter kann etwa durch eine Verringerung der benutz- 
ten Wellenlange in keinem Fall die Zahl der beobachteten Reflexe 
erhoht werden. Ihre durch (31) beschrankte Zahl riickt vielmehr ledig- 
lich nach kleineren Winkeln zu, wobei gréBere Partien des Bereiches 
der Fliissigkeitsinterferenzen und des reflexlosen Bereiches ins Gesichts- 
feld riicken. Wenngleich die Naherung (12) in diesem Bereich zweifellos 
nicht mehr gilt, vielmehr die besonderen Eigenschaften der Statistiken h 
und # nun die GroBen x, «w und y beeinflussen, kann man angenadhert 
fiir die Zah] der maximal existenten Fliissigkeitsinterferenzen (einschlieB- 
lich der eigentlichen Reflexe) schreiben 


my ~0,5 (2 + —). (32) 


by 8: 


Im Bereich der eigentlichen Reflexe unterscheidet man noch, wie wir 
unten sehen werden, den Bereich der ,,ungestorten“ und den der ,,ge- 
stdrten‘‘ Reflexe. Der erstere erstreckt sich bei einer Zahl von m, un- 
gestorten Reflexen von ~ = 0 bis gy =, wahrend der letztere zwischen 
den Winkeln y, und q, liegt. Es gilt, wie nachher bewiesen wird: 


oes my =, (33) 


= 5 Ui = 
YN g : |v Pe: 


Qi = 


4. Die Reflexhohe. 


Die eigentlichen Reflexe [Gl.(27)] haben an den Stellen (26) einen 


Maximalwert, der sich leicht aus (23) und (25) berechnet: 
sintg N I Pied rer cl (34) 


Jin= P re i: a 7 Que , 


wobei Jpx,, stets verschwindet. Es ist also insgesamt 


mit Bey , (35) 
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Die Reihenentwicklung dieses letzten Ausdruckes fithrt fiir Nx<1 
auf die Naherung 


1 
FN) een (36) 
und fiir Nx =>1 auf die Naherung 
P(N x) =a (37) 


e+ Nx” 
Beide Naherungen stimmen bei Nx = 1 auf etwa 1% genau und werden 
an den anderen Enden der Intervalle immer genauer. Als Naherung 
fiir den Gesamtbereich, die in Intervallmitte etwa auf 15% genau, an 
den Enden immer genauer wird, kann man schreiben 


A 1 
P(N x) = eye a (38) 
Aus all dem ersieht man, daB ein ungestérter Reflex (N x <1) pro- 
portional zu N?, ein stark gestérter (N x>>1) proportional zu N ist. 
Die flieBende Grenze zwischen beiden Reflextypen liegt etwa bei Nx ~1, 
woraus die in (33) angegebene Zahl nm, der existenten ungestérten Re- 
flexe folgt. Fiir den Zentralfleck, das ist der Reflex nullter Ordnung, 
ergibt sich aus (8) und (22) 
ee yee 
Jig (5) (¢; at ) (39) 

Beachtet man ferner, daB wegen (13), (8) und (24) gilt: 
fen (+ sin °) ae (= Ao sin Ap JANE Ge A y? 

p iy a 


und fiihrt hierfiir die Abkiirzung ein: 


po p—>0 


lim (+ 


p>o 


sin 6 Az — Ay? -bla 
a) ea eee 40) 


so ergibt sich wegen 


lim (sin? (NV @ + 6) — sin? 6) = sin? N@ cos? 6 + sin2Nqsino: 


po 
Jax, = a? (N2—2N k) (41) 
und wegen 
1—(1—2 sone 3 
oe ae a = == NAR 
Jom) aN uae? (42) 


Wahrend also im Zentralfleck Jj, mit dem ersten Summanten in (41) 
die Hauptintensitat tragt und der zweite Summant zusammen mit (42) 
und (39) nur einen ,,diffusen‘’ Untergrund erzeugt, ist in jedem Reflex 
(n +- 0) entsprechend (34) und (35) fp, = 0 und das Maximum allein 
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durch jf, und jp reprasentiert. Weitere wesentliche Unterschiede 
zwischen Zentralfleck und eigentlichem Reflex erkennt man weiter 
unten. 

d. Integralintensitdten. 
Fir die im gesamten Streubereich einschlieBlich des reflexlosen 
Bereiches gestreute Integralintensitat ergeben sich sehr einfache Be- 
ziehungen. Bezeichnet sei mit 


x0) = SEE und 8) = Sp-(1—- FF") 


je eine komplexe Funktion der komplexen Variablen = Pe'’, wobei 
P und y reelle Zahlen sind, so haben beide Funktionen entsprechend 
der Bemerkung in Abschnitt 1 auBer bei # = 0 keinerlei Pole auf der 
unteren Halbebene —za<y<0. AuBerdem sind beide Funktionen auch 
fir beliebig groBes P dem Betrage nach beschrankt und kleiner gleich 1, 
solange zum mindest —a<y<0 ist. Die Gesamtintegralintensitat 
ist darum nur durch das von den stati- 


/maginare 
stischen Mittelwerten (6) allein abhangige 
Residuum bei =O bestimmt und ge- 
geben durch: 
+00 reel! 
c =e 86 abe Sch 
| hap =Na“, (44) 
fee W, 
+ 0o 
eee 
hap=Na,, (45) 
~ a+b Abb, 5. Zur Gewinnung der Integralin- 
rae tensitat: W der in die untere p-Halbebene 
+ co_ verlegte Integrationsweg, Sch Schleife 
ti Ui dp —Nnaa (46) um den Pol bei p = 0. 
—0o 


unabhangig von dem spezielleren Verlauf der Statistiken h und H. 
Zum Beweis beachtet man, dah 


Somit kann bei der Integration (44) bis (46) der Integrationsweg un- 
bedenklich von der reellen Zahlenachse weg nach —170o verschoben 
werden, wobei nur der bei p = 0 liegende Pol durch eine entsprechende 
Schleife nach wie vor umlaufen werden muB (Abb. 5). Der Wert der 
Integrale (44) bis (46) wird dann allein durch das Residuum in diesem 
Pol bestimmt. Die Entwicklung von j, und j, um diesen Pol ergibt 
ioe a* 1N 
Jim 5 1 (P) ie te ee 


woraus sich die in (44) bis (46) angeschriebenen Integralwerte ergeben. 
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Von Interesse ist ferner die Integralintensitat innerhalb eines eigent- 
lichen Reflexes. Betrachtet sei der Reflex m-ter Ordnung und zur 
Abkiirzung geschrieben: 

P-nt=Fy> (47) 


wobei merkliche Intensitaten also nur im Bereich 
l@n|<1 (48) 


auftreten. Praktisch hat innerhalb dieses durch (48) definierten Berei- 

ches eines eigentlichen Reflexes der Zahler in (23) und (25) einen kon- 

stanten Wert, der durch gy, =0 gegeben ist. Es ergibt sich somit: 
N xsin? 0 


Ive= pe +tg’ 
Betrachten wir ferner Reflexe, fiir die der Strukturfaktor 1—F nicht 
klein gegen 1 ist, so ist fiir diese infolge |sin 40|<1, cos4o 1, 


(49) 


also vereinfachend 6 = —q@ und daher 
COStOl—= ae sin 6 =>=— ve) ae r 
Dies ergibt in (25) eingesetzt: 
gy — v 
Jen = = a |{F oy [sint Vy, ; ne SAE Sy 2K eta ), (60) 
2 singe t= Frais Pn —# 
Je52=> Pp? 2 (¢, + x?)2 : ‘ (51) 


Auch hier wird wie in Abb.5 der Integrationsweg von der reellen Achse 
je nachdem nach 7 co oder —7 oo verlegt, wobei in gleicher Weise wie 
dort die bei + 7% liegenden Pole durch Schleifen umschlossen werden. 
Unter Beachtung der Partialbruchzerlegung 


lee eee (. 1 a P 1 1 1 
x2+ go  2ix ae oe! (x? + ?)2 = ellen oeR acd 
1 val ee Pr ok 1 1 
(x2 + p?)? 422 \(p — ix)? ss ead T 4ix3 i So 
und der Umschreibung sin? Ng =4—4 (e!?N? + ¢'?N?) erhalt man 
Einzelintegrale der Form 


eh 2N Gn ei 2NGn eb 2NGn t2N, 


Qutin’ pn—in’ (yin? (gp — in?” 
Bei ihnen hat man den Integrationsweg iiber +700 zu nehmen, auf 
daB die Integranden langs dieses Weges verschwinden! Da beim ersten 
und dritten Teilintegral der Pol auf der unteren Halbebene liegt, so 
entsteht bei diesen kein Residuum, wahrend dieses beim zweiten Integral 
den Wert exp(—2Nx), beim vierten den Wert 271 Nexp(—2N x) hat. 
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Fur Teilintegrale mit den Exponenten — i 2N @, ist entsprechend der 
Integrationsweg nach —ico zu verschieben, wobei nur der auf der 
unteren Halbebene liegende Pol schleifenformig zu umlaufen ist. Als 
Ergebnis findet man schlieBlich: 


Sern ap = U TaD dp =0 
{hap =| Jind = are ae (52) 


Der Zentralfleck verlangt auch hier eine gesonderte Behandlung. Setzen 
wir voraus, daB N->>1, so ist innerhalb seines Bereiches J, wud 
konstant und durch (39) und (42) gegeben. Uber diesem konstanten 
diffusen Untergrund erhebt sich entsprechend (40) und (41) 


Tee es eee sin? Ng , sin2No 

Jon = a? (4 — 2x) ( 2 Rk = : 
Die Halbwertsbreite von (1 — 2x) liegt unter der hier angenommenen 
Voraussetzung 

N>1 (53) 
: : : aul 

—__' und die von den beiden Sinusghedern bei < 
g \2N -lgg2 ; N 
Somit ist bei Giiltigkeit von (53) (1 —2x)* innerhalb des _Bereiches 
des Zentralflecks als konstant anzusehen. Es ist dann 


[ Jex.ae = ap aN (1 ~#). (54) 


\ 


Beachtet man ferner, daB hier entsprechend (12) sin? 9 = (a p)?, so ist 
die Integralintensitat des Zentralflecks trotz seines vollkommen anderen 
inneren Aufbaues als Grenzfall der Integralintensitat eines Reflexes (52) 
fiir p — O aufzufassen. 

Da Jj, innerhalb des Bereiches der eigentlichen Reflexe verschwin- 
dende Integralintensitat aufweist (52) und im Bereich des Flissigkeits- 
interferenzen sowieso gegen J, verschwindet (29) und da jf, fiir die 
Integralintensitat des Zentralflecks abgesehen vom Mitwirken beim 
diffusen Untergrund keinen Beitrag liefert (54), so ergibt sich beim 
Vergleich mit (44) bis (46) folgender beachtenswerter Tatbestand: 


Die Gesamtintegralintensitat der Spiegelkomponente J, ist gleich 
der Integralintensitat des Zentralflecks, die Gesamtintegralintensitat 
der diffusen Komponente /, ist gleich der Integralintensitat des gesam- 
ten iibrigen Streubereichs, also gleich der Integralintensitat aller Re- 
flexe und Fliissigkeitsinterferenzen einschlieBlich der in den reflexlosen 
Bereich gestreuten Strahlung mitsamt aller diffusen Untergrundschwar- 
zung. Dieser iiberraschend einfache Satz gilt exakt fiir alle Statistiken 
und fiir N 1. Fiir kleinere Werte von N verliert er mehr und mehr 
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seinen Sinn, wie man am besten fiir N =1 erkennt, wo in (18) f/,und j, 
ineinander flieBen zu : 
ptmas Pp Re({ =F) 

ganz in Ubereinstimmung mit (17). Dab ferner fiir die Integralintensitat 
der Summe aller Reflexe ungestérter Kristalle eine einfache, vom 
Strukturfaktor usw. unabhangige Beziehung gilt, ist bekannt und folgt 
sofort aus der stage babs daB deren Summe, gegeben durch (52): 


sintapy 5 


n= —co 
stets den rechts stehenden Wert hat!. DaB dies aber auch fiir die Summa- 
tion iiber alle Interferenzen mit Fliissigkeitscharakter noch Giiltigkeit 
hat, ist in der Tat beachtenswert und ist ein Hinweis darauf, daB (52) 
nicht nur im Bereich der eigentlichen Reflexe, fiir die es abgeleitet wurde, 
Giltigkeit hat. 


6. Die Feinstruktur der Reflexe. 


Ganz grob ist ein Reflex durch die Hohe seines Maximums und 
seine integrale Linienbreite 


beschrieben. Fiir diese folgt sofort aus (35) und (52) 
we - 
(a + 6) Par = NW (Nm) (57) 
und unter Einsetzung der Naherung (38) 

(a+) bep—a(y + %), (58) 
wobei man besonders fiir ungestérte Reflexe in guter Naherung einsetzen 
oe n= (men)? (59) 

+ 00 
1 Es 14Bt sich beweisen, daB Q = oo Sa ane fiir alle 0 < d <11 stets den 
(dan)? 


Wert 1 hat. Setzt man hier d=a/(a+ b) und ap, =d2n, so ist damit unmittelbar 
auch (55) bewiesen. Compton und ALLISON [7] weisen bereits darauf hin, da8B sich 
die Streuintensitat von n beliebig verteilten Atomen additiv aus den Einzel-Integral- 
intensitaten zusammensetzt, wenn man nur tiber einen geniigend groBen Streu- 
bereich unter Benutzung geniigend kurzer Rontgenwellenlangen integriert. Zum 
Beweis erinnern sie an Versuche von CovEN und JANNCEY [8], [9], die fiir ge- 
pulverten KCl und Argongas je Gramm Streusubstanz die gleiche Integralintensitat 
fanden (das mittlere Atomgewicht beider Substanzen hat den gleichen Wert). 
Ein quantitativer theoretischer Beweis fiir Substanzen mit flissigkeitsstatistischen 
Gitterstérungen ist jedoch nur unter Beriicksichtigung der statistischen Abstands- 
verhaltnisse méglich. 
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In gleicher Weise ergibt sich fiir den Zentralfleck aus (41) und (54): 


(60) 


Ungestérte Reflexe (Nx < 1) haben also wie die Reflexe der klassischen 
Kristallehre eine zu 1/N proportionale Breite, wihrend in Ubereinstim- 
mung mit J. J. HERMANS [2] stark gestérte Reflexe (NV 2 s> 1) eine von N 
vollig unabhangige, allein durch x bestimmte Breite haben. Falls die 
Statistiken h und H kontinuierliche Funktionen mit je nur einem 


pear) il 


Abb. 6. Stark gestérter Reflex (N x ~ 3). Abb. 7. Schwach gestérter Reflex (N x ~ 0,3). 


vy Zereich des Storungskernes 


Jap +d; + bo =S 


Abb. 8. Zentralfleck. 


Maximum sind (wir nennen derartige Gitter ,,homogen‘‘), gilt (59) mit 
hinreichender Genauigkeit auch im Gebiet der gestérten Reflexe. Man 
kann dann aus den Studium der Linienbreite mehrerer Reflexe in ein- 
facher Weise die relative statistische Abstandstreuung g und die Zah] N 
bestimmen. 

Zur naheren Untersuchung der Feinstruktur der Reflexe mu man 
von den Gl. (49) bis (51) ausgehen, fiir den Zentralfleck aber (40), (41) 
und (53) betrachten: 

In Abb.6 ist ein gestirter Reflex mit Nx ~ 3, in Abb. 7 ein wenig 
gestorter Reflex mit Nx ~ 0,3 und in Abb.8 ein Zentralfleck schema- 
tisch dargestellt. Als Abszisse ist stets entsprechend (47) @, aufgetragen 
und die Stellen 

Pn = E % (61) 
durch gefiillte Dreiecke markiert. Der Bereich lp, |< wird als ,,St6- 
rungskern‘‘ bezeichnet. In allen Abbildungen ist als Ordinate J, 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. 3 
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strichpunktiert, jp) + J; punktiert und J = hp + Jt Jex durch 
eine ausgezogene Linie dargestellt. Die Differenzflache zwischen den 
letzten beiden Kurven hat entsprechend (52) in allen Reflexen ebenso 
wie die von der ersten Kurve mit der Abszisse gebildete Flache den 
Gesamtinhalt Null, wahrend erstere im Zentralfleck die Gesamtinten- 
sitat darstellt und die letztere zusammen mit J, den diffusen Untergrund 
bildet. In allen Reflexen hat J,)-+ jf; stets die Form einer monoton 
mit wachsendem gy, abnehmenden Glockenkurve, die bei y, =0 die 
J-Kurve von oben beriihrt. Im gestérten Reflex hat sich der Storungs- 
kern iiber den gr6Bten Teil des Reflexbereiches ausgebreitet und J, x be- 
wirkt nur eine geringfiigige mehrfache Wellung dieser Glockenkurve. 
Im wenig gestérten Reflex dahingegen umfaBt der St6rungskern nur 
einen geringen Teil des Reflexbereiches, wahrend J,, eine aus wenigen 
Wellen bestehende sehr starke Modulation der Glockenkurve bewirkt 
derart, daB der Reflex schlieBlich die klassische Form 


dees 
—; sin? NV 9, 
Pn 


annimmt. Im Gegensatz zu dieser aus der klassischen Gittertheorie 
bekannten Gleichung ist hier aber bei m, = 0 der Intensitatswert nicht 
nur als Haufungsstelle seiner Umgebung gegeben, sondern stets ent- 
sprechend (35) durch J, + Joep gegeben. Im Zentralfleck existiert nie 
ein St6rungskern. Stets herrscht dort die eben bezeichnete klassische 
Form, fiir nicht zu groBe Werte von N allerdings um ein geringes modi- 
fiziert, doch stets so, daB seine Breite im wesentlichen durch 1/N gegeben 
ist. Dennoch spricht der Zentralfleck tiber die Zahl k [vgl. (40) ] gering- 
fiigig auf ,,Gitterstorungen‘‘ an. Wahrend ein Reflex mit zunehmender 
Gitterst6rung aber stets breiter wird, kann der Zentralfleck fiir k < 0, 
also 


aAzv<bAy? (62) 


sogar schmaler werden. Begriindet ist dies dadurch, daB der Zentral- 
fleck unabhangig von ,,inneren Gitterstérungen“ nur auf dem Umweg 
iiber den ,,statistischen Uberlagerungseffekt’ auf die statistischen 
Schwankungen der Gitterbausteine anspricht. Ist die statistische 
Schwankung der Zwischenréume entsprechend (62) kleiner als die der 
Strichdicken, wird dadurch die Schwankung der Gesamtgitterlinge 
weniger stark herabgesetzt als im umgekehrten Fall, da die Zahl der 
Zwischenraume um 1 kleiner als die der Striche ist. Mit steigendem N 
wird die mittlere statistische relative Schwankung der Gesamtgitter- 
lange entsprechend den Regeln der Statistik immer geringer, so daB 


dieser statistische Uberlagerungseffekt ganz entsprechend (60) immer 
unbedeutender wird. 
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7. Moglichkeit einer Gitterstrukturanalyse. 

War in den vorangehenden Abschnitten die allgemeine Methode 
beschrieben worden, aus beliebigen Statistiken 2 und H die gestreute 
Intensitat zu berechnen, so ist nun die Frage gestellt, wieweit man aus 
einer gegebenen Streukurve eindeutig die Funktionen f# und H bestim- 
men kann. Dazu seien die wichtigsten Formeln nochmals zusammen- 
gestellt, wobei vereinfachend stets N>> 1 angenommen ist: 

Der Zentralfleck liefert: 


Je iq = a2 IN@: (41) 
Sio + Jan, = N a? g°; (39) 
m4 

Psa, = Pra ee (60) 

Jeder eigentliche Reflex liefert: 
a me (31) 
aes (28) 

ee apr 

E = (- p? N 1 = rea (35) 
ber=sa5 a se x). (58) 

Falls das Gitter homogen! ist: 
n= (nng)?. (59) 


Der Gesamtstreubereich liefert; wenn man den Zentralfleck nicht 


mitintegriert : 
ab 


[hap=Na. (44) 


Der Bereich der Flissigkeitsinterferenzen liefert: 


42°F j1—F 2 (4 —|f)2) +]1— #2 0 —J FP) 
f= ; 


2} 
hae 22) 


Sehen wir zunachst von (22) ab, so lassen sich aus den neun iibrigen 
Formeln der ,,Hauptwerte“ N, a und 6b und von Fall zu Fall auch g 
und g, bestimmen. Zur vollstandigen Bestimmung der Statistiken ist 
jedoch eine Auswertung von (22) unerlaBlich. Schon fiir den einfachen 
Fall {=F ist dies aber nicht einfach: 


2p hi ats tee 


N 4 +|F)?+ 2/Ficoso” 


1 Ein Gitter ist dann als homogen bezeichnet, wenn die Statistiken jeweils 
nur ein Maximum haben. Nur dann ist (59) eine gute Naherung auch im Bereich 


der stark gestérten Reflexe. 


2k 
2 
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Hierbei sind |f'| und cos @ die zu bestimmenden unbekannten Funk- 
tionen von #, die ohne Hinzuziehung weiterer Kriterien methodisch 
kaum zu gewinnen sind. Man wird vielmehr im allgemeinen Fall / + f° 
zunachst nach irgendwelchen Gesichtspunkten eine Reihe von Stati- 
stiken in J, einsetzen und die berechneten Diagramme mit den experi- 
mentell gewonnenen vergleichen. 

Von der experimentellen Seite her ist zu bedenken, daB die Regi- 
strierung des Zentralflecks ebenso wie die des Gesamtstreubereiches 
erhoéhte Schwierigkeiten macht. Im ersten Fall bendtigt man bei der 
Bestrahlung von Kristallgittern mit Rontgenstrahlen sehr fein aus- 
geblendete Blendensysteme (,,Kleinwinkelaufnahmen“), im zweiten Fall 
mu zur Erfassung auch des reflexlosen Bereiches sehr kurzwelliges 
Rontgenlicht genommen, das unter. Umstanden schon in erheblichem 
Mabe CompTon-Streuung usw. erzeugt. 

Im folgenden wird darum an einigen Beispielen untersucht, wieweit 
man die Hauptwerte N, a und b sowie g und g, auch ohne Benutzung 
der Gesamtstreustrahlung und ohne Registrierung des Zentralflecks 
gewinnen kann, wahrend tiber die Auswertung der Flussigkeitsinterfe- 
renzen nichts zu dem oben Gesagten hinzuzufiigen ist! 

1. Beispiel: Es existiert kein eigentlicher Reflex. 

Aus (31) folgt g > 0,2. Zur weiteren Analyse mu der Zentralfleck 
und die Gesamtstreustrahlung registriert sein. Dann nur lassen sich aus 
den 4 Gleichungen (41), (39), (60) und (44) die 4 Unbekannten JN, a, 
bund g, bestimmen. Andernfalls ist eine Auswertung von (22) nach den 
oben skizzierten Gesichtspunkten unerlaBlich. 

2. Beispiel: Es existiert ein eigentlicher Reflex. 

Aus (31) folgt 0,1 =<g=< 0,2. Ist wieder der Zentralfleck und die 
Gesamtstrahlung nicht registriert, so lassen sich aus den 3 Gleichungen 
(28), (35) und (58) nur unter der Zusatzhypothese (59) eines homogenen 
Gitters die 3 Hauptwerte N, a und 6 unter Einsetzen des etwa bekannten 
g bestimmen. Zur eindeutigen Analyse der Hauptwerte ist entweder 
der Zentralfleck oder die Gesamtstrahlung zu registrieren, wobei dann 
also 5 oder 4 Gleichungen zur Bestimmung von N, a, b und x zur Ver- 
figung stehen. 

3. Beispiel: Es existieren zwei eigentliche Reflexe. 

Aus (31) folgt 0,07 = g=< 0,1. Ist wieder weder Zentralfleck noch 
Gesamtstrahlung registriert, so ergeben sich in gleicher Weise wie im 
2. Beispiel mit Hilfe der Zusatzhypothese (59) angenahert, aber mit 
hoherer Genauigkeit die Werte von N, a, b und g. Erst Zentralfleck 
oder Gesamtstrahlung erlauben eine hypothesenfreie und prazise Be- 
stimmung der Hauptwerte und der Werte von x in den beiden Reflexen. 


Gehorchen diese (59), ist damit g bestimmt und bewiesen, daB das 
Gitter homogen ist. . 
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4. Beispiel: 
Existieren mehrere eigentliche Reflexe, so gewinnt man mittels (58) 
aus ihrer integralen Linienbreite jeweils den Wert 


N und x=4(1—|/F)) 


und erhalt auf diese Weise also aus der ,,Linienbreitenfolge’ quanti- 
tative Anhaltspunkte fiir die Statistiken # und H. 


Je mehr eigentliche Reflexe existieren, um so genauer kann ohne 
Kenntnis des Zentralflecks und der Gesamtstreuung N, a und b aus den 
Gl. (35) und (58) bestimmt werden. Man kommt dann schlieBlich in 
den Bereich der klassischen Strukturanalyse, die bekanntlich ohne 
Erfassung des Zentralflecks auskommt und die Gesamtstreuung gleich- 
falls nicht beriicksichtigen kann, weil die zur Auslésung der Fliissigkeits- 
interferenzen notwendigen harten R6ntgenstrahlen fiir die Feinstruktur- 
untersuchung unbrauchbar sind. Bei statistisch gestérten Gittern 
dahingegen erscheinen die Flissigkeitsinterferenzen schon bei weit 
groBeren Wellenlangen. 


Zur approximativen Analysierung dieser Fliissigkeitsinterferenzen! 
durch Vergleich mit berechneten Streubildern seien noch einige Bei- 
spiele fur statistische Haufigkeitsverteilungen A (y) und ihre Bild- 
funktionen F (fp) gegeben: 


4. Stufenverteilung: 


Hy) =~— fir 4—c2y5¢-¢, 


fiir alle anderen y ist H =O, ferner ist stets a>. Hieraus folgt ent- 
sprechend (3) und (6): 
sin 2p0 eee sin2p a 
yaa «= 2pi9); |Fl= = 


\3a 


1 KratKy [10] hat Strichgitter mit derartigen unterschiedlichen Strichab- 
standen auf Glasplatten hergestellt und mit monochromatischem optischen Licht 
durchleuchtet. Bei gegebener Abstandsstatistik wahlt er willkirlich verschiedene 
Reihenfolgen der einzelnen Abstandsgr6éBen und kann auf diese Weise den ,,Mi- 
schungseffekt*‘ untersuchen. Die Gesamtheit aller méglichen Reihenfolgen erst 
wiirde den in Gl. (18) angegebenen Intensitatsverlauf ergeben (,,statistischer Uber- 
lagerungseffekt‘). Krartxy stellt fiir die von ihm untersuchten ziemlich verschmier- 
ten Statistiken nur einen geringen EinfluB dieses Mischeffektes auf den gestreuten 
Intensitatsverlauf fest. Die aus der Betrachtung eines vollig entmischten Strich- 
gitters vorgeschlagene Naherung 


J ~#- g(#) mit a~1/p 


fiihrt jedoch fiir statistisch durchmischte Gitter zu beachtlichen Fehlschliissen, wie 
anderen Orts an Zahlenbeispielen gezeigt wurde [2]. Dies ist auch nicht zu ver- 
wundern, da in den exakten Streuformeln (18) nicht die Abstandsstatistik (7), 
sondern nur ihre LapLacr-Transformierte fF auftritt [s. Gl. (9)]. 
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2. MAxweEttsche Verteilung: 


f eat 
H = SEL OAC, 
(y) Sena 


wobei 7 > 1. Es folgt: 
ce (ee a 


8. Zusammenfassung und anschauliche Deutung. 
Bezeichnet 2%, den Winkel zwischen dem Bereich der ungestorten 
und gestérten Reflexe, 2%, den Winkel zwischen gestérten und Flissig- 


keitsinterferenzen und 2%, den Beginn des reflexlosen Streubereich, so 
folgt aus (33), (31) und (32) 


|N Ax-sin28,~0,2-A; Ax-sin 20, ~0,2- A; 
1 
&l8y + 8/8e 
In Anlehnung an die BrAGGsche Sprache kann man nun unter Benutzung 
der aus der Optik entnommenen Anschauung einer ,,Gitterreflexion“ 
das Streuphanomen wie folgt beschreiben: 


Ax-sin20,~ 4. 


4. Wird ein Gitter mit monochromatischer und _ parallelisierter 
Strahlung bestrahlt, so entsteht unabhaingig von der inneren Gitter- 
struktur bei kleinen Winkeln ein FRESNELsches Beugungsbild, dessen 
Form nur von den auferen Gitterabmessungen beeinfluBt wird. Dieser 
,Zentralfleck“ eignet sich somit vorziiglich zur Gittergr6Benbestimmung. 
Sein Maximum ist proportional zum Quadrat der Zahl N der Gitter- 
striche, seine Breite umgekehrt proportional zu N. Die ,,Streustrahlung“ 
kann innerhalb des Bereiches des Zentralflecks als ,,koharent‘‘ ange- 
sehen werden. 


2. Es tritt aber auch eine ,,Spiegelung‘‘ dieses Zentralflecks in 
Winkellagen auf, die durch die BraGcsche Reflexionsbedingung gegeben 
sind, falls man den mittleren Abstand von Gitternachbarn (von Mittel- 
punkt zu Mittelpunkt) dort einsetzt. Solange die statistische Abstands- 
schwankung zwischen beliebigen Gitterbausteineri: klein ist gegeniiber 
dem wirksamen Netzebenenabstand!, wirken die Netzebenen bzw. das 
Gitterstrichwerk wie blank polierte Spiegel, erzeugen also ein form- 
getreues Bild des Zentralflecks, einen .,,ungestérten‘’ eigentlichen Re- 
flex. Die Strahlung innerhalb dieses ungestérten Reflexes kann gleich- 
falls als koharent bezeichnet werden. 


3. Ist im Gegensatz zu 2. nur noch die statistische Abstandsschwan- 
kung zwischen benachbarten Gitterbausteinen klein gegeniiber dem 


+ Hierunter ist der Quotient (a + b)/n aus mittlerem, Netzebenenabstand a +b 
und der Ordnung 7 des Reflexes verstanden. 
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wirksamen Netzebenenabstand, so wirken die Netzebenen wie stark 
mattierte Spiegel. Das erzeugte Bild laBt die urspriingliche Form des 
Zentralflecks nicht mehr erkennen. Die Breite dieses , stark gestérten“ 
eigentlichen Reflexes wird nur durch die GréBe der statistischen Gitter- 
schwankungen bestimmt, die Héhe ist nurmehr proportional zu N. 
Die Strahlung tragt ausgesprochen ,,diffusen‘‘ Charakter. 

4. Im Ubergangsgebiet zwischen gestorten und ungestérten Re- 
flexen treten Reflexe verschiedenen Stérungsgrades auf. Mit zuneh- 
mender St6rung breitet sich in Reflexmitte mehr und mehr ein »»otd- 
rungskern“ aus, der schlieBlich die Peripherie des Reflexes erreicht. 
Gleichzeitig damit tritt die koharente Intensitatskomponente mehr und 
mehr gegeniiber der diffusen in den Hintergrund. Die Reflexe zeigen 
eine vom Stérungsgrad in subtiler Weise abhangige ,,Feinstruktur“, 
indem sich nicht nur ihre Héhe und Breite, sondern auch ihr relativer 
Intensitatsverlauf in charakteristischer Weise dandern. 

5. Ist die statistische Abstandsschwankung von Gitternachbarn im 
Gegensatz zu 3. nicht mehr klein gegeniiber dem wirksamen Braccschen 
Netzebenenabstand, so entstehen statt ,,eigentlicher Reflexe‘‘ nurmehr 
_—lissigkeitsinterferenzen“. Es ist nun der diffuse Untergrund nicht 
mehr schwach gegeniiber dem Interferenzmaximum und die Lage dieses 
Maximums ist nicht mehr exakt durch eine Art Reflexionsbedingung 
gegeben. Dies hat seinen Grund darin, dafi die Braccschen Spiegel- 
ebenen weitgehend in Aufldsung begriffen sind, wodurch Phasenbe- 
ziehungen zwischen Gitternachbarn nicht mehr wirksam zu sein scheinen. 

6. Je weniger die Reflexe noch den Charakter von eigentlichen 
Reflexen, je mehr sie vielmehr den von Fliissigkeitsinterferenzen tragen, 
um so starker weicht die Lage ihres Maximums von der durch den 
mittleren Abstand von Gitternachbarn gegebenen ab. Gr6Be und Vor- 
zeichen dieser Abweichung ist durch die spezielle Form der Statistiken 
eindeutig bestimmt. Insbesondere erzeugen Gitter mit inhomogenen 
Statistiken niemals mehrere Reflexsorten, die den jeweiligen ,,Netz- 
ebenenabstanden‘‘ entsprechen. 

7. Trug in 3. die Strahlung schon diffusen Charakter, so wirkt nun 
infolge des scheinbaren Fehlens von Phasenbeziehungen im Bereich der 
Fliissigkeitsinterferenzen das Gitter wie ein unendlich ausgedehntes. Es 
widerspricht darum dem BaxineTschen Theorem nicht, wenn hier auch 
fiir endliches N das Reziprozitatsgesetz der Optik Giiltigkeit hat. Man 
kann darum grundsatzlich aus der Diskussion der Flissigkeitsinterferen- 
zen allein nie zwischen der Statistik der Gitterstrichdicken und der der 
ZwischenraumgroBen unterscheiden. 

8. Werden die statistischen Abstandsschwankungen von Gitter- 
nachbarn groB gegeniiber dem an und fiir sich wirksamen Netzebenen- 
abstand, so bewirkt héchstens der Strukturfaktor noch das Auftreten 
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von Interferenzen, deren Hoéhe jedoch klein gegentiber dem Untergrund 
ist. Im iibrigen nimmt in diesem ,,reflexlosen” Streubereich die Inten- 
sitat quadratisch mit zunehmendem Streuwinkel ab. 

9. Die Zahl der maximal existenten eigentlichen Reflexe ist beschrankt 
und umgekehrt proportional zur relativen statistischen Abstandsschwan- 
kung von Gitternachbarn. In ahnlicher Weise ist die Zah] der insgesamt 
existierenden Fliissigkeitsinterferenzen beschrankt, doch hangt ihre Zahl 
vom speziellen Verlauf der Haufigkeitsverteilung ab. 

40. Die Gitterstrukturanalyse aus dem Streudiagramm ist um so 
einfacher, je mehr eigentliche Reflexe existieren, je weniger gestort das 
Gitter also ist. Schon aus der Diskussion einiger Reflexe erhalt man die 
, Hauptwerte’’ des Gitters, das ist die Zahl N der Gitterstriche, die 
mittlere Dicke a dieser Striche und-die mittlere GréBe 6 der Zwischen- 
raume. Ebenso erhalt man hieraus die mittleren statistischen Schwan- 
kungen dieser GroBen. Zur Analysierung starker gesto6rter Gitter mit nur 
wenigen oder gar keinen eigentlichen Reflexen ist die Miterfassung des 
, Zentralflecks‘‘ unerlaBlich, da man sonst nicht einmal die ,, Hauptwerte ‘ 
bestimmen kann. Zur vollstandigen Bestimmung der Statistiken ist in 
jedem Fall die Auswertung der Fliissigkeitsinterferenzen erforderlich. 

11. Ein weiteres Hilfsmittel zur Gitterstrukturbestimmung ist die 
Messung der Gesamtstreuintensitat, die sich sehr einfach allein aus den 
Hauptwerten ergibt und umgekehrt darum eine Zusatzgleichung zu 
deren Bestimmung liefert, die vor allem fiir stark gestérte Gitter wichtig 
sein kann. Im Fall der Strukturanalyse von Materie verliert diese Me- 
thode fiir weniger gestorte Gitter ihre Bedeutung, weil die dazu benotigte 
kurzwellige Rontgenstrahlung in starkem Maf§e Compron-Strahlung 
erzeugen wiirde, die das MeBresultat falscht. 


Mein herzlicher Dank gilt Herrn P. H. HERMANS in Utrecht und 
Herrn J. J. HERMANS in Groningen fiir viele anregende Diskussionen 
und ein forderndes Interesse an dieser Arbeit. 
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Schallabsorption in biniren Gasmischungen. 
Von 
Max KoutLer, Horb am Neckar. 


(Eingegangen am 18. August 1949.) 


Die friher abgeleitete Schallabsorptionsformel fiir binare Gasmischungen infolge 
von Keibung, Warmeleitung und Diffusionserscheinungen wird zahlenmapig 
diskutiert. Von Volumreibungseffekten infolge verz6gerter Einstellung der Energie 
der inneren Freiheitsgrade wird dabei abgesehen. 
Diffusionseffekte auf die Schallabsorption ebener Wellen treten auf infolge von 
Druck- und Thermodiffusion. Die Druckdiffusion liefert dabei den Hauptbeitrag, 
die Thermodiffusion bedingt im allgemeinen eine Verkleinerung des Effektes, da 
sie der Druckdiffusion entgegenwirkt. Der LorENtzsche Grenzfall, in dem sowohl 
das Massen- als auch das Durchmesserverhaltnis der beiden Molekiilarten sehr 
groBe Werte hat (m,/m, > 1 und o,/o, > 1) wird genauer untersucht. Die GréBe 
A/n* ¢, kann sehr viel gr6Bere Werte annehmen als in den Reingasen. Dies riihrt 
daher, daB die Molekiile der leichten Gaskomponente die Warmeleitung 4 stark 
heraufsetzen, wahrend sie den Reibungskoeffizienten 7 nur wenig beeinflussen. 
Dies wird durch Reibungsmessungen an H,—X-Mischungen bewiesen, wo ein 
extremes Massenverhaltnis vorliegt. Die Schallabsorption ist in Tabelle 2 fiir 
gleichmolare Mischungen von A—H, und A—He und Luft betrachtet. Die Diffu- 
sion liefert den Hauptbeitrag zur Absorption in den beiden ersten Fallen. Die 
Gesamtabsorption ist in diesen Fallen mehr als das Doppelte der Absorption 
in den Reingasen. In Luft ist der Diffusionseinflu8 verschwindend gering. In 
den Reingasen ist der Reibungsanteil groBer als der Anteil der Warmeleitung. Im 
Falle der untersuchten Gasmischungen (mit Ausnahme von Luft) ist das Umgekehrte 
der Fall. 


Exnleitung. 

Die Frage nach der Schallabsorption in binéren Gasmischungen 
infolge Reibung, Wdarmeleitung und Diffusionserscheinungen wurde 
schon in einer fritheren Arbeit! vom gaskinetischen Standpunkte aus 
untersucht. Diese Betrachtungen werden im folgenden erganzt. 

Friiher wurde die Diffusionsgleichung: 


> > 5 re ‘Vie —_> 
Wi — Uz = —%o - grad p, — A grad p, + 4, grad T (1) 


benutzt. Hierin sind: #, und #, die Partialdrucke, 9, und g, die Partial- 

dichten, 9 die Gesamtdichte und U1, Uz die mittlere Geschwindigkeit 

der Molekiile der Gaskomponente 1 bzw. 2 der Gasmischung, 7 die 

absolute Temperatur. Der Koeffizient ~,, hangt gemaB: 
Dip 

CCP 


1 KouiterR, M.: Ann. Phys., Lpz. 39, 209 (1941). 


“GO) (1a) 


42 Max KoHLER: 


mit dem Diffusionskoeffizienten D,, zusammen, wenn ¢,, ¢, die beiden 
Molkonzentrationsverhaltnisse (cy = 1—c¢,) und p der Gesamtdruck ist. 
Die weitere Konstante ,, in (1) charakterisiert den Thermodiffusions- 
effekt. Die Gl. (1) entspricht der EnsKocschen! Schreibweise. Physi- 
kalisch durchsichtiger wird (1), wenn man die Partialdrucke #, und p, 
ersetzt we den Beziehungen: ~, = c,: p und p2 = c,: p. Dann folgt: 


Cy * Cy (My — My) 


Uy — UW = ——— -D,, grad Ce - grad logp+kr- grad log T}. 


Cy* Cy m 


Darin sind: m,, m. die beiden Molekiilmassen, m die mittlere Molekil- 


masse der Mischung und: 
is dh 
kp, 2a 
p= Te (2a) 
Die GréBe k, ist in der tiblichen Bezeichnungsweise das Thermodif- 
fusionsverhaltnis. Es verschwindet nach der kinetischen Theorie fur 


¢, =10 und fiir ic, =0. Man schreibi,dahen ott. 

Rp =O. C, “ea. (2b) 
Das neue Thermodiffusionsverhaltnis « bleibt in den Grenzfallen der 
Reingase endlich, ist im allgemeinen auch noch konzentrationsabhangig, 
aber wesentlich weniger stark als k-. 

Nach (2) gibt es 3 Arten von Diffusion (bei verschwindenden auBeren 
Massenkraften!), entsprechend den 3 Termen der Klammer der rechten 
Deite: 

a) Die gewohnliche Diffusion infolge raumlicher Inhomogenitat der 
chemischen Zusammensetzung, 

b) die Druckdiffusion infolge raumlicher Druckverschiedenheiten, 

c) die Thermodiffusion infolge von Temperaturverschiedenheiten. 

Die sog. Druckdiffusion tritt nur auf, wenn die GréBe: 

(= (2c) 


m 


von Null verschieden ist, d.h. wenn die Molektilarten der Mischung 
verschiedene MaBe haben. Ist m, > mg, so erkennt man an Hand von 


(2), daB #,—W: dasselbe Vorzeichen hat wie grad pb, d.h. die Druck- 
diffusion treibt die schwereren Gasmolekiile bevorzugt nach den Ge- 
bieten héheren Druckes. 

Das Vorzeichen des Thermodiffusionsverhialtnisses « oder k, ist 
derart, da bei relativ starken Massenverschiedenheiten der Diffusions- 
partner das Gas mit dem gréBeren Molekulargewicht bevorzugt an das 
kalte Ende wandert. Sind die Massenunterschiede gering, so wandert 
das Molekiil mit dem gréeren Durchmesser ans kalte Ende. 


1 EnsxoG, D.: Diss. Uppsala 1917. 
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Zur Berechnung der Schallabsorption benétigt man noch einen Aus- 
druck fiir den Warmestrom der Mischung. Dieser lautet: 


G =—Agrad T+ 2? (iy — td) + p- hp (hy — te), (3) 
wobei A der Koeffizient der Warmeleitung der Mischung bei verschwin- 
denden Diffusionsvorgdngen, w die Stromungsgeschwindigkeit des 
Volumelementes, die gegeben ist durch: 


> 


=—> =< ? 
C4 — Pi i Pp ee (3.a) 
und: 


“) 


— — > 
Uy = ¢,°%1 + Cy* Us 


(3b) 
die mittlere Geschwindigkeit aller Molekiile ist. Das 1. Glied in (3) 
entspricht dem Wdarmestrom bei verschwindender Diffusion, wo 
u = Uy = Uz, =U. Das 3. Glied der rechten Seite von (3) gibt den 
Warmestrom infolge Diffusion, und hat den Umkehreffekt der Thermo- 
diffusion, den sog. Diffusionsthermoeffekt zur Folge, der von CLusrus 
und WALDMANN! experimentell nachgewiesen wurde. Das 2. Glied in (3) 
riihrt von der Verschiedenheit der Massengeschwindigkeit « und der 
mittleren Geschwindigkeit “, her. Es kommt dadurch zustande, daB 
man den Energiestrom bezogen auf einen mit der Massengeschwindig- 
keit “ mitbewegten Beobachter berechnet. Gegeniiber einem solchen 
Beobachter haben die Molekiile die mittlere Geschwindigkeit u%—%. 
Jedes Molekiil transportiert (einatomige Molekiile vorausgesetzt!) den 
Energiebetrag 5-k- 7/2 (k = BoLtzMANN-Konstante, der Faktor 5/2 
statt 3/2 riihrt daher, daB die schnelleren Molekiile bevorzugt den 
Energietransport leisten). Damit erhalt man das 2. Glied in (3). Die 
Verallgemeinerung auf den Fall mehratomiger Gase liefert an Stelle 
von (3): 
¢ =—AgradT + p|—"—- o, (1 —w) 4 Mt -ey(ia—w)| + | 
yt cee 
+ p+ kp (th — Up) . 

Darin sind y, und y, die Werte von c,/c, fiir die beiden Einzelgase. 

In der friiheren Arbeit wurde die Schallabsorption ebener Wellen 
im Spezialfalle y, = y2 berechnet. Es folgte fiir den Absorptionskoeffi- 
zienten A (der Amplitude) einer ebenen Welle der Kreisfrequenz w: 


t 


(4) 


Onaltta Vag ay ie Mie’ Vie co . R2 
ee 3 y vi af y 0: by “] Cy Co iy Dye p = (5) 
+ 2(y—1) %12°%1 02° B ; 
wo: A 
, . (ee i 
Ye=M2n2°T; aaa A= Oty” (5a) 


~ 1 Crusius, K., u. L. WaALDMANN: Naturwiss. 30, 711 (1942). 
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Es bedeuten: a die Schallgeschwindigkeit, 7 den Reibungskoeffizienten 
der Gasmischung, A den Absorptionskoeffizienten je cm. Die Formel (5) 
l4Bt sich nun in der einfacheren Form schreiben (4% = Absorption je 
Wellenlange, » die Frequenz) : 
2-72 / = -D | 2 

= = art oa = pe 5 =: —~- | TENN (6+ ; ae a] 
Gegentiber dem Fall einfacher Gase ist nur das Auftreten des 3. Gliedes 
neu. Die Verallgemeinerung der Formel (6) auf eine Gasmischung mit 
y, + 72 wurde von MEIXNER! gegeben. An der Formel andert sich nichts, 
nur daB die dort vorkommenden Gréfen y dann die Bedeutung des 
y-Wertes der Gasmischung hat, und also im allgemeinen Falle konzen- 
trationsabhangig wird. 

Im folgenden wird die Formel (6) zahlenmaQig diskutiert. 


(6) 


§ 1. Diskussion der Formel (6) fiir den LORENTZschen Grenzfall. 


Will man die Gr6éBe der Schallabsorption an Hand von (6) quanti- 
tativ untersuchen, so mu man auf die allgemeine kinetische Berechnung 
der Transportgr6éBen 7, A, D,, und « naher eingehen. Die kinetische 
Theorie der TransportgroBen ist durch die Arbeiten von CHAPMAN und 
ENSKOG? so weit entwickelt, da man prinzipiell bei bekannten intra- 
molekularen Kraften samtliche TransportgroBen numerisch berechnen 
kann. Praktisch ist letzteres allgemein nicht méglich, da die moleku- 
laren Kraftgesetze zu kompliziert sind, so daB nur komplizierte numeri- 
sche Rechenverfahren zum Ziele fiihren. Allgemein ist es daher zweck- 
mabig, die TransportgréBen dem Experiment zu entnehmen. 

Hier soll der LorENTZsche Grenzfall, der dadurch definiert ist, daB 
die eine Gaskomponente eine sehr groBe Masse gegeniiber der anderen 
(m, > m,) und auBerdem einen sehr groBen Sto8durchmesser (o, > 65) 
hat, naher untersucht werden. Dieser Grenzfall ist hinsichtlich Warme- 
leitung und Diffusionsgr6Ben einer exakten Behandlung zuganglich. 

Es ist nach CHAPMAN und ENnskocG? fir starre Kugelmolekiile: 


= ES Es ; (7a) 


3a Of My 
2 1 ey Tp 
UB Mgt ae cee Sao gl i 
we 302 N* Or, \ Mg d (7b) 
aon 8. 
kr = 2 , (7c) 
Coy =Ce/Cy; Opp = 04/2 (7d) 


(x = Zahl von Molekiilen je cm’). 


* MEIXNER, J.: Ann. Phys., Lpz. 43, 470 (1943). 
2 CHAPMAN, S., and T. G. CowLinc: Mathematical Theory of Nonuniform 
Gases, S.190, 167. Cambridge: University Press 1939. 
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Diese Formeln sind exakt. Der Reibungskoeffizient 7, der Gasmischung 
kann nur naherungsweise berechnet werden. Die allgemeine Theorie 
hefert nach CHAPMAN und EnskoG! folgenden Ausdruck in 1. Naherung: 


\ 


(2. m \ 2 m, Jay Af si 1 4 
CRs ey) tenet | 4 | a 
i a de ae a ads co 2 No at ys ui 3 oe 
2, my, 2 mM, 
aa 3 os m B,] 21 & a5 : 8} 2 
3 eee ie 3 my Bo | 4Py (m+ m,)? 
Ny Ne ' 2m | 3Bym,m, 


Hierin sind 7, und 7, die Reibungskoeffizienten der beiden Reingase, 
ea Ce ALIS: 


2 
By = 3 gma" ‘Dye, (8a) 
é Q) (2) 
Sea (8b) 
QY2 (0) =ab- f e-€ gP+2- Di (g)-dg, (8c) 
0 
@Y3(g) = f (1 —cos!y) g-b-db. (8d) 
0 


In (8d) ist y der Ablenkungswinkel der Relativgeschwindigkeit eines 
Molekiils des 1. Gases im Kraftfeld eines Molekiils des 2. Gases beim 
StoB, g der Absolutwert der Relativgeschwindigkeit und 6 der kiirzeste 
Abstand des 2. Molekiils von der durch den Mittelpunkt des 1. Mole- 
kiils gezogenen Geraden parallel zum Vektor der Relativgeschwindigkeit. 
Man sieht, daB der Wert von B, nach (8b) in recht komplizierter Weise 
vom intramolekularen Kraftfeld zwischen verschiedenartigen Molekiilen 
der Gasmischung abhangt. 

Der Reibungskoeffizient der Gasmischung kann nun mit Hilfe von (8) 
berechnet werden, wobei: 


2. aha oS 1 ae a wi = 
5 mn k- 1 5 | m,:k-T 

1. = —* / -_——-— * === . —_——. é a 

a 1607 | bs : 2 “4602 | 1 (9a) 


Nun fiihre man in (8) den Grenziibergang m,/m, — oo in der Weise durch, 
daB 7, und 7 beide von derselben GréBenordnung sind, trotzdem o,/o, 
auch gegen Null geht. Ein derartiger GrenzprozeB ist mit der Formel (Qa) 
vertraglich. Im Falle, daB c,, endlich ist, folgt aus (8) unter Benutzung 
von (8a) und (7b): 


Ihiag hgh, 
ae? i (9b) 
—, ——> © 
M, Ge 


1 CuHapMaN, S., and T. G. Cowrinc: Mathematical Theory of Nonuniform 
Gases, S. 190, 167. Cambridge: University Press 1939. 
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In diesem Grenzfall sind also die leichten Gasmolekiile ohne Einflug 
auf den Reibungskoeffizienten der Gasmischung, wahrend die Warme- 
leitfahigkeit durch die leichten Gasmolekiile bedingt wird. Das Ver- 
haltnis A/y +c, besitzt daher in diesem Grenzfalle einen ganz anderen 
Wert als im Fall der reinen Gaskomponenten, wo dieses Verhaltnis 
stets kleiner als 2,53 ist. 

Im Falle einatomiger Gase ist die spezifische Warme gegeben durch: 


ey eee (9c) 


Das Auftreten von c, im Nenner erklart sich dadurch, daB zum Warme- 
inhalt jedes Molekiil einen Beitrag liefert, zur Masse aber nur die schweren 
Molekiile 1. Man erhalt nun aus (7a), (9b) und (9c): 


} = a ; (10) 


H* Cy 45° Mo 


Fir extrem groBes Verhaltnis m,/m,. kann also die GréBe A/y +c, auch 
sehr groBe Werte annehmen. 

Dem Lorentzschen Grenzfall nahe kommt der hinsichtlich Reibung 
experimentell schon untersuchte Fall von H,—X-Mischungen, wo das 
Massenverhaltnis etwa 65 betragt!. Tatsachlich hat man fiir cy < 0,5 
Reibungskoeffizienten der Mischungen gemessen, die noch recht genau 
mit dem Reibungskoeffizienten der schweren Gaskomponente (in 
diesem Falle X) tibereinstimmen, wie es (9b) entspricht. Die Warme- 
leitfahigkeit der H,—X-Mischungen scheint noch nicht untersucht zu 
sein. Dem Studium des LorentZzschen Grenzfalles von binaéren Gas- 
mischungen entnehmen wir folgendes bemerkenswerte Ergebnis: Die 
GréBe A/y c,, die fiir reine Gase stets kleiner als 2,53 ist, kann im Falle 
von Gasmischungen wesentlich grdéBere Werte annehmen, wenn die 
Massen der Komponenten sehr verschieden sind. In Tabelle 14 sind 
einige experimentell gemessene Werte bei 0° C zusammengestellt, 
welche die Richtigkeit der obigen Folgerung unter Beweis stellen. 


§ 2. Numerische Resultate fiir die Schallabsorption in Gasmischungen. 


Leider sind nur fiir sehr wenige Gasmischungen alle zur Berechnung 
der Schallabsorption notwendigen Transportgr6éRen bekannt, insbeson- 
dere fehlen zuverlassige Werte der Warmeleitfahigkeit fiir Gasmischun- 
gen mit extremem Massenverhaltnis. In Tabelle 2 sind fiir gleichmolare 
Mischungen von A—He und A—H, sowie fiir Luft Werte unter Ver- 
wertung der Zahlen der Tabelle 1 fiir die TransportgréBen bei 0° C 
berechnet. Die 2. Spalte gibt die Zahlwerte fiir die GréBe M an, 
die die Bedeutung der eckigen Klammer in (6) hat. Diese GréBe M 


1 Travutz, M., u. R. HEBERLING: Ann. Phys.; Lpz. 19, 4 (1934). 
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ist eine dimensionslose Zahl. Die 3. bis 5. Spalte gibt den prozentualen 
Anteil der einzelnen Transporteffekte an der Schallabsorption an, wah- 
rend die 6. Spalte den Wert von M bei Vernachlassigung der Thermo- 
diffusion angibt. Die 7. Spalte gibt M fiir reines A, und die Spalten 8 
und 9 das Verhaltnis der Werte juju, bzw. u/u,, wo die u-GréBen die 
Schallabsorption je Wellenlange messen. Die GréBe py, gibt die Absorp- 
tion in reinem A und yw, die Absorption in reinem He. 

Wahrend der Einflu8 der Diffusion auf die Schallabsorption in Luft 
verschwindend gering ist (0,3%), liefert sie im Falle gleichmolarer 
A—He und A—H,-Mischungen den Hauptbeitrag. Die Gesamtab- 
sorption ist in den letzteren Fallen mehr als das Doppelte der Schall- 
absorption in den Reingasen. 

Vernachlassigt ist bei diesen Betrachtungen der Einflu8 der endlichen 
Einstellzeit der Energie der inneren Freiheitsgrade im Falle von H, 
und der Luft. Auffallend ist in Tabelle 2 auch der verhaltnismaBige 
groBe Anteil der Warmeleitung im Vergleich zum Reibungsanteil. Im 
Falle der Reingase ist der Anteil der durch Warmeleitung bedingten 
Schallabsorption immer wesentlich kleiner als der durch Reibung ver- 
ursachte, wahrend es bei den hier untersuchten Gasmischungen um- 
gekehrt ist. Dieser erhohte EinfluB der Warmeleitung ist auf den im 
§4 untersuchten Effekt zuriickzufiihren, wonach die Molekiile der 
leichten Gaskomponente die Warmeleitung stark heraufsetzen, wahrend 
sie gleichzeitig den Reibungskoeffizienten nur wenig beeinflussen. 


Tabelle 1. 
Gasmischung n° 107 cgs 4-107 cal/em + sec -Grad | ¢, cal/g - Grad | Alm: cy y= Opley 
] 
50% A—He | 2180 1170 0,136 | 3,96 | 1667 
50% A—H, 1910 | 1540 0,187 | 4,31 1,505 


Tabelle 2. Schallabsorption in einigen Gasmischungen. 


M obne 
Thermo- 
diffusion 


Prozentualer Anteil 


|e 


Reibung | Warmeleitung Diffusion 


Mischung 


50% A—He | 2,33 |2,48] 2,76 
50% A—H, PLING || 
Luft 

Die Werte der Thermodiffusion wurden entnommen: im Falle A—He: B. I’, 
Arxins, R. E. Bastick u. T. L. Ipps, Proc. roy. Soc., Lond. A 172, 142 (1939) 
und im Falle von A—H, und Luft: L. WaLpmann, Z. Naturforschg. I, 59 (1946). 

Die Werte fiir den Diffusionskoeffizienten wurden teilweise CHAPMAN und 
Cow LING (l.c.) entnommen, teilweise L. WALDMANN (I. c.). 

Die Werte der Warmeleitung stammen im Falle von He—A von WACHSMUTH, 
Phys. Z. 9, 235 (1908) und im Falle von H,—A wurde sie dem Tabellenwerk ,,Ta- 
schenbuch fiir Chemiker und Physiker ,,herausgeg. von J. D’Ans und E. Lax, 
Berlin: Springer 1943) entnommen. Dasselbe gilt fiir die ReibungsgréBen. 
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Die Hauptursache fiir die vergréBerte Schallabsorption in Gas- 
mischungen ist neben der vergréBerten Warmeleitfahigkeit die sog. 
Druckdiffusion. Diese Druckdiffusion versucht die schwereren Mole- 
kiile nach den Gebieten héheren Druckes bevorzugt zu bewegen. Gleich- 
zeitig ist noch die Thermodiffusion wirksam. Diese verschiebt die 
schwereren Teilchen bevorzugt nach den Gebieten tieferer Temperatur. 
Da in einer Schallwelle aber hoher Druck und héhere Temperatur immer 
gleichzeitig auftreten, so wirkt die Thermodiffusion der Druckdiffusion 
entgegen. Wie man an Hand der Tabelle 2 sieht, ist der Effekt der 
Thermodiffusion jedoch gering, weniger als 10%. 


Liste der benutzten Bezeichnungen. 
a Schallgeschwindigkeit, 
A Schallabsorptionskoeffizient der Amplitude je cm, 
B,, B, durch (8a) und (8b) definierte kinetische GréBen der Mischung, 
c, Molkonzentrationsverhaltnis der 1. Gaskomponente, 
C4.=1—%c, 
Coy = C/Cy, 
Cy, Cp Spez. Warmen der Gasmischung, 
D,, Diffusionskoeffizient der Mischung, 
g Relativgeschwindigkeit zweier zusammenstoBender Molekiile, 
k BoLttzMANN-Konstante, 
ky Thermodiffusionsverhaltnis, 
m,, Mz Molekiilmassen der Komponenten 1 und 2 der Mischung, 
M = C,:M,+ Cy: my die mittlere Molekilmasse, 
M eckige Klammer in Formel (6), 
n Anzahl von Molekiilen je cm?, 
p Gasdruck, ~,, p, Partialdrucke, 
a Warmestromdichte, 
T abs. Temperatur, 
ue Stromungsgeschwindigkeit des Gases, 
Uy, Uy mittlere Geschwindigkeiten der Molekiile des 1. bzw. 2. Gases, 


Uo =C,° Uy + 6° Uy die mittlere Molekilgeschwindigkeit der Mischung. 
Griechische Symbole: 


o Thermodiffusionsverhaltnis, 

B = (mg — m,)/™, 

7 Reibungskoeffizient der Mischung, 

y = ¢/¢y, %,. Diffusionskonstante, hangt mit D,, nach (1a) zusammen, 
4 Warmeleitvermégen der Mischung, A’= A/@c,, 

ju Schallabsorptionskoeffizient je Wellenlange, 

vy Frequenz der Schallwelle, 

¥19 Konstante der Thermodiffusion, hangt nach (2a) mit kyr zusammen, 
Vig = %2%2°T, 

@ Gasdichte, @,, 0, Partialdichten. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, S. 49—71 (1949). 


Dielektrische Relaxationsuntersuchungen zur Frage 
des inneren Feldes und zur Charakterisierung 
von assoziierten und nicht assoziierten 
Dipolfliissigkeiten. 

Von 
ERICH FISCHER. 

(Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Physik [Max Planck-Institut], Hechingen.) 


(Eingegangen am 19. August 1949.) 


Die systematischen Relaxationszeitmessungen des Veriassers an Dipolmolekiilen, 
die verdinnt in einer unpolaren Fliissigkeit gelést sind, erméglichen es, die Re- 
laxationszeiten reiner Dipolfliissigkeiten, die bei verschiedenen Temperaturen be- 
stimmt werden, molekulartheoretisch zu deuten. Wegen der fehlenden Dipol- 
wechselwirkung dienen die Relaxationszeiten der verdiinnt gelésten Molekiile als 
Bezugsgr6Ben; sie weichen bereits von den mit dem StroKEsschen Ansatz aus der 
427 a? f 
RT 
Beweglichkeit um einen Faktor (etwa 4,3 bei Benzol) groéBer ist analog den Er- 
fahrungen bei der translatorischen Beweglichkeit von Molekiilen in Fliissigkeiten 
(Diffusion, Ionenleitung). Zur Deutung der in Dipolfliissigkeiten dazukommenden 
Dipolwechselwirkung und ihres Einflusses auf die Relaxationszeit wird entweder 
die DrByesche Theorie der Rotationsbehinderung oder das innere Feld nach 
ONSAGER (dessen Bedeutung fiir die Relaxation in einer vorhergehenden Arbeit 
behandelt wurde) herangezogen. Bei einer Anzahl von Fliissigkeiten, die als nicht 
assozliert gelten konnen, entsprechen die Kelaxationszeiten weitgehend den in 
verdiinnter Lésung gefundenen Werten, wenn man den Viskositatsunterschied und 
das innere Feld nach ONSAGER beriicksichtigt, und zwar in dem MaBe, in welchem 
die OnsaGER-Theorie fiir die statische Dipolpolarisation giiltig ist, bzw. innerhalb 
der Fehlergrenze der Relaxationszeitmessung. Demgegeniiber ist die Klasse der 
assoziierten Fliissigkeiten (H,O, Alkohole usw.) charakterisiert durch eine Erhéhung 
der Relaxationszeiten infolge der bei Komplexbildung eintretenden Erhéhung des 
Partikelvolumens. Der Grad der Assoziation 14Bt sich aus den Relaxationszeiten 
abschatzen; z. B. ist die rotatorische Beweglichkeit in Wasser so, als ob jedes 
Molekiil bei Zimmertemperatur im Mittel an etwa vier weitere H,O-Molekiile ge- 
koppelt ist. Bei Anilin und Toluidin scheint eine besondere Art von Wechsel- 
wirkung der NH,-Gruppen vorzuliegen, durch welche die Relaxationszeit gegen- 
uber der erwarteten verkirzt ist. 


Formel tT = - berechneten Werten in der Weise ab, daB die rotatorische 


Die Orientierung eines Dipolmolekiils einer polaren Fliissigkeit ist 
im allgemeinen infolge elektrostatischer Wechselwirkung mit der sta- 
tistisch wechselnden Orientierung seiner Nachbarmolekiile gekoppelt ; 
dazu kann gegebenenfalls noch eine definierte Bindung benachbarter 
Molekiile zu stéchiometrischen Komplexen mittels H-Briicken treten 
(Assoziation). Infolgedessen sind die auf Dipolorientierung beruhenden 
dielektrischen Eigenschaften, namlich die Orientierungspolarisation und 
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die Relaxationszeit, von dieser Wechselwirkung, bzw. dem dadurch 
bedingten inneren elektrischen Feld stark abhangig. Zwei Wege sind 
eingeschlagen worden, um den allgemeinen Einflu8 zu erfassen: 1. Durch 
Einfiihrung einer Rotationsbehinderungsenergie zusdtzlich zu dem 
nach CLaustus-Mosorti berechneten inneren Feld (DEBYE [1]), 2. durch 
eine radikale Neuberechnung des inneren Feldes, welche die Wechsel- 
wirkung in vereinfachter Weise als Riickwirkung des Eigenfeldes des 
Dipols durch das umgebende als Kontinuum angenommene Dielektrikum 
direkt und quantitativ zu erfassen sucht (ONSAGER [2], KIRKwoop (3]). 
Im Fall der Assoziation sind dartiber hinaus noch Annahmen tiber die 
Zahligkeit der Komplexe (bevorzugte Zahligkeiten, Kettenassoziation) 
und die gegenseitige Orientierung der Momente in ihnen einzufiihren 
und zu priifen (K. L. WoLr, W. HUcKEL, R. MECKE und deren Mit- 
arbeiter [4]}). 

Die bisherige Diskussion ttber den Einflu8 des durch Dipolwechsel- 
wirkung bestimmten inneren Feldes bezog sich im wesentlichen auf die 
Orientierungspolarisation. Beziiglich der Relaxationszeiten lagen zwar 
friihzeitig Messungen an den Alkoholen vor, die bereits bei langeren 
Wellen die anormale Dispersion zeigen und daher experimentell leicht 
zuganglich sind, und zum Teil glaubte man aus den Ergebnissen den 


SchluB ziehen zu diirfen, da die von DEBYE gegebene Beziehung 
G ee nicht nur im Sinne der Proportionalitat von t mit der 
Viskositat 7 und mit dem Molekilvolumen (a*), sondern auch dem 
absoluten Betrage nach die Relaxationszeit gut darstellt. Es zeigte 
sich aber bald, da Fliissigkeiten wie Azeton, Chlorbenzol und Nitro- 
benzol, die im Vergleich zu Alkohol als nicht im eigentlichen Sinne 
assoziiert anzusehen sind und eher Ubereinstimmung geben sollten, 
erheblich kleinere Relaxationszeiten aufwiesen, als sich nach der Formel 
berechnen?; desgleichen ergaben die Messungen an verdiinnten Lésungen 
von Dipolmolekiilen in unpolaren Fliissigkeiten kleinere Werte [5]. 
war also notwendig, von Messungen in verdiinnten Lésungen ausgehend, 
eine geeignete Systematik der Relaxationsuntersuchungen zu beginnen, 
um die t-Werte von reinen Dipolfliissigkeiten molekularphysikalisch 
zu deuten (E. FISCHER [5] 1939). 

Da der StoKEssche Ansatz fiir den Reibungswiderstand, welcher 


im Falle der Rotation @ = 82 7) a und fiir die Relaxationszeit t = So 


ergibt, bei Teilchen molekularer GréBe beziiglich des Absolutwertes 
problematisch ist, erweisen die Ergebnisse von Diffusions- und Leit- 
fahigkeitsmessungen; der nach STOKES fiir geléste Molekiile und Ionen 
aus dem Teilchenradius a berechnete Reibungswiderstand 9 = 627 a 


4 User die alteren Messungen siehe MULLER, F. H.: Ergebn. exakt. Naturw. 
17, 164 (1938) u. FALKENHAGEN, H.: Phys. Z. 39, 806 (1938). 


Dielektrische Relaxationsuntersuchungen zur Frage des inneren Feldes. 51 


fur die translatorische Teilchenbewegung ist meist um einen Faktor 
von etwa 1,5 bis 2 zu groB, die berechneten Beweglichkeiten oder Diffu- 
sionskonstanten also um diesen Faktor kleiner als die wirklichen [6]. Ein 
entsprechender Effekt bei der rotatorischen Beweglichkeit D = a= = 
x: ist also zu erwarten. Er mu durch Relaxationsmessungen in 
verdinnten Lésungen, in denen die Dipolwechselwirkung praktisch zu 
vernachlassigen ist, geklart sein, bevor Messungen an reinen Dipol- 
fliissigkeiten die Frage der Wechselwirkung und des inneren Feldes 
in Angriff nehmen. 

Die Untersuchungen in verdiinnten Lésungen sind nun soweit [5], 
daB sie als Ausgangsbasis fiir die Diskussion des inneren Feldes in 
reinen Dipolfliissigkeiten zu dienen imstande sind. Die Absolutwerte 
der Relaxationszeiten (fiir Lésung in Benzol) stehen mit einer Fehler- 
grenze von maximal + 10% fest (Relativwerte wenige Prozent genau), 
daneben ist der Einflu8 der Struktur des einzelnen Molekiils (Molekiil- 
form, innere Beweglichkeit) systematisch erfaBt [5], [7], [15]. Wir kénnen 
nun die t-Werte von reinen Fliissigkeiten mit denjenigen ihrer verdiinnt- 
gelosten Molekiile vergleichen, und, wenn man dabei die Verschieden- 
heit der Viskositat (entsprechend t proportional 7) beriicksichtigt, 
werden diese Verhaltniswerte [5] den Einflu8 der Dipolwechselwirkung 
bzw. des inneren Feldes widerspiegeln. 

Um die Diskussion gleich einen Schritt weiter zu fiihren, wurden 
in dieser Arbeit an ausgewahlten reinen Dipolfliissigkeiten die Rela- 
xationszeiten fiir verschiedene Temperaturen zwischen 20 und 50°C 
gemessen, so daB der interessierende EinfluB der Dipolwechselwirkung 
gleich in seiner Temperaturabhangigkeit erfaBt wird. Die insbesondere 
im Falle der assoziierten Fliissigkeiten wichtige Erganzung durch 
Messungen im Gesamtbereich der Mischung unpolare/polare Fliissigkeit 
ist im Gange und wird spater ausfiihrlich diskutiert werden. 

Die theoretische Grundlage der Kelaxationsuntersuchungen im 
Zusammenhang mit der Frage des inneren Feldes wurde in einer voran- 
gehenden Arbeit [8] behandelt. Darin wurde die Folgerung aus dem 
OnsaceErschen inneren Feldansatz fiir die Relaxation gezogen, mit dem 
DeByeschen Ansatz der Rotationsbehinderung verglichen und mit der 
Relaxation im CLiausius-Mosort1-Feld in Beziehung gesetzt. Die Aus- 
wertung der MeBergebnisse ist nach den in dieser Arbeit dargestellten 
Ergebnissen und Gesichtspunkten vorgenommen worden. 


I. Untersuchungsmethode und Auswertungsverfahren. 


Die Bestimmung der Relaxationszeiten, sowohl ftir die verdiinnt 
gelésten Molekiile als auch fiir die reinen Dipolflissigkeiten, erfolgte 
durch Messung des dielektrischen Verlustes im Meterwellengebiet nach 


4* 
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der friiher beschriebenen Methode [9]!. Die in einem Fliissigkeits- 
kondensator der Leerkapazitat C (in cm) bei Anlegen einer Hoch- 
frequenzspannung (Scheitelwert V in elektrostatischen Einheiten) je 
sec entwickelte Warmemenge VW, (in erg/sec) ist 


ELOV AIG. 
——. (1) 
Vgl. Gl. (4) von [8] mit W,=Wf-d, E=—, C =~. Dadurch 


ist zundchst der imaginadre Teil e’’ der komplexen DK e= &’—1e” 
als von der molekularen Deutung unabhangige formale Gr6Be bestimmt. 
Die Messung von W, erfolgt durch Beobachtung der Steiggeschwin- 
digkeit Ah/At (in cm/sec) der infolge der Erwarmung sich ausdehnenden 
Fliissigkeit in einer am Fliissigkeitskondensator angesetzten Kapillaren 
nach 


W= 


We Rae eee (2) 


wobei c, 0, « spezifische Warme, Dichte und Ausdehnungskoeffizient, 
q Kapillarenquerschnitt und AK der experimentell bestimmte Wirkungs- 


grad (K< 1 etwa 0,6) der MeBanordnung sind. Der Faktor — und 


‘seine Temperaturabhangigkeit (da Messungen bei verschiedenen Tem- 
peraturen durchgefithrt wurden) wurde empirisch bestimmt in einem 
mit Widerstandsspirale heizbaren FliissigkeitsgefaB mit angesetzter 
Kapillare, das in seinem Aufbau dem Fliissigkeitskondensator ent- 
sprach; das war genauer als die Berechnungen aus den Literaturdaten. 


3 Bul it c . ci : 
Die Variation von “© und von K mit der Temperatur erwies sich als 
10.4 


gering auBer im Falle des Wassers. Bei einigen Fliissigkeiten, die eine 
ins Gewicht fallende Leitfahigkeit besaBen, muBte der Leitwert 1/R 
des gefiillten Me8kondensators in einer Wechselstrombriicke bei 500 Hz 
gemessen und der Leitfahigkeitsverlust W, = V?/2R von dem Hoch- 
frequenzverlust abgezogen werden, um den reinen Dipolverlust zu er- 
halten. Desgleichen war der Verlust durch Erwarmung des Glases 
und der Zuleitungen, welcher bei Fiillung mit unpolarer Fliissigkeit 
bereits in Erscheinung tritt, abzuziehen. Bei den in den Tabellen 
angegebenen W-Werten sind diese Korrekturen bereits angebracht. 


Die Auswertung von Relaxationszeiten aus den durch Verlust- 
messung bestimmten ¢’’-Werten hangt davon ab, welche Annahme iiber 
das wirksame innere Feld zugrunde gelegt wird [8]. Behalt man das 


} Die so bestimmte Relaxationszeit bedeutet in denjenigen Fallen, in denen 
wegen der Struktur des Molekiils mehrere Relaxationszeiten zusammenwirken, die 
in einer friiheren Arbeit [5] definierte ,,effektive‘‘ oder , Langwellen‘‘-Relaxations- 
zeit, welche sich in definierter Weise aus den Einzelrelaxationszeiten zusammensetzt. 
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CLausius-Mosottische innere Feld bei, so berechnet sich die Rela- 
xationszeit nach der Formel (fiir @? 72<1, d.h. Messung bei langeren 
Wellen giiltig) eee 
= (Coreg We (3) 
(€é9 = statische DK, e, =n? = DK fir optische Frequenzen [10].) 
Zieht man nach DEBYE die Wirkung eines Rotationsbehinderungs- 
potentials als Zusatz zum Criausius-Mosottti-Feld in Betracht, so soll 
dadurch die nach obiger Gleichung bestimmte Relaxationszeit durch 
einen Reduktionsfaktor R’ verkleinert sein im Vergleich zur verdiinnten 
Lésung, in welcher die Rotationsbehinderung durch Dipolwechselwir- 
kung verschwindet; dieser Faktor R’ soll iibereinstimmen mit dem 
Reduktionsfaktor R, durch welchen die Orientierungspolarisation 
(< —4 n™* — 4 


—~— —— M' der Flissigkeit gegentiber derjenigen der verdiinnt 
e+2 n?+ 2) o 


geloésten Molekiile . herabgesetzt erscheint [11], falls das 
Pe 


Behinderungspotential groB gegen die thermische Energie ist (2/R >1). 
Legt man das innere Feld nach ONSAGER der Auswertung zugrunde, so 
berechnet [8] sich t’ aus der Gleichung 


2 2 2 
; é n j 2 n* (& — n*) 
e’=—"——_ or mit (¢=—* —_., (4) 
LC €9 (2& + 1°) 


(4 — € ist wenig von 4 verschieden.) In der Auswertung der Relaxations- 
zeit t’ ist dem oben durch die Rotationsbehinderung beschriebenen 
Effekt bereits Rechnung getragen, d.h. t’ entspricht (bei Beriicksich- 
tigung des Viskositatsunterschieds) direkt der Relaxationszeit des 
verdiinnt gelésten Molekiils. Beim Vergleich mit der nach CLAusIus- 
MosorttTi-DEBYE definierten Relaxationszeit t ergibt sich [8] der Reduk- 
Kod J) Ae OS ABO IGT R= Ray Fite (Auferdem be- 
te 
rechnet die ONSAGERsche Theorie den Reduktionsfaktor F fiir die nach 
Ciausius-MosortTr definierte Orientierungspolarisation der Fliissigkeit, 
Teg. == eae) ve +2) | Im Falle einer sehr verdiinnten Auflésung der 
(2& + ”) (€ + 2) : 
Dipolmolekiile in unpolarer Fliissigkeit (¢) ~ m*) ist [8] t= 1’; die 
Werte in verdiinnter Lésung kénnen also als Vergleichsbasis dienen. 
Wenn die Proportionalitat von t mit 7 gilt (s. dartiber unter IT), so ist die 
Priifung des DEByEschen Ansatzes der Rotationsbehinderung so durch- 
zufithren, daB der aus den Relaxationszeiten von reiner Flissigkeit und 
verdiinnter Lésung folgende Reduktionsfaktor R’ = (t/) rriissigkeit/(T/) rosung 


mit dem fiir die statische Dipolpolarisation aus é), m? und w folgenden 
Ea me—1\ M /4aNr pe ‘ 
i = ee 7 VETCLEIChen 
Reduktionsfaktor Rk = (| oe aren 4) prameer a g 
ist; im Sinne der ONsAGERschen Theorie ist, neben der bereits bestehen- 


den Priifungsméglichkeit im statischen Fall (Vergleich von K und &,,), 


tionsfaktor Ri, = 
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der aus den t-Werten gebildete Wert R’ mit dem aus der Theorie be- 
rechneten Wert Rj, zu vergleichen, bzw. es muB (t'/7/) missigneit/ (7/7) Losung = 
R'/Riy, = 4 sein. 

Die zur Auswertung notwendigen Werte ¢) wurden bei verschiedenen 
Temperaturen in einer bereits friiher [12] zu Dipolmomentmessungen 
benutzten DK-PrazisionsmeBapparatur durchgefiihrt. Die Genauigkeit 
der ¢,-Messung (Relativmessung) betrug bei ¢9-Werten zwischen 2 und 3 
(Momentmessung) + 1-407, nach hdheren é9-Werten bis zu 80 auf 
etwa 0,5-10°2 absinkend. Als Werte fiir 1? wurden die Literatur- 
angaben tiber den Brechungsindex bzw. die Molrefraktion der D-Linie 
zusammen mit entsprechenden Angaben oder eigenen Messungen der 
Dichte benutzt. (In verdiinnten Lésungen muB n? — DK des Losungs- 
mittels gehen bei unendlicher Verdiinnung.) Diese Zusatzmessungen 
bestimmten neben den Dipolmomenten der Molekiile zugleich den 
Reduktionsfaktor R der Orientierungspolarisation. 

Die fiir den Vergleich der Relaxationszeiten in den GréBen R’ 
ben6tigten Werte der Viskositat bei verschiedenen Temperaturen 
wurden, obwohl von den meisten Fliissigkeiten Daten vorliegen, zur 
Erzielung eines homogenen MeBmaterials eigenen Messungen mit einem 
UBDELOHDE-Viskosimeter entnommen. 


II. Relaxationszeiten in verdiinnter Lésung. 


(Priifung der Absolutwerte der nach dem StToKEsschen Ansatz berech- 
neten Beweglichkeiten.) 


Von den Molekiilen der hier interessierenden reinen Dipolfliissigkeiten 
waren bereits frither die Relaxationszeiten t, fiir den Fall ihrer ver- 
diinnten Auflésung in Benzol (23°) gemessen; sie sind in Tabelle 1 zu- 
sammengestellt und geben die Grundlage des bei Bildung der R’-Werte 
durchgefiihrten Vergleichs. Die Fehlergrenze dieser Absolutwerte betragt 
maximal 10% ; innerhalb dieser Grenze stimmen die entsprechenden 
Werte auch mit einzelnen Mefergebnissen iiberein, die bei Wellen 
von 1 bis 3cm erhalten wurden [13]. Die Genauigkeit der Werte 
relativ zueinander ist (mit Ausnahme der Alkohole, s. unten) besser 
(etwa 1 bis 3%), so da der eventuell gréBere Fehler des Absolutwerts 


Tabelle 1. Relawxationszeiten von Dipolmolekiilen in verdiinnter Lésung (Benzol 23°). 


Tp - 10**sec Typ 1011 sec Tp: 10 sec | T}- 101 sec 
Chlorbenzol . . OD. | — FIO (DO). so == 0,10 
a-Bromnaphthalin 17 7 — Essigsaure. . . = 0,33 
Nitrobenzol . . | 432) — Methylalkohol . OMS 0,19 
Benzonitrll ans ees == Athylalkohol . One | Oso 
Wits wg ct § Vi"0.67- (ieee n-Propylalkohol 0,20 | 0,43 
m-Loluidin 0." |) S075" ¥, — n-Butylalkohol . O24 e085 6 
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sich in einem allen Molekiilen gemeinsamen Faktor ausdriickt. Da die 
Messungen an den reinen Fliissigkeiten nach derselben Methode (zum 
Teil sogar mit demselben Fliissigkeitskondensator) durchgefiihrt wurden, 
nahert sich der Fehler, den man beim Vergleichen mit den Werten in 
verdiinnter Lésung (R’) macht, demjenigen der Relativwerte an. Von 
den Molektilen der Tabelle 1 sind die t,-Werte der Alkohole mit einer 
etwas groBeren Unsicherheit behaftet, da der dielektrische Verlust der 
Lésung nicht linear mit der Konzentration ansteigt wegen der sogleich 
beginnenden Assoziation und die Extrapolation auf unendliche Ver- 
diinnung schwierig ist. Genauer definiert sind die Werte t;, welche die 
Alkoholmolekiile bei vélliger Einschrankung der Drehbarkeit des OH- 
Moments um die CO-Bindung als Achse haben wiirden und welche 
durch Vergleich mit entsprechenden Molekiilen (aliph. Chloride, 
Ketone) abgeschatzt werden kénnen. In gleicher Weise wurde der T;- 
Wert fiir das monomere Essigsduremolekiil abgeschatzt (vgl. Azeton 
tT = 0,33 - 10" sec), da er wegen des Uberwiegens der Zweierkomplexe 
in Benzollésung durch Messung nicht zuganglich ist; eine innermole- 
kulare Beweglichkeit in der oan Gruppe ist dabei auszuschlieBen. 


Die Relaxationszeit von Wasser in Benzol kann bei Meterwellen wegen 
der geringen Loslichkeit nicht gemessen werden. Sie wurde ebenfalls 
entsprechend der GréBe des Molekiils berechnet unter der Voraussetzung, 
daB die Umorientierung der Dipole in klassischer Weise als Rotation 
des ganzen Molekiils gegen einen Reibungswiderstand aufzufassen ist. 
Dem Wert t =0,10:10-"sec ist mit entsprechender Vorsicht eine 
Fehlergrenze von maximal 20% zuzuschreiben. POWLEs [14] erhalt 
aus der Absorption von mit Wasser gesattigtem Benzol bei cm-Wellen 
t = 0,144-10711 sec, was wegen der wahrscheinlich bereits bei den 
kleinen Konzentrationen bestehenden Assoziation als ein oberer Grenz- 
wert anzusehen ist. Messung in Dioxan als Lésungsmittel gibt (nach 
Beriicksichtigung des Viskositatsunterschieds gegentiber Benzol) hohere 
Werte, da sich zwischen H,O und Dioxan eine H-Briicke ausbildet und 
das Volumen dieses Komplexes maBgebend wird ?. 

Soll der bei verschiedenen Temperaturen durchzufithrende Vergleich 
von (t/y) fiir reine Flissigkeit und verdiinnter Losung (R’) sinnvoll 
sein, so miissen folgende Voraussetzungen zutreffen. i 

4. Die Relaxationszeit in verdiinnter Losung mu8 bei Anderung der 
Temperatur (fiir Molekiile ohne innermolekulare Beweglichkeit) pro- 


portional 7 sein. ’ ee 
It ¥) a 
2. Die Korrektur, welche der nach der Formel t = co berech- 


nete Absolutwert der Relaxationszeit dadurch erfahrt, da das Dipol- 
molekiil nicht groB gegen die Lésungsmittelmolekiile ist, muB in der 


1 Nach unver6ffentlichten eigenen Messungen. 
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verdiinnten Lésung etwa von gleicher GréBe sein wie in der reinen 
Dipolfliissigkeit, in welcher die ea anaes durch Dipol- 
molekile ersetzt sind. 

Die Priifung der Voraussetzung 1. ist bisher nicht erfolgt; man 
hat in einigen Fallen an reinen Flissigkeiten Proportionalitat von t 
mit 7 gefunden; aber wir wollen gerade Abweichungen von dieser 
Regel, welche von der Veranderung der inneren Feldverhaltnisse her- 
rtihren, untersuchen und miissen daher auf die verdiinnte Loésung 
zurtickgehen. Wegen der Kleinheit der Verluste wird bei dieser Priifung 
eine gegentiber der reinen Fliissigkeiten erhohte Anforderung an die 
MeBgenauigkeit (Relativmessung) gestellt. Chlorbenzol und «-Brom- 
naphthalin in Benzol sind die Beispiele, an denen die in Tabelle 2 
wiedergegebenen Ergebnisse bei Temperaturen 20 und 40° C erhalten 


wurden. Innerhalb der MeBgenauigkeit ist die Anderung von 7 gleich 
anaes 


derjenigen von 7/t entsprechend der Formel t = Ba 


Tabelle 2. Priifung der Pyoportionalitat von t mit y/T in verdiinnter Losung ( Benzol) 
durch Anderung dey Temperatur. 


EG, | > 107 | t+ 1014sec | Eee 107 
n 
Chlorbenzol. . .. . 25,0 0,604 | 1,03 5,10 
36,0 0,518 | 0,875 5,22 
45,0 0,464 | 0,750 5,14 
a-Bromnaphthalin . . 25,0 0,601 a7 8,53 
36,5 0,515 | 1,40 | 8,42 
47,0 0,452 | 1522 8,64 


Bei der Frage 2. gehen wir von folgender Feststellung aus: Die in 
Tabelle 1 aufgefihrten Werte sind durch einen gemeinsamen Faktor 


verkleinert gegen diejenigen, die man mit der Formel 1+ = 777! 


erhalt aus den Molekiilabmessungen und mit Beriicksichtigung der 
Molekiilstruktur (f). Das gilt fiir eine weit itber die Beispiele von 
Tabelle 1 hinausgehende Anzahl von Dipolmolekiilen bei Auflésung in 
Benzol [5], [15]. Der Faktor ist etwa 1:4,3, wie man an Chlorbenzol als 
Beispiel sieht: Mit den Halbachsen a = 3,9, b = 2,8, c = 1,3 A des als 
Ellipsoid aufgefaBten Molekiils, f = 1,67 und 7 = 0,62: 1072 (23°) 
ergibt sich t = 4,52: 107" sec gegeniiber dem gemessenen Wert von 
1,06 - 10°" sec. Wegen der Giiltigkeit fiir eine groBe Anzahl verschieden- 
artiger Molekiile bei ihrer Auflésung in Benzol wird man keine Be- 
denken haben, denselben Faktor fiir die reine Fliissigkeit eines Benzol- 
derivats anzuwenden, d.h. die Korrektur fiir die rotatorische Beweg- 
lichkeit des substituierten Benzolrings inmitten gleichartiger Molekiile 
mit derjenigen gleichzusetzen, die bei Bewegung inmitten von Benzol- 
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molekiilen giltig ist. Mit einem von EuCKEN [16] bei der Diskussion 
anderer Eigenschaften von Lésungen gepragten Ausdruck kénnen wir 
Benzol als _,,milieugleiches‘‘ Lésungsmittel fiir Benzolderivate ansehen 
in dem Sinne, da8 nur die Dipolwechselwirkung bzw. die Dipolwirkung 
des inneren Feldes durch Zwischenlagerung von Benzolmolekiilen ge- 
schwacht wird aber die sonstigen zwischenmolekularen Wirkungen weit- 
gehend gleich bleiben. In dem Verhaltniswert R’ = (7/7) riassigxeit/ (7/7) Losung 
diirfte also der fiir Fliissigkeit und Lésung etwa gleiche Korrektur- 
faktor (1:4,3) herausfallen und damit R’ allein die Wirkung der Dipol- 
krafte zum Ausdruck bringen. 

Etwas schwieriger sind die Verhdltnisse bei den ubrigen Dipol- 
fliissigkeiten zu iibersehen. Bei den Alkoholen, der Essigsaure und bei 
Wasser kann man eher einen Vergleich mit Relaxationszeiten fiir 
angebracht halten, die z. B. in Pentan, Hexan oder CCl,, CS, gemessen 
wurden ; in verschiedenen Lésungsmitteln ist die Relaxationszeit eines 
Dipolmolekiils nicht genau der Viskositat des betreffenden Lésungs- 
mittels proportional [17], weil in jedem einzelnen Fall die Korrektur 
im Sinne von 2. je nach dem GréBen- und Formverhiltnisse der Molekiile 
von Lésungsmittel und Geléstem etwas verschieden ist. Entsprechend 
diesen Abweichungen ist also bei diesen Flissigkeiten der R’-Wert 
etwas ungenauer. Solange die Molekiile nicht zu stark von der Kugel- 
form abweichen und etwa von gleicher GréBe sind, werden die Ab- 
weichungen von dem bei Lésung der Molekiile in Benzol giiltigen 
Absolutwertfaktor 1:4,3 in ertraglichen Grenzen bleiben; jedenfalls 
wird der bei assoziierten Fliissigkeiten zu erwartende groBe Einfluf 
auf den R’-Wert sicher erkennbar sein. Die Richtung, in welcher man 
zu korrigieren hat, laBt sich in jedem Falle angeben. So kann sich 
bei der Bildung von gréBeren Komplexen in der reinen Flissigkeit 
der Absolutwertfaktor gegeniiber 1:4,3 etwas erhédhen in Richtung 
auf den Wert 1, d.h. der mit 1:4,3 fiir beide Relaxationszeiten ge- 
bildete R’-Wert kann etwas zu hoch erscheinen. Das wird fir die 
Alkohole, Essigsiure und Wasser in gewissem Mae zutreffen. 

Zur GréBe des Faktors 1:4,3 sei eine Bemerkung im Hinblick auf 
den entsprechenden Effekt bei der translatorischen Molekularbewegung 
gemacht. Der Reibungswiderstand nach STOKEs ist in diesem Falle 
0 =6xya und die Diffusionskonstante D = a2 = a . Die ge- 
messenen Diffusionskonstanten sind nun (im Sinne einer Erniedrigung 
von o) gegen den berechneten Wert erhéht; schaltet man die Beispiele 
aus, bei denen Assoziation stattfinden kann, und beriicksichtigt man 
vor allem diejenigen Messungen, die angenahert Extrapolation auf 
unendliche Verdiinnung der einen Komponenten ergeben, so findet 
man fiir Dyeop/Doer Werte zwischen 1,3 bis 2; dabei sind fiir a 
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Werte eingesetzt, die wie bei der Abschatzung der Relaxationszeiten 
die ,,Wirkungssphare“’ des Molekiils beriicksichtigen, also den aus der 
vy. D. WAatschen Konstanten folgenden Radien entsprechen [6]. Die 
dritte Potenz des Verhaltnisses Dy,,,/Dper entspricht etwa der von 
uns gefundenen Erhéhung der rotatorischen Beweglichkeit um den 
Faktor 4,3. Translatorische Beweglichkeit (proportional 1/a) und 
rotatorische Beweglichkeit (proportional 1/a?) konnen anscheinend durch 
denselben gegentiber der geometrischen Abschatzung verkleinerten 
Molekiilradius entsprechend den Stoxesschen Formeln beschrieben 
werden. Es ware erwiinscht, diesen Zusammenhang an genauen Diffu- 
sionsmessungen im Vergleich mit Relaxationsuntersuchungen naher zu 
verfolgen. 

Jedenfalls geben die vorliegenden Relaxationszeituntersuchungen in 
verdiinnten benzoligen Lésungen bereits die Méglichkeit, nunmehr an 
den reinen Dipolfliissigkeiten durch Bildung der R’-Werte den EinfluB 
der Dipolwechselwirkung zu erfassen, und zwar bei den Benzolderivaten 
weitgehend quantitativ und bei anderen Fliissigkeiten, insbesondere 
bei assoziierten, in einer guten, einen ersten Uberblick gestattenden 
Naherung. 


III. Ergebnisse und Diskussion der Relaxationszeitmessungen 

an reinen Dipolfltssigkeiten. 

Da die theoretischen Ansatze zur Erfassung der Dipolwechsel- 
wirkung bzw. des dadurch bedingten inneren Feldes auf diejenigen 
Flissigkeiten zugeschnitten sind, bei denen eine statistisch wechselnde 
Dipolkopplung ohne Bildung definierter Komplexe stattfindet, ist die 
Priifung zunachst an diesen durchzufiihren. Es handelt sich um die 
Gruppe von Fliissigkeiten, die zuerst VAN ARKEL [18] bei Betrachtung 
der statischen Orientierungspolarisation durch Anwendung der nach 
ihm benannten Korrektur zusammengefaBt hat. Die Hinzunahme der 
Relaxationsuntersuchungen stellt eine Verscharfung des Kriteriums dar 
fiir die Frage, ob in diesen Fliissigkeiten Komplexbildung auszuschlieBen 
ist. Denn die Relaxationszeit wiirde mit Erhdhen des Volumens der 
durch das Feld orientierten Parikeln sofort erhéht werden. Das zeigt 
sich dann sehr ausgepragt bei der Gruppe der assoziierten Flissigkeiten, 
die der anderen Gruppe gegeniibergestellt ist. Zwischen diesen beiden 
haben wir noch eine Gruppe (z. B. Anilin), bei welcher anscheinend 
besondere Verhaltnisse vorliegen. 


I. Nicht-assozvierte Fliissigkeiten. 
Die Messungen an Chlorbenzol, «-Bromnaphthalin, Nitrobenzol 
und Benzonitril bei Temperaturen von 20 bis 50°C sind in den Ta- 
bellen 3 bis 6 zusammengestellt. Die Spalten 2 bis 5 enthalten die zur 
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Auswertung benotigten Daten: statische DK é9, optische DKie3 79 
Dichte g und Viskositat 7, Spalte 6 den aus diesen Werten und dem 
gemessenen Dipolmoment folgenden Reduktionsfaktor fiir die statische 


Orientierungspolarisation 


4 n2 — 4 M 4n Nr pe 
Pear) ae a eee Rieu © 


Der aus der ONSAGERschen Theorie folgende Reduktionsfaktor Ry, = 
a 2) _ ist zum Vergleich in Spalte 7 gegentibergestellt und 
(2& + 77) (& + 2) ; 
laBt erkennen, wieweit diese Theorie beziiglich der statischen Polarisation 
den Verhaltnissen entspricht. Es fallt auf, da mit R,, der Absolut- 
wert und Temperaturgang von R besser bei den Fliissigkeiten mit hoher 
DK (Nitrobenzol, Benzonitril) wiedergegeben wird als bei den Flissig- 
keiten mit niedriger DK (Chlorbenzol, «-Bromnaphthalin). 

Die folgenden Spalten enthalten dann die Ergebnisse der Relaxa- 
tionsmessungen. W in Spalte 8 ist die Verlustleistung in Watt, bestimmt 
nach Gl. (2) aus der Ausdehnung der Fliissigkeit bei Anlegen der Hoch- 
frequenzspannung an den gefiillten Kondensator. Die zugehorigen 
Werte der Hochfrequenzspitzenspannung (in V), der Frequenz und 
der Leerkapazitat (in cm) des benutzten Kondensators sind jeder 
Tabelle beigefiigt. Mit ihnen ergeben sich nach Gl. (1) die in Spalte 9 
aufgefihrten Werte e«’’. Der Verlust durch Leitfahigkeit (W,) ist in 
den mitgeteilten Werten bereits abgezogen (er war bei Chlorbenzol 
und a«-Bromnaphthalin zu vernachlassigen und lag bei den anderen 
Flissigkeiten noch unterhalb 10% des Gesamtverlustes); W bzw. e”’ 
enthalten also den reinen Dipolverlust. W und W, wurden bei einer 
Anzahl von Temperaturen zwischen 20 und 50 bzw. 40° C gemessen; 
den durch die MeBpunkte bestimmten glatten Kurven wurden dann 
die Werte fiir die angegebenen Temperaturwerte entnommen. 


Je nachdem, ob das CLausius-Mosotti-Feld oder das nach ONSAGER 
berechnete Feld zugrunde gelegt wird, berechnet sich aus der phano- 
menologischen Gr6Be ¢’’ entweder die in Spalte 10 wiedergegebene 


Relaxationszeit t nach Gl. (3) oder der Wert t’ = SLABS (1 
(n? + 2) 


—C)rin 
Spalte 12 nach Gl. (4). Als 1, ist in Spalte 11 noch derjenige Wert 
mitgeftihrt, der bei Vernachlassigung von (1 — €) von einigen Autoren [19 | 
als der dem ONnsAGER-Feld entsprechende Wert bezeichnet wird. Der 
Reduktionsfaktor R’ fiir die Relaxationszeit t, der sich beim Vergleich 


mit der Relaxationszeit t, (in verdiinnter Lésung) unter Beriicksich- 

tigung der Viskositat ergibt, namlich Le :T,° 47800 ist in Spalte 13 
ff} 

296 296 


enthalten (47 800 = | . Diesem aus den Messungen 


0,0062 9 (Benzol 23°) 
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folgenden R’-Wert ist der auf Grund des OnsaGERschen Feldes folgende 
nt? 


theoretische Wert Rj, = eS: in Spalte 14 gegeniibergestellt. 


MRE ra : : Pat 
R'/Ri, (Spalte 14) ist gleich a 'T,° 47800 und sollte 1 sein, wenn 


der ONSAGERsche Ansatz auch die innere Feldwirkung bei der Relaxation 
richtig beschreibt. 

Die Ergebnisse seien zunachst im Sinne der DeByrEschen Theorie 
der Rotationsbehinderung diskutiert. Die Voraussetzung der Gleichheit 
von K’ und Rk im Rahmen dieser Theorie, daB die Behinderungsenergie U 


groB gegen kT ist (u Fe 2) , zeigt sich bei Chlorbenzol und «-Brom- 


naphthalin leidlich (Ux 4kT), bei Nitrobenzol und Benzonitril 
weitgehend (U = 10RT) erfiillt. In der GréSenordnung entsprechen 
die gemessenen k’-Werte den Werten R, d.h. die in bezug auf das 
CLausius-Mosotti-Feld definierten Relaxationszeiten 1 sind etwa in 
gleichem MaBe wie die Orientierungspolarisation infolge der Rotations- 
behinderung durch die Nachbarmolekiile herabgesetzt gegeniiber den 
Werten fiir die ,,freien‘‘ Molekiile in verdiinnter Lésung. Der Tempe- 
raturgang ist gleichsinnig derart, daB mit Erhdhen der Temperatur 
die Wirkung der Rotationsbehinderung abnimmt, Rk’ mit R also 
gegen 1 ansteigt. Die Ubereinstimmung der Absolutwerte von R 
und R’ ist nicht vollkommen (auBer etwa beim «-Bromnaphthalin), 
selbst wenn man ftir die Absolutwerte der Relaxationszeiten und fiir 
die k’-Werte eine Fehlergrenze von maximal 10% zulaBt. Das gilt 
insbesondere fiir Nitrobenzol und Benzonitril, fiir welche die Vor- 
aussetzung U>kT zutrifft. Im allgemeinen zeigen die Beispiele, 
daB R’< R ist. 

Die unter Annahme des OnsAGER-Feldes berechneten Werte Ri,, 
die im Sinne der Beobachtung R’ < R kleiner als Ry, sind (Ry, = $ Rin 
fiir groBe ¢,), lassen eine genauere Priifung zu. Im allgemeinen ist 
die Ubereinstimmung der gemessenen R’-Werte mit Rj, etwa in dem- 
selben MaBe vorhanden wie beim Vergleich von KR mit Ry, d.h. die 
Abweichung ist nicht gréBer, als wenn man nach der ONSAGERschen 
Theorie die Orientierungspolarisation bzw. das Dipolmoment der Mole- 
kiile aus den Daten der reinen Fliissigkeiten bestimmt. Insbesondere 
sind bei den 2 Fliissigkeiten mit hoher DK kk’ und Rj, innerhalb der 
Fehlergrenze des Absolutwertes als iibereinstimmend anzusehen. Hier 
ist auch bei beiden Werten der gleiche schwache Temperaturgang 
vorhanden, R’/R}, ist konstant innerhalb der Genauigkeit (2 bis 3%) 
der Relativmessung. Bei diesen Fliissigkeiten entspricht die auf das 
OnsaGER-Feld bezogene Relaxationszeit r’ und ihr Temperaturgang voll- 
kommen derjenigen, die fiir das in Benzol verdiinnt geléste Molekil gilt. 
Bei Chlorbenzol und «-Bromnaphthalin, bei denen die Ubereinstimmung 
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nicht so gut ist, zeigt sich ein deutlicher Unterschied im Temperatur- 
gang von R’ und Rj, derart, daB mit Erhohen der Temperatur die 
beiden Werte aneinander riicken. 

Wenn man von den kleineren Abweichungen absieht, die in gleicher 
Weise auch bei der Auswertung der statischen Orientierungspolarisation 
nach den inneren Feldtheorien auftreten, so stellen jetzt die an einem 
umfangreichen Material durchgefiihrten Relaxationsuntersuchungen fur 
diese Gruppe von Fliissigkeiten sicher! fest: Die in der Relaxationszeit 
zum Ausdruck kommende rotatorische Beweglichkeit der Molekiile 
entspricht in guter Naherung derjenigen, welche die Molekile bei 
verdiinnter Auflésung im unpolaren Lésungsmittel Benzol besitzen, 
wenn beim Vergleich die Verschiedenheit der Viskositat und die Ver- 
anderung des inneren Feldes beriicksichtigt wird. Die Ahnlichkeit, 
die — abgesehen von den Dipolkraéften — in der Struktur der Dipol- 
fliissigkeiten und des (bei der Messung der Bezugswerte T,) als Losungs- 
mittel benutzten Benzols besteht, ist hier im Sinne der Ausfiihrungen 
unter II. fiir die gute Ubereinstimmung verantwortlich. Auf Grund der 
Ubereinstimmung kann man insbesondere schlieBen: Eine Assoziation 
zu definierten Zweier- und Mehrfachkomplexen ist auszuschlieBen, 
soweit dafiir Lebensdauer iiber 10°8 sec (entsprechend der Schwingungs- 
dauer der zur Messung benutzten HERTZschen Wellen) in Frage kommen. 
Lebensdauern in der GroBenordnung von einigen wenigen St6Ben, wie 
sie wohl bei kryoskopischen Molekulargewichtsbestimmungen noch 
mit erfaBt werden (nach solchen Messungen ist Nitrobenzol merklich 
assoziiert), bleiben bei der Relaxationsmessung unberiicksichtigt. Es 
wird nur das kinetisch in Erscheinung tretende Partikelvolumen in 
der Relaxationszeit erfaBt. 


2. Sonderfalle: Anilin, m-Toluidin. 

Bei Anilin und m-Toluidin (Tabelle 7 und 8) stimmen die Reduk- 
tionsfaktoren Fk fiir die Orientierungspolarisation in demselben Mae 
wie bei den Dipolfliissigkeiten unter 1. mit den nach ONSAGER berech- 
neten Werten k,, tiberein. Da auch die Konzentrationsabhangigkeit 
der Orientierungspolarisation an Mischungen mit einer unpolaren 
Flissigkeit keine Besonderheit aufweist, wiirde die allein auf die sta- 
tische Orientierungspolarisation gestiitzte dielektrische Untersuchung 
diese beiden Flissigkeiten der unter 1. behandelten Gruppe zurechnen. 
Die Relaxationsuntersuchung deckt nun bei diesen Flissigkeiten ein 
besonders merkwiirdiges Verhalten auf. Zundchst ist daran zu er- 
innern, dafS§ die Relaxationszeiten von Anilin und m-Toluidin in 


' Die erste Diskussion in diesem Sinne wurde bereits frither [ FISCHER, Ez: 


Phys. Z. 40, 645 (1939)] an einigen wenigen damals vorliegenden Messungen 
unternommen, 
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verdinnter Lésung gegeniiber gleichgroBen Molekiilen (Chlorbenzol) 
herabgesetzt sind wegen der leichten rotatorischen Beweglichkeit der zur 
C —N-Bindung senkrechten Momentkomponente um diese Bindung als 
Achse, und da8 man dabei mit der Méglichkeit von Umorientierung 


durch einen Protonen-Umklapp-ProzeB am e zu rechnen hat. Bei 
NS 


der Frage, welche Relaxationszeit man fiir reines Anilin erwarten 
wirde, fallt zunachst die im Vergleich zu den anderen Benzolderivaten 
(Chlorbenzol, usw.) hohe Viskositat und deren hoher Temperatur- 
koeffizient auf; das laBt normalerweise auf eine betrachtliche Wechsel- 
wirkung der Molekiile im Sinne einer Assoziation durch H-Briicken 
schheBen, wozu bei Anilin und m-Toluidin durch das einsame Elek- 
tronenpaar der NH,-Gruppe die Voraussetzung gegeben ist. Wenn 
durch Assoziation das Volumen der Partikeln, die durch Drehung 
der Momente im Feld orientiert werden, sich vergréBern wiirde und 
dabei noch die innermolekulare Beweglichkeit der Momente eine Ein- 
schrankung erfihre, so sollte die Relaxationszeit gegeniiber dem Wert 
in verdiinnter Lésung stark erhdht sein, und zwar starker als der Er- 
hohung der Viskositaét entspricht (vgl. das im nachsten Abschnitt be- 
schriebene Verhalten der Alkohole). Im Gegensatz zu diesem Verhalten 
ist die Relaxationszeit bei Anilin und m-Toluidin noch niedriger als der 
Wert, den man aus der Relaxationszeit des Einzelmolekiils in verdiinnter 
Losung unter Beriicksichtigung der Viskositat der reinen Flissig- 
keiten berechnet, d.h. Rk’ ist bedeutend kleiner als Rj,. Das auffallige 
Ergebnis kann nicht daher kommen, das der in R’ durchgefihrte 
Vergleich fiir hohe Viskositaten nicht mehr quantitativ giiltig ist; 
denn bei «-Bromnaphthalin, das sich unter den Beispielen 1. be- 
findet, ist die Viskositat noch hdher, und Nitrobenzol bei 20° hat 
etwa die Viskositat von Anilin und m-Toluidin bei 50° C, wo 
die Auffalligkeit noch weiter besteht. Mit Erhohen der Temperatur 
nahern sich dann allerdings die weit unter 1 befindlichen Werte R’/Ri, 
allmahlich dem Wert 1. Das Ergebnis besagt: Bei Anilin und m- 
Toluidin findet eine Wechselwirkung der Dipole derart statt, daB die 
Beweglichkeit der Dipolmomente gegeniiber dem Fall des verdtinnt 
gelésten Einzelmolekiils erhéht ist. Da die Relaxationszeit des Einzel- 
molekiils bereits so weitgehend herabgesetzt ist, daB gleichsam fir 
0,4 v2 nur das Volumen der NH,-Gruppe und fiir 0,64? das Volumen 
des ganzen Molekiils in die Relaxationszeit eingeht, so muBte die weitere 
Erniedrigung von 1’/y fiir die reine Fliissigkeit sich zu einem groBen 
Teil auf das Gesamtmoment des Molekiils beziehen. Jedenfalls wird 
das Ergebnis mit der Protonenbeweglichkeit zusammenhangen, die bei 


Einzelmolekiilen mit der Gruppe = zur Deutung der Relaxationszeiten 
POE SS 


bereits eine Rolle zu spielen scheint [15]. Man kann vermuten, daB es 
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sich bei der Wechselwirkung der Molekiile um einen Austausch zwischen 
verschiedenen mesomeren Zustainden der gekoppelten Elektronen- 
systeme der mit NH,-Gruppen versehenen Benzolringe handelt. Sterisch 
ist wegen des kleinen Volumens der NH,-Gruppe die Moglichkeit ge- 
geben, da sich durch Parallellagerung der Ringe und gleichzeitige 
Gegeniiberstellung der NH,-Gruppen eine Wechselwirkung dieser Art 
ergibt und dabei einen leichten Wechsel der Momentrichtung mit 
einschlieBt. Es ware zweckmaBig zur weiteren Klarung dieser Fragen 
die Form der Dispersions- und Absorptionskurve im cm-Wellengebiet 
an Anilin und m-Toluidin zu untersuchen. 


3. Assoziterte Fliissigkeiten. 

Als Vertreter dieser Gruppe wurden Wasser (und D,O), Methyl-, 
Athyl-, n-Propyl- und n-Butylalkohol und Essigsdure untersucht 
(Tabellen 9 bis 15). Bei n-Propyl- und n-Butylalkohol wurden die 
t-Messungen von HACKEL [20] (20 bis 40° C) mit Hilfe der Messungen in 
verdinnter Losung zur Bildung der Verhaltniswerte R’ herangezogen; 
unsere Messungen an reinem Athylalkohol stimmen mit den ent- 
sprechenden Messungen von HACKEL innerhalb der Fehlergrenze tiberein, 
so daB zusammen mit den dazukommenden Messungen an Methyl- 
alkohol ein homogenes Mefmaterial an den Alkoholen zugrunde liegt. 
Die Reduktionsfaktoren R fiir die unter Annahme des CLausivus- 
Mosortti-Feldes folgende Orientierungspolarisation liegen fiir Wasser 
(und D,O) bei etwa 0,2, wahrend sich bei Annahme des ONSAGERschen 
inneren Feldes Reduktionsfaktoren R,, von etwa 0,07 berechnen. 
Ebenso betragen bei den Alkoholen die Reduktionsfaktoren R etwa 
das dreifache der berechneten Faktoren R,,,; d. h. bei Wasser und den 
Alkoholen sind die nach ONSAGER aus den Daten der reinen Fliissigkeiten 
berechneten Momente je Molekiil um einen Faktor von etwa V3 eroBer 
als diejenigen der verdiinnt gelosten monomeren Molekiile!. Es findet 
bei diesen Fliissigkeiten also eine polare Assoziation statt, bei welcher 
sich die Einzeldipole bevorzugt gleichgerichtet aneinanderreihen. Im 
Gegensatz dazu betragt der Reduktionsfaktor Fk fiir die Essigsdure 
etwa 0,4 (als Moment des monomeren Molekiils ist dabei « = 1,73 an- 
genommen), wahrend sich bei Annahme des OnSAGER-Feldes Ry, = 0,6 
ergibt. Mit R< R,, kiindigt sich unpolare Assoziation an, die bekannt- 
lich bei den organischen Saéuren — jedenfalls in verdiinnter Losung — 
in einer Bevorzugung von Zweierkomplexen mit etwa u ~ 1D besteht, 
in welcher die beiden beteiligten H-Briicken sich unter weitgehender 


; O : 
Antiparallelstellung der beiden 4 peg LN gee ausbilden. 


1 Siehe auch die nach ONSAGER berechneten Dipolmomente von Alkoholen und 
Phenolen in Abhangigkeit von der Konzentration bei RK. MEcCKE [Z. Elektrochem. 
52, 269 (1948)]. 

Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. 5 
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Die Diskussion tiber Assoziation ist, wenn man sich auf die statische 
Dipolpolarisation beschrankt, nur auf die mehr indirekte Wirkung der 
MomentvergroBerung oder -verkleinerung in den Komplexen ange- 
wiesen und wird im Falle schwacher Assoziation und falls polare und 
unpolare Assoziation zusammen auftreten, keine klare Entscheidung 
geben, wenn man nicht andere Erfahrungen (Ultrarot-Spektroskopie [21 }) 
heranzieht. Die Relaxationszeit, welche direkt das Volumen der Partikel 
zum Ausdruck bringt, erweist sich nun als ein sehr empfindliches 
Reagens auf das Bestehen von Assoziation in den Dipolflissigkeiten. 
Zunachst gibt sie eine besonders deutliche Klassifikation durch die 
Erhodhung der Werte gegentiber denjenigen der verdiinnt gelosten 
monomeren Molekiile, wenn man von dem Fall der speziellen Wechsel- 
wirkung- von Anilin und Toluidin, wo sich eine Verkleinerung ergab, 
absieht. Es wird dann das Ziel sein, aus den Relaxationsuntersuchungen 
auch Angaben iiber die Zahligkeiten zu erhalten. 


‘Die zur Relaxationszeitbestimmung durchgefiihrten Verlustmes- 
sungen an H,O und D,O (88,8%) waren aufBer durch den bei hoheren 
Temperaturen bereits betrachtlichen Leitfahigkeitsanteil insbesondere 
dadurch etwas schwieriger als bei den tbrigen Fliissigkeiten, daB der 
c*o 
ae 


Ausdehnungsfaktor mit « stark und vor allem nicht linear tem- 


peraturabhangig ist (und fiir H,O und D,O merklich verschieden). Es 
mu deshalb auch die geringe, von der GroBe des Verlustes abhangige 
Temperaturerhohung (1. bis 2° C) im Flissigkeitskondensator wahrend 
der Messung genau beriicksichtigt werden. Die in den Tabellen mit- 
geteilten endgiiltigen MeBergebnisse weisen beztiglich der Temperatur- 
abhangigkeit der Relaxationszeit und des Vergleichs von H,O und D,O 
gegentber friher mitgeteilten vorlaufigen Messungen [22] zwar geringe 
Unterschiede auf, fiihren aber bei einer Diskussion der Ergebnisse im 
Sinne der DEByeEschen Theorie der Rotationsbehinderung zu einer bereits 
damals bemerkten Sonderstellung des Wassers gegeniiber den Alkoholen. 


Fur Wasser ist namlich der aus den Relaxationszeiten von Fliissigkeit 
und verdiinnt geléstem Molekiil folgende R’-Wert von etwa 0,26 min- 
destens gréBenordnungsmaBig und bei Beriicksichtigung der Fehler- 
grenze des Wertes t, sogar befriedigend in Ubereinstimmung mit dem 
Reduktionsfaktor Rk fiir die Dipolpolarisation, wie es die DEBYEsche 
Theorie der Rotationsbehinderung im Falle U>> kT fordert, waihrend 
bei den Alkoholen R’ zwischen 5 und 10 und R unter 1 liegt. Der 
Grund diirfte wohl darin liegen, da’ das H,O-Molekiil im wesentlichen 
in 4 zum O-Atom réumlich symmetrischen Richtungen H-Briicken 
bestatigen kann, wahrend bei den Alkoholen mindestens eine Richtung 
wegen der aliphatischen Reste ausfallt und die Symmetrie der Wechsel- 
wirkung zerst6rt ist. Die Beschreibung der Rotationsbehinderung durch 
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ein Potential, welches proportional dem cos des Winkels zwischen 
Moment und Vorzugsrichtung ist und welches eigentlich den Verhilt- 
nissen bei statistisch wechselnder Dipolkopplung entspricht, scheint 
von den assoziierten Flissigkeiten nur beim H,O aus Symmetrie- 
grtinden noch zuzutreffen. 

Wieweit nun Wasser assoziiert ist, wird durch den Vergleich zwischen 
dem R’-Wert und dem unter Annahme des OnsAGER-Feldes berechneten 
Wert Ry, deutlich. Fiir Rj, berechnen sich Werte bei etwa 0,05, wahrend 
die Relaxationszeitmessungen R’ ~ 0,26 ergeben. Ein Verhiltnis R’/R},, 
groBer als 1 zeigt Assoziation an; fiir 20° C liegt der Wert bei 5,5 und 
nimmt langsam mit der Temperatur ab. (H,O und D,O unterscheiden 
sich im R’/R},-Wert nicht, d.h. die Assoziation ist praktisch dieselbe; 
die Relaxationszeiten der reinen Fliissigkeiten unterscheiden sich nur 
entsprechend der Verschiedenheiten der Viskositaéten.) Da der in R’ 
enthaltenen t,-Wert fiir verdiinnte Lésung der Rotation des gesamten 
Einzel-H,O-Molekiils entspricht und bei Verdopplung, Verdreifachung 
usw. etwa auch eine Verdopplung und Verdreifachung des Partikel- 
volumens stattfindet und die Abweichungen der Komplexe von der 
Kugelgestalt gering sein wird, miissen die R’-Werte etwa um einen 
Faktor gegentiber Rj, erhdht sein, der iiber diese durch Assoziation 
verursachte VolumvergroBerungen mittelt und mit den Zahligkeiten 
der Komplexe zusammenhangt. Nun ist die Relaxationszeit t’ auf 
das am Einzelmolekiil wirkende innere Feld bezogen, es sind also bei 
der Mittlung iiber die verschieden moglichen Relaxationszeiten die in 
Zweier- und Mehrfachmolekiilen enthaltenen Molekiile einzeln zu zahlen, 


pit eS St. 7. => ae t, It t = k-7,, wenn N, die Zahl von Einer- 
molekiilen in einem k-fachen Komplex und N, = » Ny, ist, wahrend 


die mittlere Zahligkeit als f= oan cee ist. Der fiir die rota- 
torische Beweglichkeit maBgebende Assoziationsfaktor (R’'/Ri,,) ist also 
groBer zu erwarten als die in iiblicher Weise definierten mittleren 
Zahligkeiten. Versucht man zum Vergleich, aus anderen Erfahrungen 
Angaben iiber den Assoziationsgrad zu erhalten, so ist zunachst zu 
bemerken, daB im allgemeinen fiir die zu Assoziation neigenden Sub- 
stanzen einigermafen sichere Angaben (UR-Spektroskopie) nur fiir 
Lésungen bis zu einem Molenbruch von etwa 0,2 bis 0,3 bestehen ; 
Extrapolation auf die reine Fliissigkeit ist unsicher, und den dann 
aus kryoskopischen Messungen usw. folgenden Zahligkeiten kommt 
wohl nur formale Bedeutung (Aktivitaten) zu. Fiir H,O hat EUCKEN [23] 
neuerdings den Verlauf der spezifischen Warme und der Dichte durch 
ein Gleichgewicht zwischen Einer-, Zweier-, Vierer- und Achtermolekiilen 
erklart, deren Verteilung er fiir verschiedene Temperaturen angibt. 
Mit diesen fiir eine assoziierte reine Fliissigkeit erstmalig vorliegenden 
5S 
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Angaben konnen wir das Ergebnis der Relaxationsuntersuchungen ver- 
gleichen. Aus den Daten von EuckeEn folgen fiir 20 und 40°C die 
mittleren Zahligkeiten 2,75 und 2,40 und die mit R'/Ri, direkt ver- 


ye: Ne : R O . } t 
zu 4,5 und 3,8. Die R’/Ri,-Werte von 5,5 


gleichbaren Werte 


und 5,1 liegen etwas héher, man muB aber dabei noch die Fehlergrenze 
der Abschétzung von t, (H,O verdiinnt geldst) in Rechnung setzen 
und die Méglichkeit, da8 der Absolutwertfaktor (1:4,3) fiir die Kom- 
plexe bereits etwas erhéht ist gegeniiber den Einermolekiilen. Das 
wtirde eine Annaherung an die EUCKENschen Werte bedeuten. Es ist 
fraglich, ob man einen héheren Grad von Ubereinstimmung erwarten 
kann mit Riicksicht auf die beim Vergleich der Relaxationszeiten ein- 
gehenden Unsicherheiten. Andererseits wiirde eine geringe Anzahl 
von hoheren als Achterkomplexen die nach EvucKEN  berechneten 
Werte 4,5 und 3,8 unseren Werten anndhern. Insgesamt ist das Er- 
gebnis (R’/Ri, ~ 5), daB beziiglich der rotatorischen Beweglichkeit 
jedes H,O-Molekiils im Mittel als mit etwa 4 weiteren H,O-Molekiilen 
verkoppelt anzusehen ist, sehr plausibel unabhangig davon, wie im 
einzelnen die Verteilung auf bestimmte Zahligkeiten ist. 

Bei der Essigsaure (Tabelle 15) ergibt sich R},, ebenfalls gréBer als R’ 
obwohl R< R,, (unpolare Assoziation) ist, d.h. die Relaxationszeit 
zeigt auch in diesem Falle die Volumvergr6Serung der Partikeln an. 
Der Wert R’/R,, andert sich kaum mit der Temperatur. Da die fiir 
verdiinnte Losung angenommene Relaxationszeit des monomeren Essig- 
sduremolekiils keine innermolekulare Drehbarkeit der polaren Gruppe 
beriicksichtigt, stellt R’/R}, den fiir die rotatorische Beweglichkeit 
giltigen Assoziationsfaktor dar. Mit einer Beschrankung auf Zweierkom- 
plexe ist dieser Wert nicht zu erklaren, so daB anzunehmen ist, daB im 
Hinblick auf die rotatorische Beweglichkeit auch hdhere Zahligkeiten 
wirksam sind. 

Bei den Alkoholen (Tabellen 11 bis 14) driickt sich die Assoziation in 
den R’-Werten noch deutlicher aus als bei H,O, D,O und Essigsaure. 
R’/Ri, hat bei Zimmertemperatur Werte zwischen 40 und 45 und fallt 
dann mit steigender Temperatur in Richtung auf den fiir nicht asso- 
ziierte Fliissigkeiten giiltigen Wert 1 ab. Diese enorme Erhohung kommt 
nicht allein durch die mit der Komplexbildung verbundenen Volum- 
vergroBerung der Partikel zustande, sondern auch dadurch, daB die 
Drehbarkeit der OH-Gruppen aufgehoben ist, die in den t,-Werten der 
verdiinnten Lésung enthalten ist. Will man den Effekt der Volumver- 
groBerung allein haben, so muB man die (mit 7 reduzierten) Relaxations- 
zeiten der reinen Alkohole mit denjenigen (red.) Relaxationszeiten 
vergleichen, die die Alkoholmolekiile bei Aufhebung der freien Dreh- 
barkeit der OH-Gruppen in Benzol haben wiirden. Diese Werte sind 
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recht genau abzuschatzen (s. Tabelle 1 unter II.); an Stelle der Werte 
(in Benzol 23°) 0,13; 0,16; 0,20 und 0,24 hat man 0,19; 0,30; 0,43; 
0,56 fiir Methyl-, Athyl-, n-Propyl- und n-Butylalkohol anzunehmen, 
d.h. der Effekt der Volumvergro8erung wird um die Faktoren 1,46; 
1,87; 2,15 und 2,33 kleiner sein, als es die Werte RURG angeben. Bei 


mie Ne-k 
20°C liefert das Assoziationsfaktoren A =) von etwa 30 


fiir Methylalkohol, 20 fir Athyl-, n-Propyl- und n-Butylalkohol. Diese 
Werte bezeichnen also die Anzahl von Molekiilen, mit denen jedes 
Molekiil im Mittel gekoppelt ist, wenn es sich um seine rotatorische 
Beweglichkeit handelt. Fiir die Genauigkeit dieser Werte gilt das beim 
H,O bereits bemerkte, daB namlich die Werte etwas zu hoch sein konnen, 
weil fiir die groBen Komplexe méglicherweise der Absolutwertfaktor 
1/4,3 etwas gréBer wird. Die nach Definition kleinerer Werte der mitt- 
leren Zahligkeiten aus UR-Messungen betragen fiir Alkohollosungen 
von etwa 20 bis 30 Mol-% (Benzol, CCl,) etwa 3 bis 5. Dariiber hinaus 
ist die Zuverlassigkeit einer Extrapolation zu den reinen Fliissigkeiten 
schwer abzuschatzen!. Um von diesen mittleren Zahligkeiten auf aie 
in unserem Falle giiltigen Assoziationsfaktoren zu schlieBen, muBte man 
die Verteilung der Molekile auf die einzelnen Zahligkeiten kennen. 
Das kann man nur, wenn man eine bestimmte Annahme zugrunde legt, 
z. B, diejenige, das die Anlagerung eines Einzelmolekiils zu einem Kom- 
plex einen wiederholbaren Schritt im Sinne von KossEL [24] darstellt, 
also eine sog. Kettenassoziation vorliegt. Unter dieser Voraussetzung 
waren die fiir die Relaxation gefundenen Assoziationsfaktoren,- wie 
eine Berechnung zeigt, im Falle des Methylalkohols durch eine mittlere 
Zahhgkeit von etwa 15, fiir die anderen Alkohole durch Werte 
bei 10 zu erklaren. Es ist schwer abzuschatzen, wieweit die Voraus- 
setzung beztiglich der Verteilung der einzelnen Zahligkeiten zutrifft. 
Es mu darauf hingewiesen werden, daB die Relaxationszeiten bei 
mittleren Konzentrationen der Mischung Alkohol—Benzol noch héher 
sind als im reinen Alkohol, die rotatorische Beweglichkeit also dort durch 
Assoziation noch starker herabgesetzt ist. Es wird also die Aufgabe 
sein, den gesamten Verlauf der Relaxationszeit mit der Konzentration 
durch die Komplexbildung zu deuten. [ZweckmaBig wird man dazu 
assoziierte Stoffe nehmen, die mit dem Lésungsmittel (Benzol) weit- 
gehend ,,milieugleich“ sind, z. B. Phenol und Benzylalkohol.|] Es mu 
sich dabei erweisen, ob eine Deutung auf der Grundlage der ONSAGER- 
schen inneren Feldtheorie und im Einklang mit den Ergebnissen, die 
bei kleineren Konzentrationen mit anderen Methoden (UR-Spektro- 
skopie [21]) erhalten wurden, gelingt. Da die Auswertung von 


1 Eucken, A. l.c. schlie8t neuerdings aus den Dampfdrucken der Alkohol- 
Benzol-Lésungen auf mittlere Zahligkeiten der reinen Alkohole von etwa oe 
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Relaxationszeiten nach ONSAGER speziell bei assoziierten Flissigkeiten 
in demselben Mae berechtigt oder anfechtbar ist wie diejenige der 
Dipolpolarisation, ware das eine Priifung dafiir, ob der Berechnung der 
Dipolpolarisation oder des mittleren Moments je Molektil nach der 
ONSAGER-Formel fiir den ganzen Konzentrationsbereich [21] mehr als 
nur formale Bedeutung zukommt. Mit den vorliegenden Untersuchungen 
an reinen assoziierten Fliissigkeiten ist jedenfalls zundchst gezeigt, daB 
die Assoziation in der Relaxationszeit deutlich zum Ausdruck kommt, 
so daB eine Klassifikation in assoziierte und nicht-assoziierte Dipol- 
fliissigkeiten méglich ist, und weitere quantitative Priifung der inneren 
Feldtheorie, insbesondere an Mischungen von assoziierten und un- 
polaren Flissigkeiten, von entscheidender Bedeutung ist. 


Zum SchluB méchte der Verfasser Fraulein M. BINDEREIF und 
Herrn stud. rer. nat. W. ENssLin, die bei einem groBen Teil der um- 
fangreichen Messungen wertvolle Hilfe leisteten, seinen besten Dank 
zum Ausdruck bringen. 
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Erzwungene Pendelschwingungen 
endlicher Amplitude. 


Von 
FRIEDRICH KARL RUBBERT. 
Mit 2 Textabbildungen. 
(Eingegangen am 5. August 1949.) 


Die von DuFrFinG entdeckten merkwiirdigen Eigenschaften eines periodisch erregten 
Pendels endlicher Amplitude werden erklart durch den Einflu8 der Erregung auf 
seine Schwingungsdauer. 


Einleitung. 

Vor 30 Jahren hat GEORG DUFFING in seiner Monographie _,,Er- 
zwungene Schwingungen bei veranderlicher Eigenfrequenz und ihre 
technische Bedeutung‘! auf das eigenartige Verhalten eines Pendels 
aufmerksam gemacht, das von einer periodischen Kraft zu Schwingungen 
erregt wird. Die von DUFFING angestellten Versuche ergaben, da ein 
solches Pendel drei verschiedene Schwingungen ausfiihren kann, von 
denen aber nur zwei kinetisch stabil sind. Diese Schwingungen erfolgen 
mit der Frequenz der Erregung, unterscheiden sich also nur in Amplitude 
und Phase. Bei einer Erregerfrequenz, die dicht unter der Grenzfrequenz 
(Eigenfrequenz des Pendels bei unendlich kleinen Amplituden) liegt, 
tritt ein merkwiirdiges Phanomen auf: Wird die Amplitude der Erregung 
langsam vergr6Bert, so gibt es einen ,,kritischen Punkt“, wo der periodi- 
sche Charakter der Bewegung aufhért. Erst nach langerer Zeit, deren 
Dauer von der Dampfung abhangt, kommt das System wieder in eine 
periodische Bewegung mit grdferer Amplitude und entgegengesetzter 
Phase. Bei diesem Ubergang treten Stérungen mit auBerordentlich 
groBen Amplituden auf. Erfolgt dagegen die Erregung mit einer Fre- 
quenz, die gleich oder gréBer ist als die Grenzfrequenz, so ist nur eine 
periodische und stets stabile Bewegung méglich. 

Zur theoretischen Untersuchung, also zur Integration der inhomo- 
genen nichtlinearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, nahm 
DuFFinG die Existenz einer periodischen Lésung an, deren Periode mit 
der der erregenden Schwingung iibereinstimmt, und erhielt so (z. B. 
mit der Ritzschen Methode) fiir die Amplitude dieser rohen Naherung 
eine Gleichung dritten Grades. Diese Amplitudengleichung bestatigt 
also das Auftreten von drei verschiedenen Schwingungen, ist aber 
fiir das physikalische Verstandnis der Bewegung wenig wesenserhellend. 


* DUFFING, GEORG: Sammlung Vieweg, Nr 41/42. Braunschweig 1918. 
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Und sollte die Eigenschwingung zu der resultierenden Bewegung jetzt 
lberhaupt keinen Beitrag geben? Physikalisch und mathematisch 
unbefriedigend ist auch, daB diese Loésung die bekannten Spezialfalle 
(endliche Amplitude ohne Erregung und kleine erzwungene Schwin- 
gungen) nicht enthalt. Dieser Unvollkommenheiten seines theoretischen 
Ergebnisses war sich DuFFING durchaus bewubt; seitdem gibt es ein 
,,DUFFINGsches Problem“. 


Einen Uberblick tiber die bisherige mathematische Behandlung dieser 
Differentialgleichung findet man in der Formelsammlung von KAMKE!. 
Bei den dort zitierten Arbeiten handelt es sich in der Hauptsache um 
die Anwendung nichtlinearer Integralgleichungen zu Untersuchungen 
uber die Existenz und Anzahl periodischer Lésungen. Zusammenfassend 
darf gesagt werden, daB bisher keine Lésung angegeben werden konnte, 
die besser ist als die ebenso rohe wie unbefriedigende von DuFFING. 


In den folgenden Ausfiihrungen sollen die erzwungenen Pendel- 
schwingungen in neuer Weise behandelt werden, und zwar derart, dab 
es moglich ist, die Bewegung qualitativ und quantitativ zu verfolgen 
und physikalisch zu verstehen. Das gelang durch Anwendung der 
auch bei gedampften Pendelschwingungen? bewahrten Stérungsrechnung 
der Himmelsmechanik. Diese Methode faBt eine komplizierte Bewegung 
auf als ,,gestorte“’ Bewegung der physikalisch und analytisch einfache- 
ren, die durch kleine Korrekturglieder ,,verbessert‘’ wird; auch fiir 
diese Probleme der Physik behalt so das von VOLKMANN aufgestellte 
Prinzp der Superposition® seine Giltigkeit. Der Losungsansatz besteht 
deshalb in einer Reihe, die nach den Potenzen eines kleinen Parameters 
(hier die Anfangsauslenkung) fortschreitet, so da jedes folgende Glied 
gegen das vorhergehende einen Beitrag kleinerer GroBenordnung liefert. 
Die Koeffizienten sind Funktionen der unabhangigen Veranderlichen 
- und bestimmen sich aus linearen Differentialgleichungen, die man durch 
Einsetzen des Ansatzes in die nichtlineare Differentialgleichung erhalt. 
Das geniigt aber zur Integration eines nichtlinearen Schwingungspro- 
blems noch nicht; dazu ist vielmehr erforderlich, daB auch die Methode 
der Variation der Konstanten angewandt wird. Das geschieht dadurch, 
daB die in der Differentialgleichung auftretende Grenzfrequenz einen 
Korrekturfaktor erhalt, und zwar in Form einer Potenzreihe nach der 
Anfangsamplitude. Ihre konstanten Koeffizienten werden bei der 
schrittweisen Integration der linearen Differentialgleichungen derart 
bestimmt, da8 keine mit der Zeit unbegrenzt anwachsende Lésung 


1 KamkKeE, E.: Differentialgleichungen. Lésungsmethoden und Lésungen, 
3. Aufl., Bd. I, S. 546. 1944. 

2 RuBBERT, F. K.: Ing.-Arch. 17, 336 (1949). 

3 VoLKMANN, P.: Einfiihrung in das Studium der theoretischen Physik mit 
einer Einleitung in die Theorie der physikalischen Erkenntnis, 2. Aufl., Sag 700 1913. 
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auftreten kann, die nur in der Eigenart der Stérungsrechnung ihre 
Ursache hat. Fithrt man z. B. in dieser Weise die Integration der 
Differentialgleichung der freien Pendelschwingungen durch, so bekommt 
man (nach leichter Umordnung der Entwicklung) die ersten Glieder 
der Fourter-Reihe der bekannten Losung und durch die trans- 
formierte Grenzfrequenz die Abhangigkeit der Schwingungsdauer von 
der Amplitude in dem gleichen Annaherungsgrad. Theoretisch laBt sich 
diese Approximation der strengen Losung beliebig genau durchfihren, 
praktisch nimmt die Rechenarbeit aber mit jedem Schritt erheblich 
zu. Die Konvergenz solcher Reihenentwicklungen ist von POINCARE? 
untersucht worden. 

Mit dieser Integrationsmethode ergibt sich bei den hier behandelten 
erzwungenen Pendelschwingungen in zweiter Naherung (d.h. bei nur 
einem Korrekturglied fiir die erste Naherung und die Grenzfrequenz) 
fiir den , ,frequenzverschiebenden Parameter“ eine Bestimmungsgleichung 
dritten Grades, deren Koeffizienten nicht nur von der Anfangsauslenkung 
und der Grenzfrequenz, sondern auch von der Amplitude und Frequenz 
der Erregung abhangen. Die allgemeine Lésung setzt sich in erster 
Naherung aus zwei Schwingungen zusammen, die eine erfolgt mit der von 
der Anfangsamplitude und dem Parameter abhangigen Eigenfrequenz, 
die andere mit der Erregerfrequenz; formal unterscheidet sie sich nicht 
von der bekannten Formel aus der Theorie der kleinen erzwungenen 
Schwingungen. Die Korrektur fiir die zweite Naherung besteht aus 
verschiedenen Schwingungen sehr kleiner Amplitude. Hat die ,,Para- 
metergleichung® drei reelle Wurzeln, so gibt es drei verschiedene Eigen- 
frequenzen, von denen zwei groBer sind als die Erregerfrequenz; werden 
unter dem Einflu8 der Erregung zwei Wurzeln komplex, so kann nur 
noch eine Eigenfrequenz auftreten, die stets kleiner ist als die Erreger- 
frequenz. Zu jeder moglichen Eigenfrequenz gehért eine andere Ampli- 
tude bei dem von der Erregung herriihrenden Bestandteil der allgemeinen 
Lésung. Die kinetische Stabilitat dieser Schwingungen kann leicht 
durch das Energiekriterium beurteilt werden. Bei einer Erregung, die 
durch eine Doppelwurzel der Parametergleichung charakterisiert ist, 
tritt der Resonanzeffekt auf. 

Die von DuFFING festgestellten Eigenschaften lassen sich mit diesen 
theoretischen Ergebnissen leicht erklaren, wenn man die bei allen 
Experimenten unvermeidbare Dampfung beriicksichtigt. Bei gedampf- 
ten erzwungenen Schwingungen klingt namlich die Eigenschwingung 
exponentiell ab, so da} von der durch die allgemeine Lésung dargestellten 
resultierenden Bewegung nur die Fremdschwingung iibrigbleibt, deren 
Amplitude aber von der Frequenz der Eigenschwingung bestimmt wird. 
Durch die Dampfung macht sich der am ,,kritischen Punkt“ auftretende 


* PorncarE, H.: Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste. Bd. I (1892). 
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Resonanzeffekt auch nur durch groBe Amplituden. bemerkbar: ander- 
seits nimmt das System unter dem EinfluB der Dampfung nach einer 
gewissen Ubergangszeit die dann einzig mégliche periodische Bewegung 
mit groBerer Amplitude und entgegengesetzter Phase an. Die merk- 
wirdigen Eigenschaften erklaren sich jetzt also ganz natiirlich. Und 
gerade die von DuFFING vernachlassigte Eigenschwingung ist es, die 
das abweichende Verhalten verursacht! 

Dadurch, daB die Resonanzstelle nicht mit der Grenzfrequenz (wie 
bei ungedampften erzwungenen Schwingungen kleiner Amplitude) 
zusammenfallt, kam DuFrinc zu der falschen Ansicht, daB das Pendel 
endlicher Amplitude der Resonanz ,,ausweiche’’ und der Resonanz- 
begriff hier iberhaupt jede Bedeutung verloren habe. 

In einer folgenden Mitteilung wird der Verfasser auf den Einflu8 der 
Damptung bei erzwungenen Pendelschwingungen ausfiihrlich eingehen. 

Der hier durch Anwendung der Stérungsrechnung erzielte Erfolg 
berechtigt zu der Erwartung, daB sich mit dieser Methode auch mathe- 
matisch verwandte Probleme der Physik befriedigender untersuchen 
lassen werden. Hierzu anzuregen und das Integrationsverfahren zu 
erlautern, soll der Hauptzweck der ausfiihrlichen Einleitung sein. 


1. Integration der Differentialgleichung. 

Auf ein ebenes Pendel mit dem Tragheitsmoment 0 und dem Schwere- 
moment S wirke eine periodische Kraft mit der Kreisfrequenz m. Be- 
zeichnet g den Neigungswinkel des Pendels gegen die Gleichgewichts- 
lage und A die Amplitude des erregenden Moments, so lautet die Be- 


eek eo eienune p+ nising =anjcosmt (1) 
mit 5 ig A 
Ny = ra) , a= Ss ri 
Die Anfangsbedingungen seien 
p(0)=a, p(0)=0. (2) 


Obwohl die folgende Untersuchung den EinfluB der endlichen Amplitude 
festaustellen beabsichtigt, soll diese zur Vereinfachung der Rechnung 
doch nur von solcher Gré8e angenommen werden, dab ihre fiinften 
Potenzen vernachliassigbar klein sind. Dann kann man die Sinus- 
funktion durch die beiden ersten Glieder ihrer Potenzreihe ersetzen und 
bekommt die Differentialgleichung 


9 +p =~ + acosmt. (3) 
0 
Diese Gleichung werde dadurch verallgemeinert, daf} das nichtlineare 


Glied den Faktor x erhalt; die Integration sei also fiir die Differential- 


gleichung a g+o= oo +acosmt (3a) 
0 


durchgefiihrt. 
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Zunichst werde statt der Grenzfrequenz m) die veranderliche Fre- 
quenz n eingefiihrt durch 


n= Ao eet (4) 
1 SE a2 
hier ist 2 eine Konstante, die bei der Integration bestimmt wird. Mit 
Eh Ee (5,0) 
also 
w=, (7) 
und push (8) 


geht Differentialgleichung (3a) dann tiber in 
ge’ +U+Ac)9 = = (1 +Acx)p> +ag(t1+Aa?)cosut, (9) 


wo y’’ die zweite Ableitung von g nach t bedeutet. 
Die Lésung dieser Differentialgleichung kann nach der in der Ein- 
leitung beschriebenen Methode in der Form 
p =a, (t) + a? OB, (zt) (10) 


angenommen werden. Koeffizientenvergleich ergibt dann zur Bestim- 
mung von @, und @, die beiden linearen Differentialgleichungen 


Oi + @, = qceosurt, (11) 
D+ @, == PB} —1B, + Aqcosur (12) 
mit den Anfangsbedingungen 
PO, (0) =0, (13) 
®,(0) =0, @; (0) = 0. (14) 
Aus (11) und (43) folgt 
®, = a (boost + gcos 17) (15) 
mit der Abkiirzung 
pl sure Te (16) 
Fur ®, bekommt man mit (15) die Differentialgleichung 
(1 — 2) {D5 + Dy} =p (o(* + 24°) —8A (1 — p2)9} cost + 
1 1 
+ 37 % BF cos 3. + —g 9 i (2p? + g?) —8 Au? (4 —p?)?} cost + 
(17) 


1 
+ sy x g% COs 340 + <x p%q {cos (2 + yu) t + cos (2—p) T} + 


a {Hb g {cos (1 + 2m) t+ cos (1— 2) t}. 
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Ihre Integration fiihrt wegen des auf der rechten Seite auftretenden cost 
zu einem Ausdruck, der mit der Zeit unbegrenzt anwachst; es kénnte 
demnach bei keiner Erregung ein periodischer Bewegungszustand ein- 
treten. Diese Schwierigkeit 1a8t sich nun dadurch umgehen, da8 man 
uber den noch freien Parameter 2 so verfiigt, daB der Koeffizient von 
cos t verschwindet. Diese Forderung ergibt fiir 4 die Bestimmungs- 
gleichung 


m (p? + 29°) —8A (1 
und ftir (17) die Lésung 


ue) = 10 (18) 


i 


: 1 
(1— pw?)? ® =r cost ——— x f3 cos3t + 
i 3 192 


1% p | ers 
Ts 1— 2 {(2 Ss ah ce i ear ee a is 
19 
: ile | s (2 1 x pq > 
Ba aya ye a as 8 3—4u+ cos (2— 4) + 
1 pigs ee 4 xpg =. 
mee (TAs) % aaa (4—2m) z, 


wo die Integrationskonstante y durch die erste Gl. (14) bestimmt wird. 

Nach (15) setzt sich die allgemeine Lésung in erster Naherung aus 
2 Schwingungen mit den Frequenzen m (von « und A abhangige Eigen- 
frequenz) und m (Erregerfrequenz) zusammen. Dieser Bewegung 
tberlagern sich nach (10) und (19) Schwingungen sehr kleiner Amplitude 
mit den Frequenzen , 3n, m, 3m, 2n-+-m, 2mM+N. 

Durch Einsetzen von (15) und (19) in (10) kann man der zweiten 
N&aherung der allgemeinen Lésung folgende Form geben: 


P= Pet Prt PK (20) 
mit der Eigenschwingung 


1 
pe = {a (1 V) +03 5} cos mi xe (1—V)cos3nt, (24) 


der Fremdschwingung 


1 A Wie See ge 
pr=V {a+ = mod] 2 1 —V)t4+ SAE Vp Cosme + yy 
1 ve 
f ah Scart ye cos 3mt 


und der Kombinationsschwingung 


1 cos (2 — m)t cos oar | 
eae ge Ge ere: 344+ | (23) 
1 cos (2m —n)t Sane 
ahead aa v)| “(1 —p) with) 
1 d Abkiirzun 
Hier wurde zur g pe delay A 
1—b 


gesetzt. 
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2. Ubergang zu den Spezalfdllen. 
Zunichst sei gezeigt, daB die bekannten Spezialfalle in der allgemei- 
nen Lésung enthalten sind. 
Fir kleine Schwingungen ist x =0 und damit auch ®, = 0. Gl. (1.18) 


reduziert sich auf 
AA = 0: (1) 


Hieraus folgt zunachst, daB dann A= 0, also nach (1.4) 7 =‘ ist. Die 
allgemeine Liésung geht somit tiber in die bekannte Formel 


~ = 4 COS Nyt + as a x (cos mt— cos Nf). (2) 


— (m/n9) 

Gl. (1) wird aber auch von uw =1 erfiillt. Hiermit ist nach (1.7) =m, 

und durch Anwendung der nach L’Hospitat benannten Regel ergibt 
sich ; 

Y =aCOSNt+tanygtsin nt, (3) 

also die bekannte Formel fiir den Resonanzfall bei kleinen Schwingungen. 

Ein weiterer Spezialfall ist der der freien Schwingungen. Dann ist 

g=0 und w=0, also nach (1.16) #=1, und aus Gl. (1.18) erhalt man 


x 
h= ri (4) 
Die allgemeine Lésung lautet jetzt (% = 1) 
p = (x + <5; 03) cos t——- a? cos 31 (5) 
mit 
N 
n= ——"—., 6 
yi+de? (6) 
Sie ist die zweite Naherung der Fourter-Reihe der strengen Lésung 
y = 2arcsin (t ao (7). 
0 
mit dem Modul 
. a 
b= sin. (8) 
Die Frequenz dieser Schwingungen ist 
It 
n= DK No ) (9) 
wo 
= It 1 1 
Ratan (Lda 


das vollstandige elliptische Normalintegral erster Gattung bezeichnet; 
der die Grenzfrequenz verkleinernde Faktor gibt das Verhaltnis der 
Perioden der trigonometrischen und der hier auftretenden elliptischen 
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Funktionen an. In zweiter Naherung bekommt man durch Entwicklung 
der hypergeometrischen Reihe wegen (8) 


WL 
— —_, (10) 


1 == — 


was durch Anwendung der Naherungsformel 


Vite =14+ 5% + 0(24) 
auch aus (6) folgt. 


3. Die Wurzeln der Parametergleichung. 


Aus Gl. (1.18) ergibt sich wegen (1.7) und (1.16) zur Bestimmung 
des Frequenzparameters A die Gleichung dritten Grades 


AB —a, i? + a, h—az = 0 (1) 
mit den Koeffizienten 
2 
ay =2 }) = Gi 8 5 (2) 
a, =? + — (nx), (3) 
x 2 
a 3 (7 2H KA 3 ye (4) 
und den HilfsgroBen 
ee oe 2 Gg fag 
1] ~ oa y= 4], ae (5, 6) 


Die allgemeine Untersuchung der Parametergleichung (1) verein- 
facht sich durch die Transformation 


fee (7) 
Die kubische Gleichung fiir U lautet 
A \ 4 =, i 
U8 + (y — 2) = 2x g- U—s uy =0. (8) 


Aus dieser kann leicht eine wichtige Erkenntnis gewonnen werden: Da 
das von U freie Glied nur bei freien oder bei kleinen Schwingungen 
verschwindet, kann in dem hier betrachteten allgemeinen Fall also nie 
U ==0 und damit nach (7) auch nie A=» sein. 

Die Diskriminante der Gln. (1) und (8) ist 


—A =r? — b, 77 + by — bg (9) 
mit den Koeffizienten 
aoe 79 (I 74), (10) 
a= Ae 19 q) + x9 (1 54) a (11) 
ba - ig 1 9 “ r - tele gs (12) 
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Fir m <n, ist y> 0 und damit kann die Diskriminante negativ werden, 
die Parametergleichung also drei reelle Wurzeln haben. Nach der Zei- 
chenregel von Descartes hat dann die A-Gleichung drei positive Wur- 
zeln, die U-Gleichung aber nur eine. Daher ist 


Oa Ay a a (13) 
Bei der freien Eigenschwingung ist nach (2.4) A =~x/8. Um ihre 


Beeinflussung durch die Erregung festzustellen, sei deshalb auch die 
weitere Transformation 


dees alle (14) 


in (1) vorgenommen. Die kubische Gleichung fir W 


W3—c,W2+c,W +c, =0 (15) 
hat die Koeffizienten 
“= ioe (16) 
2 
o=(—) +94 +0, (17) 
Cs <4(2n—F 32). (18) 


Bei negativer Diskriminante und positiven Koeffizienten kommen in 
(15) nur zwei Zeichenwechsel vor, d.h. eine der drei reellen Wurzeln ist 
dann negativ; damit folgt nach (14) 


Ay < = (19) 
Findet die Erregung mit der Frequenz der freien Eigenschwingung ny 
statt, ist also 


Son! = Nts (20) 
t+ o2 

[ee 

so ergibt sich aus (5) 7 =x/8. Damit reduzieren sich die Koeffizienten 

der Gl. (15) auf 


= eet ee ye 
G4 =0, Co=—5xy, C=—iny’*. 


nH = 


Nach einem bekannten Satz der Algebra ist dann auch die Summe 
ihrer 3 Wurzeln Null. Jetzt sind bei negativer Diskriminante zwei 
W-Wurzeln negativ, also A, und A, kleiner als x/8. Fiir A, gilt stets die 
Ungleichung 


A (21) 


Erfolgt die Erregung mit der Grenzfrequenz, ist also m = Ny, SO wird 
7 =O und die Diskriminante (9) ist fiir jedes x positiv; es existiert dann 
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ios) 


also nur eine reelle Wurzel, die fiir die U-Gleichung stets positiv ist, 
d.h. nur A; ist jetzt reell. Es mu demnach ein M,<M geben, bei 
dem A, und A, zusammenfallen. Die Bedingung fiir das Auftreten dieser 
Doppelwurzel ist das Verschwinden der Diskriminante (9). Bezeichnet 
man mit o die einzige positive reelle Wurzel der Gleichung 


ao? —b, 0? + bog —b3 =0, (22) 
so ist nach (5) 


.= 7; (23) 


diese kritische Frequenz der Erregung hangt wesentlich von ihrer 
Amplitude ab. 

Auch fiir m > i bleibt nur die reelle Wurzel A; iibrig. 

Zur Untersuchung der Abhangigkeit der Wurzeln der Parameter- 
gleichung von der Frequenz und Amplitude der Erregung sei folgende 
Betrachtung angestellt: Die Parametergleichung geht hervor durch 
Nullsetzen der rationalen ganzen Funktion dritten Grades 


A(A) = #3 —a, 22 + agh—asz. (24) 


Die graphische Darstellung von A(A) werde kurz ,,Parameterkurve‘‘ 
genannt. A’(A) =0 hat die beiden Wurzeln 


ey 1 x x \2 ae 
—— 2 fe eee ly (, ) + 
ef 3 eG | / 8 ar Xk 


das sind die beiden Extrema der Parameterkurve. Da A” (e,) negativ 
und A” (es) positiv ist, gibt e, die Abszisse des Maximums und e, die des 
Minimums an. Der Abstand der beiden Extrema betragt 


‘ (25) 


27/ a a ae 
4 = 2 |/(n—-*) + S47. (26) 


Damit kann auf den Abstand der kleinsten Wurzel von der groBten 
geschlossen werden, denn es ist? 


As — Ay <3 (¢.—4). (27) 
Der Wendepunkt hat die Abszisse 
1 py eee 
w=— (29+ 4) (28) 
und die Ordinate 
Pad x \3 ‘i nou $0 Whee > 
A(w) = 27 (y _ = 12 “(ni | ase fe (29) 


1 Sz. NAGY, J.v.: Jiber. D.ML-V. 27, 42 (1918). 
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Fiir m<m, hat die Parameterkurve also einen Verlauf, wie ihn Abb. 4 
zeigt. Nahert sich m der Grenzfrequenz 7, so wird 7 kleiner und damit 
auch w, A(w) und A,;—A,. Bei einer Erregerfrequenz m> m, ist das 
Maximum unter die Abszisse gesunken und die Kurve hat — wie in Abb. 2 
dargestellt — mit ihr nur noch einen reellen Schnittpunkt. 


VergréBert man die Amplitude der Erregung und damit z, so riicken 
2, und A, weiter auseinander, wahrend der Wendepunkt dabei seine 
Abszisse nicht andert. Da die Summe der Wurzeln von Gl. (1) 


Ay + dg + dg =, = 29 +5 (30) 


unabhangig von x ist, ist die Gesamtanderung der 3 Wurzeln Null, 
d.h. A, wird kleiner und A, gréBer. 

Fir 7, = x/8 (m = n,) reduzieren sich die Formeln (25), (26) und (29) 
auf besonders einfache Ausdriicke. 

Im Grenzfall unendlich kleiner Schwingungen (x = 0), der im vorigen 
Abschnitt schon betrachtet wurde, hat die Parametergleichung aufer 
der Wurzel 4 = 0 auch die Doppelwurzel 2 = ». 


4. Die Stabilitat der Schwingungen. 
Im dritten Abschnitt wurde gezeigt, daf die Parametergleichung 
ftir m < m, drei verschiedene positive reelle Wurzeln A; besitzt; zu jeder 


gehort nach (4.4) eine Frequenz 
No 


Ns = fae (1) 
d.h. es existieren dann drei verschiedene Eigenschwingungen. Wegen 
der nichtlinearen Differentialgleichung kénnen diese aber nicht gleich- 
zeitig auftreten und sich zu der resultierenden Bewegung zusammen- 
setzen. Durch Anwendung von (3.13) ergeben sich fiir die drei Eigen- 
frequenzen die Ungleichungen 


Ny >, > ny > mM >nN,. (2) 


Der kleinsten Wurzel A, entspricht hiernach die groBte Eigenfrequenz ,, 
die der Grenzfrequenz my am nachsten kommt. Zu A,gehort eine Frequenz 
der Eigenschwingung, die stets kleiner ist als die Erregerfrequenz. 
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Mit der Abkiirzung 


kann man der ersten Naherung folgende Form geben: 
gy =a (i—V;) cosn;t + aV;cosmt. (4) 


V, ist ein dimensionsloser Faktor, der die Vergr6Berung der Antfangs- 


amplitude zum Ausdruck bringt. Wegen (2) ist 
Van 220. (5) 


Im Vergleich mit der Frequenz der freien Eigenschwingung n, folgt 
aus (3.19) 
Ny > Ny > Ny (6) 
und aus (3.21) 
ny > Ng. (7) 


ZusammengefaBt lautet das Ergebnis: 

Fiir den Parameter A, besteht der Einfluf der Erregung auf die Eigen- 
schwingung in einer Vergroferung threr Frequenz und einer Verkleine- 
rung threr Amplitude, wihrend fiir A, die entgegengesetzten Anderungen 
eintreten. 

Die Frage nach der kinetischen Stabilitat der drei méglichen Eigen- 
schwingungen kann nun leicht beantwortet werden, und zwar braucht 
man dazu folgendes Kriterium: Von verschiedenen unter gleichen Be- 
dingungen modglichen Bewegungen eines Systems sind diejenigen kinetisch 
stabil, fiir die die kinetische Energie ein Extremum besitzt'. Hiernach ist 
also wegen der Ungleichungen (2) die zu dem mittleren Frequenz- 
parameter A, gehdrende Eigenschwingung — und damit auch die von 
ihr bestimmte resultierende Bewegung — kinetisch labil, d.h. bei der 
geringsten Storung wird sie in die stabile schnellere Eigenschwingung 
iibergehen ; das Uberschlagen in die stabile langsamere Eigenschwingung 
wird deshalb nicht auftreten, weil hierzu nach der zweiten Gl. (5) auch 
ein Phasensprung notwendig ware. 

Fiir 2 = 7 nimmt das durch (1.7) definierte » den Wert 1 an. Da 
nun aus (4.8) folgte, daB bei endlicher Amplitude nie 4 = 7 sein kann, 
so kann man hieraus schlieBen: Bei erzwungenen Pendelschwingungen 

endlicher Amplitude ist Ubereinstimmung der Erregerfrequenz mit der 
Eigenfrequenz unméglich. Damit darf aber nicht auf die Unmog- 
lichkeit des Resonanzfalls, d.h. der unbegrenzten Aufschaukelung der 


1 Dieses Prinzip ist das Analogon zu dem bekannten Drricutetschen Kriterium 
fiir die Stabilitat des Gleichgewichts, das ein Minimum der potentiellen Energie 


verlangt. 
GA 
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Amplitude, geschlossen werden. Nur wenn A, die Bewegung bestimmt, 
ist dieser SchluB richtig, da dieser Parameterwert stets reell ist. Zu 
einem ganz anderen Ergebnis wird man aber bei der durch A, be- 
stimmten Bewegung gefiihrt. Bei der geringsten Uberschreitung der 
durch (3.23) definierten ,,kritischen Frequenz‘‘ wird namlich A, (und ,) 
komplex. Das Auftreten eines komplexen Arguments bedeutet aber bei 
der Kosinusfunktion das Anwachsen der Amplitude mit dem Hyperbel- 
kosinus. Fiir Pendelschwingungen endlicher Amplitude stellt sich der 
Resonanzeffekt also nicht wie bei erzwungenen Schwingungen kleiner 
Amplitude bei Ubereinstimmung der Erregerfrequenz mit der Grenz- 
frequenz ein, sondern frither, indem die Resonanzstelle wesentlich von 
der Frequenz und Amplitude der Erregung abhangt. 


Zusammenfassung. 


Bei erzwungenen Pendelschwingungen endiicher Amplitude ist die 
Eigenfrequenz nicht nur von der Anfangsamplitude abhangig, sondern 
wird auch von der Frequenz und Amplitude der Erregung beeinfluBt, 
und zwar derart, daB drei verschiedene Eigenfrequenzen moglich sind, 
von denen eine stets kleiner ist als die Erregerfrequenz. Zu jeder Eigen- 
frequenz gehdrt bei dem von der Erregung herriihrenden Bestandteil 
der resultierenden Bewegung eine andere Amplitude. Nur zwei der drei 
moglichen Pendelschwingungen sind kinetisch stabil. 

Der Resonanzeffekt tritt bei emer Erregerfrequenz auf, die kleiner 
ist als die Grenzfrequenz; die Resonanzstelle ist auch von der Amplitude 
der Erregung abhangig. Bei einer Erregerfrequenz, die gleich oder groBer 
ist als die Grenzfrequenz, ist nur noch eine periodische Bewegung még- 
lich, die stets stabil ist ; die Fremdschwingung hat dann entgegengesetzte 
Phase. 

Die resultierende Bewegung besteht auBer den beiden Grundschwin- 
gungen auch aus Oberschwingungen und Kombinationsschwingungen. 

Die hier angegebene allgemeine Lésung bleibt auch richtig, wenn die 
Erregung ,,abgeschaltet‘’ oder der EinfluB der endlichen Amplitude 
vernachlassigt wird; selbst der Resonanzfall bei kleinen erzwungenen 
Schwingungen ist in ihr als direkter Spezialfall enthalten. 
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Der analytische Zusammenhang 
zwischen den StreumatrixzElementen 
und den diskreten stationiiren Zustiinden 
in der Heisenbergschen SzMatrix-Theorie. 


Von 
KARL WILDERMUTH. 


(Eingegangen am 29. Juli 1949.) 


Einleitung. Aufstellung der S-Matrix mittels der SCHRODINGER-Gleichung im 
Impulsraum. Beispiel. Aufstellung der S-Matrix mittels der SCHRODINGER-Glei- 
chung im Ortsraum. Beispiel von Ma. 


Betrachten wir! ein einzelnes Teilchen in einem zentralen Kraftfeld, 
so kann die S- bzw. 7-Matrix auf Diagonalform gebracht werden, indem 
man Wellenfunktionen benutzt, die Produkte von Kugelfunktionen 
und Funktionen des absoluten Wertes des Impulses K sind. In groBen 
Abstanden vom Streuzentrum hat die einfallende Welle die Form e~ '*"/7 
und die auslaufende die Form e7 '*'/r. Die Eigenwerte S’ von S bestimmen 
bis auf ein Minuszeichen den Faktor von e* ‘*’/y, wenn die einfallende 
Welle ohne irgendeinen Phasenfaktor angenommen wird. Der Eigen- 
wert S’ ist in allen einfachen Fallen eine analytische Funktion von K 
und damit von der Energie E. Man erhalt nun nach KRAMERs die dis- 
kreten Energiezustande des Systems, wenn man & auf der positiv- 
imaginadren Achse fortsetzt und diejenigen K-Werte bestimmt, bei denen 
die analytische Fortsetzung der einfallenden Welle verschwindet. Das 
bedeutet, daB S’ fiir diese positiv-imaginaren K-Werte Pole besitzt. 

Wie zuerst MA? bemerkte, gibt es aber auch Potentialfunktionen 
(z.B. V=V,e—""), deren zugehérige Eigenwertsfunktion S'(K) zu- 
satzlich Pole auf der positiv-imaginaren K-Achse besitzt, denen kein 
diskreter Zustand des Systems entspricht. 

Im folgenden wird nun ein Verfahren zur Bestimmung der stationaren 
Zustande eines Systems aus der S-Matrix entwickelt, das das Auftreten 
dieser falschen Pole vermeidet. Es wird sich dabei herausstellen, daB 
beim Ubergang zu negativen Energiewerten in der analytischen Fort- 
setzung der S-Matrix gewisse Wurzelvorzeichen unbestimmt bleiben 
(die S-Matrix besitzt beziiglich der Energie am Ursprung einen Ver- 
zweigungspunkt). Um diese Wurzelvorzeichen eindeutig festzulegen, 
muB die S-Matrix nicht nur auf der positiv-reellen Energieachse bekannt 


1 HEISENERG, W.: Z. Naturforschg. I, 608. 
2 Ma, S.T.: Phys. Rev. 69, 668. 
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sein, sondern man muB8 ihr Verhalten auch in einer infinitesimalen Um- 
gebung dieser Achse kennen, Ist diese zusatzliche Voraussetzung er- 
fiillt, so sind die stationaren Zustande eines Systems eindeutig durch 
die S-Matrix im Kontinuum festgelegt. 

Bekanntlich hat der Radialanteil der SCHRODINGER-Gleichung 
folgendes allgemeine Aussehen: 


De 24 . L(l 
ee ok ot (E —V)u— + ) 10 (1) 


Hierbei ist w der mit 7 multiplizierte Radialanteil der SCHRODINGERschen 
Wellenfunktion. Die physikalisch sinnvollen Lésungen dieser Gleichung 
sind nun im allgemeinen dadurch ausgezeichnet, da w am Ursprung 
verschwindet und fiir 7 > oo nicht divergiert (die erste Bedingung ist 
in manchen Fallen zu eng gefaBt, aber darauf soll jetzt nicht eingegangen 
werden). Schreiben wir (1) in den Impulsraum beziiglich des Radial- 
impulses um, so erhalten wir folgende allgemeine Integralgleichung. 


(k2—E)u(k) + f (R\A| R’) dk’ u(k’) =0. (2) 
Hie Nie P BA a i " 2m +, id+1) . 
ierbei ist (k|A| k’) die Matrixdarstellung von a V+ — a 
Raum des Radialimpulses. 

Um (2) zu bekommen, geht man folgendermaBen vor: Man gewinnt 
zuerst durch zweimalige Integration tiber 7 die zu (1) gehdrige Integral- 
gleichung mit den zugehérigen Randbedingungen fiir 7 = 0 und 7 = 
und geht dann mit dieser Gleichung in den Radial-Impulsraum iiber. 
Dieser Umweg ist notwendig, da in (2) die Randbedingungen fiir 7 = 0 
und 7 = co mit enthalten sein miissen. Der Ubergang in den Impulsraum 
ist fir die folgende allgemeine Betrachtung zweckmiabig gerade wegen 
der in diesem Raum implizit miterfaBten Randbedingungen. So werden 
z. B. die fiir r= co divergierenden Wellenfunktionen von vorn herein 
ausgeschlossen, 


Wir konnen nun (2) als Grenzfall folgender allgemeineren Integral- 
gleichung auffassen: 


Wee UR UCM AN Run rl 1: 
(x? — B) ~ ngs + f @lAlR yan (2. 4 2), 


a(k) Se (Rk) 


Hierbei ist E =E+iaund E* =E—ia. « reell und > 0. 


Wir erhalten aus (3) die Gl. (2), wenn wir « gegen 0 gehen lassen und 
auBerdem 


=u (k) (4) 
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setzen. Wie man durch Ubergang! in den Ortsraum leicht einsieht, 


: La R . < = Os: 
beschreibt es asymptotisch eine auslaufende Welle und —** (®) 
a h2 — F* 


asymptotisch eine einlaufende Welle. Wir stellen also w(k) als Uber- 
lagerung einer asymptotisch auslaufenden und einlaufenden Welle dar. 


Man sieht zudem aus (4), daB —°* *) und Be (F) wegen des Energie- 
RHE hk? — E* 
satzes keine weiteren Singularitaten auf der reellen k-Achse besitzen 
diirfen. 
Betrachten wir w(k) als Funktion des Parameters E, so wissen 
wir, daB fiir negatives E und « + 0 nur Eigenfunktionen zu bestimmten 
diskreten Energieeigenwerten existieren. Das heiBt, fiir negatives E 


und « +0 muB im allgemeinen fiir jeden Wert & . 


ge, (k, E, E*) = —g,(k, E, E*) 


Sa 


sein, und nur fiir die diskreten Energiewerte E,, wird diese Gleichung 
nicht erfiillt. Das bedeutet, daB fiir diese Energieeigenwerte von 0 
verschiedene Eigenfunktionen existieren. 

Da die S-Matrix im wesentlichen durch das asymptotische Verhalten 
der Wellenfunktion im Ortsraum (das ist im Impulsraum durch das 
Verhalten der Wellenfunktion in der Umgebung von k? = E) gegeben 
ist und im Ortsraum ihr Eigenwert S’ als Phasenfaktor bei der auslau- 
fenden Welle steht”, erhalten wir S’, wenn wir 


2 F | La E, E* 
Ss / im == satiee d (5) 
WE Pe, E*) 


bilden. Der Faktor |/E*/E kommt durch den Ubergang in den Ortsraum 
herein. Fiir E <0 ist nach oben g,(E, £*)/g.(£, E*) im allgemeinen 
=-—1. Daher muB S’ fiir E < 0 auBer fiir die diskreten Energiewerte 


= +1 sein (/E*/E wird fiir negatives E gleich —1). 

Bei der eben durchgefiihrten Betrachtung ist zu beachten, dab E 
immer so analytisch fortgesetzt werden muB, dab der Punkt + 7 « bzw. 
—ia nicht umlaufen wird, denn die Integration iiber k’ in (2) mub 
immer auf eine Integration iiber die reelle Achse zuriickgefiihrt werden 
koénnen. Da wir auBerdem vorausgesetzt haben, dafi fiir & > 0 stets 
das positive Wurzelvorzeichen zu nehmen ist, ist das Vorzeichen von 
\E* bzw. |zé immer eindeutig festgelegt. 

Man sieht aus der obigen Uberlegung, da man nicht nur S’(E) 
auf der positiv-reellen Achse kennen muB, sondern S’(£) auch in einer 
infinitesimalen Umgebung dieser Achse bekannt sein mu, um die dis- 
kreten Energiewerte aus dem kontinuierlichen Spektrum der S-Matrix 


1 HEISENBERG, W.: Z. Phys. 120, 519. 
2 HEISENBERG, W.: Z. Naturforschg. |, 608. 
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ableiten zu kénnen. Falls die obigen Voraussetzungen erfiillt sind, er- 
halt man die diskreten Energiewerte des betrachteten Systems dadurch, 
daB man untersucht, fiir welche negativen Energiewerte E, S’(E) von 
+ 4 verschieden wird. 

Zur Erlauterung der eben besprochenen Methode betrachten wir ein 
einfaches eindimensionales Beispiel. Daran sieht man dann auch sofort 
explizit den Unterschied zur KrAMeERsschen Methode. 


Ein Teilchen bewege sich langs der x-Achse und werde durch ein 
6-funktionsartiges Potential am Ursprung gestreut. Seine zugehdrige 
SCHRODINGER-Gleichung lautet also: 


on 


\- ae (x) Ly (x) =EWV (x). (6) 


Hierbei haben wir in der SCHRODINGER-Gleichung samtliche fiir unsere 
Betrachtung unwesentlichen Konstanten weggelassen. Die DirAcsche 
6-Funktion ist dabei, wie bekannt, folgendermaBen definiert: sie ist 
uberally == Orauber tun =O) hunk) On windesiessouunenditchemcdals 


++ 00 
i] 6(x)dx = 1 wird. Wie wir gleich sehen werden, existiert fiir das obige 


Potential bei positivem B ein diskreter Zustand mit der Bindungs- 
energie & = — 6?, Wir gehen nun in den Impulsraum tiber. Schreibt 


man. fur 
+00 


Sll= ae f etree Par (7) 
und setzt a 
Ps ean ees eis (8) 


so erhalt man als Gleichung im Impulsraum 
9 B ‘ 7 , 
(8? —E) f(t) —— | #(R)dk'=0. (9) 


Wie sich durch Einsetzen in (9) leicht nachpriifen la8t, hat die stationdre 
Losung, die die Bindung des Teilchens am Ursprung beschreibt, die Form 


f(k) = RoE (10) 
mit 
E =— B?, (11) 


Um /(R) fiir positive E-Werte zu bestimmen, machen wir nach oben 
folgenden Ansatz: 


ON rr py Ae (12) 
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Gehen wir mit (12) in die nach Art von Gl. (3) modifizierte Gl. (9) ein, 
so erhalten wir nach (5) 


‘ Bi 
2 E* E* | : 
SW) = — A = — |/ — ee (13) 
E eg 8 
x0 | E 
Lassen wir nun £ negativ werden, so wird S’(E) = +1 auBer fiir 
E =—B5?, wie zu erwarten war. Die Wellenfunktion verschwindet also, 
auBer wenn £ = —B?, d.h. gleich der Energie des Bindungszustandes 


ist. Man erkennt nun auch leicht den Unterschied zur KRAMERSschen 
Methode. Nach ihr muB man in saémtlichen Wurzelausdriicken fiir 
negatives & positiv-imaginare Wurzel nehmen. Daher besitzt bei An- 
wendung dieser Methode S’(£) fiir E = —B? einen Pol auf der negativen 
Energieachse. In unserem Beispiel fithren also beide Verfahren zum 
selben Ergebnis ftir den diskreten Energiezustand. 

Da fast alle Probleme der Quantenmechanik bis jetzt mit Hilfe der 
SCHRODINGER-Gleichung im Ortsraum behandelt wurden, wollen wir das 
eben besprochene Verfahren in den Ortsraum umdeuten, um dann an 
Hand des Maschen Beispiels zu zeigen, daB unser Verfahren nur die 
richtigen Energieeigenwerte liefert. 

Um im Ortsraum, analog zu Gl. (3) und (4) im Impulsraum, die 
asymptotisch auslaufende Welle zu erhalten, ersetzt man in der SCHRO- 
DINGER-Gleichung (1) E durch & und nimmt diejenige Lésung, die fiir 
y — co konvergiert. Ahnlich erhalt man die asymptotisch einlaufende 
Welle. Nur muB man jetzt E durch £* ersetzen. Fiir die Gesamtwellen- 
funktion macht man entsprechend zu Gl. (4) den Ansatz 


“= a(E, E*)u,(r,E) + u,(7, E*) (14) 
U, 


(u, = auslaufende Welle, — einlaufende Welle), 


wobei sich a(E, E*) bei endlichem « aus der Randbedingung fiir 7 = 0 
ergibt!, also gewohnlich aus der Bedingung, daB fiir 7 = 0 wu =O sein 
soll. Man erhalt dann 
i 2a (EB, E*Yy, (B) OVE" + g(E*)e VF” (15) 
1 —> CO a—>0 


und daraus = 
#9. (E) (16) 


Aus S’ bekommt man jetzt die diskreten Energieeigenwerte £,, nach 


dem oben besprochenen Verfahren. 
Riickblickend erkennen wir, daB die durch unsere Methode gewonne- 


nen Ortsraum-Wellenfunktionen auch fiir E <0 und 4-— oo nicht 


1 Dadurch wird erreicht, daB auch bei negativem E£ und «— 0 die Randbe- 
dingung fiir y = O sicher erfiillt wird. 
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divergieren, sondern wegen =) a* = \£ = i V\E| gegen O gehen. 
Es werden also auch im Ortsraum fiir E <0 samtliche Randbedingungen 
erfiillt und die SCHRODINGER-Gleichung (1) durch die Wellenfunktion (14) 
befriedigt. Daraus wird noch einmal deutlich, da die Wellenfunk- 
tion (14) fir E <0 nur von 0 bzw. S’ von + 14 verschieden sein kann, 
wenn E einen diskreten Energieeigenwert annimmt. 

Wir kommen nun zum Maschen Beispiel?. 

Hier wird als Potentialfunktion 


Vir) =—Ne * (17) 


angenommen, wobei y und a positive Konstanten sind. Mit diesem 
Potential wird aus der SCHRODINGER-Gleichung (1) ? 


Pyle 2m V, 


Ae pepe) eee |e (Ke = 2; agri Ries |: (18) 
Die Lésungen der asymptotisch auslaufenden und einlaufenden 


Wellen lauten!: 
CO — jeaaRr: (2a (Uy x)8) 


a—->o 


U, = Jeeagne: (2010, a"). 


a—>0 


au 
dy 


(19) 


Hierbei sind die J BrsseL-Funktionen und es ist e * = x gesetzt. 
AuBerdem legen wir fest: 


;ete=K ind Rowe =k, 
Machen wir nun fiir w den Ansatz (15), so bestimmt sich a(K, K*) 
aus der Bedingung, daB fiir 7 = 0, d.h. fiir x = 1, die Wellenfunktion 


verschwinden mu, zu 
JaaKei(2 (Uy *)4) 


a(K, K*) = 20 
J_2aKi (24 (Uy 4)?) a 
Dat aus wu, asymptotisch | 
iKr 
UN, = alU, 1\—2aKi @ = 
pee ta (U)") Tieomerns) en 
und aus #, asymptotisch 
—iK*r 
a (U,): + 2aK*i f as 
oe eo T(2aR*i +1) 22) 
wird, so bestimmt sich S’(£) nach Gl. (16) zu 
; Joa z.,(24(U »)3) = Gi a aes 
iS (E) at 2aK*i BS (a (U,)3) 2ai(n—n ) EAS 1) : (23) 
Fe aGe cal I'(—2aKi+1) 


1 Ma, S. T.: Phys. Rev. 69, 668. 
* Wir betrachten nur die Zustande mit dem Drehimpuls / = 0. 
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Wie man ohne weitere Erlauterung sieht, wird fiir negatives E und 
a—>0 S'(E) gewohnlich gleich +1, daK =+7]/|E| und K* =—i \JE| 
wird. Nur fiir die Energiewerte E,, bei welchen Zahler und Nenner 
Nullstellen bzw. Pole besitzen, wird S’(E) + +1. Diese E,, sind daher 
die Energiewerte der diskreten Zustinde. Im Gegensatz zur KRAMERS- 
schen Methode? kénnen jetzt die Argumente der J-Funktionen keine 
negativ-reellen Werte annehmen, d.h. die J-Funktionen besitzen fiir 
die betrachteten K- bzw. K*-Werte keine Pole. Da auBerdem in dem 
betrachteten Wertebereich von K bzw. K* die J-Funktionen keine 
Nullstellen und die Besse1-Funktionen keine Pole besitzen, bleibt als 
Bedingungsgleichung fiir die diskreten stationéren Zustinde folgende 
Gleichung iibrig: 


Jeuns 2a 10,)*).— 0. (24) 


Diese Gleichung liefert aber nach BETHE und BAcHER? gerade die 
richtigen Energiewerte. 

Ebenso fiihrt unser Verfahren bei den verschiedensten anderen 
Potentialen, wie z. B. CouLoms-Potential und Potentialtopf, zu den 
richtigen Energieeigenwerten. Aber darauf soll hier nicht eingegangen 
werden, da bei ihnen die KRAMERSsche Methode ebenfalls funktioniert. 

AbschlieBend ist zu sagen: Wenn es sich herausstellen sollte, daB eine 
zukiinftige Theorie der Elementarteilchen die S-Matrix direkt liefert, so 
muB durch sie nach den vorhergehenden Betrachtungen die S-Matrix 
als Funktion von £ nicht nur auf der positiv-reellen H-Achse, sondern 
auch in einer infinitesimalen Umgebung dieser Achse geliefert werden, 
um aus ihr (nach dem obigen Verfahren) die richtigen Energieeigenwerte 
ableiten zu kénnen. Dadurch werden, wie bereits in der Einleitung er- 
wahnt, die Wurzelvorzeichen der Energie in der S-Matrix beim Ubergang 
zu negativen Energiewerten eindeutig festgelegt. 

Mathematisch ist es von Interesse, daB die nicht-analytische Funk- 
tion S’(Z)* als Grenzfall einer analytischen Funktion dargestellt werden 
kann. Es ware aufschluBreich, einmal zu untersuchen, inwieweit nicht- 
analytische Funktionen komplexer Veranderlicher als Grenzfalle ana- 
lytischer Funktionen dargestellt werden kénnen. 


Gottingen, Max-Planck-Institut fiir Physik. 


1 Ma, S.T.: Phys. Rev. 69, 668. 

2 BeTHE u. BacHER: Rev. mod. Phys. III, 8 (1936). 

3 Im Gegensatz zur KRAMERSschen Methode muB hier S’(£) als nichtanaly- 
tische Funktion von E aufgefaBt werden. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, S. 92—121 (1949). 


Das analytische Verhalten 
der asymptotischen Wellenfunktion 
und die S- bzw. 7-Matrix fiir mehrere Teilchen. 


Teil I. 
Von 
KARL WILDERMUTH, GOttingen. 
(Eingegangen am 29. Juli 1949.) 


Aufstellung der S-Matrix fiir ein eindimensionales Mehrkérperproblem in erster 

Naherung. Zusammenhang zwischen den Matrixelementen der reinen Streuung und 

denjenigen, die die Ionisation bzw. Erzeugung von Teilchen beschreiben. Herlei- 

tung der zwetten Naherung der S-Matrix. Betrachtungen tiber das allgemeine ana- 
lytische Verhalten der exakten S-Matrix. 


Evnleitung. 
Nach HEISENBERG! werden die Wirkungsquerschnitte bei Streu- 
prozessen bestimmt durch eine unitare Streumatrix S oder durch eine 
hermitische Matrix 7, die mit S durch die Beziehung 


S= een 


verbunden ist. HEISENBERG hat darauf hingewiesen!, dafS in einer 
zukiinftigen Theorie der Elementarteilchen diese Streumatrix S auch 
dann eine Rolle spielen wird, wenn es in dieser Theorie keine HAMILTON- 
Funktion mehr geben sollte, d.h. auch dann, wenn die zukiinftige 
Theorie vom bisherigen Formalismus erheblich abweicht. Denn die 
Streumatrix S kann unmittelbar als ein Darstellung der bei Streu- 
problemen beobachtbaren Gréfen angesehen werden. Allerdings gibt es 
noch andere beobachtbare Gréfen, die von der zukiinftigen Theorie mit 
dargestellt werden miissen, z. B. die stationdren Zustande in gebun- 
denen Systemen. Nach einer Bemerkung von KRAMERs sind aber auch 
die stationaren Zustande in der Streumatrix S unter gewissen Voraus- 
setzungen (auf die wir in dieser Arbeit nicht naher eingehen wollen) 
enthalten. Wenn es sich um die Streuung eines Teilchens an einem 
Kraftzentrum handelt (Einkérperproblem), so folgt aus dem analyti- 
schen Verhalten der Matrixelemente von S die Lage der stationaren 
Zustainde. Die auf die Diagonalform gebrachte S-Matrix hat namlich 
nach KRAMERS Singularitaten an den Stellen der stationdren Zustinde}. 

Man wird also ganz allgemein erwarten, da das analytische Ver- 
halten von S Auskunft gibt tiber die Lage der stationiren Zustande. 


1 HEISENBERG, W.: Z. Phys. 120, 513, 673. — Z. Naturforschg. I, 11 (1946). 
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Bei Systemen von mehreren Elementarteilchen sind diese Verhiiltnisse 
bisher noch nicht befriedigend geklart worden. Wenn z.B. beim StoB 
eines Elementarteilchens auf ein anderes (zusammengesetztes oder ein- 
faches) Teilchen die Méglichkeit besteht, daB entweder elastische Streu- 
ung stattfindet oder bei dem Stof ein neues Teilchen entsteht (oder aus 
dem zusammengesetzten System herausgeschlagen wird), so wird sicher 
ein analytischer Zusammenhang bestehen zwischen den Matrixelementen 
fiir elastische Streuung und den fiir die Erzeugung eines neuen Teil- 
chens. Analog dazu wird beim ZusammenstoB mehrerer freier Teilchen 
ein analytischer Zusammenhang zwischen den Matrixelementen der 
reinen Streuung und denjenigen bestehen, die die Vernichtung eines 
freien Teilchens bzw. den Ubergang eines freien Teilchens in einen ge- 
bundenen Zustand beschreiben. In einer friiheren Arbeit! hat HEIsENn- 
BERG eine Vermutung tiber diesen Zusammenhang aufgestellt, die aber 
bisher nicht mathematisch begriindet werden konnte und die auch 
wahrscheinlich nicht allgemein richtig ist. Die folgende Untersuchung 
stellt sich die Aufgabe, tiber diesen Zusammenhang zwischen den ver- 
schiedenen Wirkungsquerschnitten und den ihnen zugrunde liegenden 
Matrixelementen naheres zu erfahren. AuBerdem soll in dieser Arbeit 
das Verhalten der Matrixelemente der reinen Streuung in Abhangigkeit 
von der Energie, an den Stellen der Energieskala untersucht werden, 
an denen neue Teilchen entstehen bzw. gebundene Teilchen ionisiert 
werden kénnen. Die Matrixelemente, die die Entstehung neuer Teilchen 
bzw. die Ionisation gebundener Teilchen beschreiben, kOnnen nur ober- 
halb der kritischen Energie (Ruhenergie des neuen Teilchens bzw. 
Ionisationsenergie des gebundenen Teilchens) wegen des Energiesatzes 
von Null verschieden sein. Dagegen sind die Matrixelemente der reinen 
Streuung sowohl unterhalb wie oberhalb der kritischen Energie von Null 
verschieden. Es ist daher von Interesse, kennenzulernen, wie sich diese 
Matrixelemente an den oben genannten Stellen der Energieskala ver- 
halten. 

Eine solche Untersuchung kann natiirlich nur vorgenommen werden 
an quantenmechanischen Problemen, bei denen sicher keine prinzipiellen 
Schwierigkeiten auftreten, also wohl am besten bei den Mehrkorper- 
problemen der unrelativistischen Quantenmechanik. Wir werden im 
folgenden daher méglichst einfache Mehrkérperprobleme der unrelativi- 
stischen Quantenmechanik studieren, bei denen die gestellten Fragen 
ohne zu groBen mathematischen Aufwand behandelt werden konnen. 
Ein einfacher Fall der unrelativistischen Quantenmechanik wurde schon 
von B. TouscHEK behandelt? und zu einer teilweisen Beantwortung der 
gestellten Fragen benutzt. TouscHEK betrachtet ein freies Teilchen A, 


1 HEISENBERG, W.: Z. Phys. 120, 513. 673. — Z. Naturforschg. I, 11 (1946). 
2 TouscHEK, B.: Z. Phys. 125, 293. 
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das mit einem System B, das nur zweier Zustande fahig ist, in Wechsel- 
wirkung tritt. Dieses System ist aber noch etwas zu speziell, um das 
analytische Verhalten der Matrixelemente allgemein anzugeben. Wir 
betrachten daher ein System, das aus einem Teilchen besteht, welches 
an ein Kraftzentrum gebunden sein oder von diesem Kraftzentrum 
losgelést werden kann. Dieses System wird gestért durch ein von auBen 
kommendes freies Teilchen, das mit dem Teilchen des ersten Systems 
in Wechselwirkung tritt. Um die Rechnungen méglichst zu vereinfachen, 
wird zunachst angenommen, daB die beiden Teilchen nur je einen Frei- 
heitsgrad haben, d.h. sich auf einer geraden Linie bewegen. Da sich 
spater herausstellt, da diese Annahme an einer Stelle zu Folgerungen 
fiihrt, die bei dreidimensionalen Problemen nicht auftreten, wird spater 
mit einer ahnlichen Naherungsmethode auch das dreidimensionale 
Problem behandelt. 

Von den bisher iiblichen mathematischen Verfahren werden wir 
insofern abweichen, als wir konsequent im Impulsraum rechnen und 
nur zur Aufstellung der asymptotischen Wellenfunktion hie und da in 
den Ortsraum iibergehen. Die Griinde dafiir sind folgende: Erstens laBt 
sich die SCHRODINGER-Gleichung selbst fiir das einfachste Mehrkorper- 
problem wohl kaum geschlossen integrieren. Es mu daher ein Naherungs- 
verfahren angewandt werden, das dem Bornschen Verfahren ahnlich 
ist. Bei letzterem erhalten wir aber die einzelnen Naherungen ent- 
wickelt nach den Eigenfunktionen des ungestérten Systems. Dadurch 
wird die Ubersicht iiber das analytische Verhalten der Wellenfunktion 
sehr erschwert. 

Wie wir nachher sehen werden, ]aBt sich bei unseren Beispielen diese 
Schwierigkeit vermeiden, indem wir in den Impulsraum iibergehen. 
Hier k6nnen wir die (7 + 1)-te Naherung sofort formal als Funktion 
der m-ten Naherung hinschreiben. Und zwar liegt das daran, daB uns 
hier keine Randbedingungen wie im Ortsraum vorgeschrieben sind 
(auBer der einen, daB die Wellenfunktion fiir groBe Impulse geniigend 
rasch verschwinden mu). Dafiir haben wir es hier mit einer Integral- 
gleichung zu tun. Bekanntlich la8t sich das analytische Verhalten der 
Lésung einer Differentialgleichung in Abhiangigkeit von irgendwelchen 
Parametern bei komplizierteren Problemen leichter an der zugehorigen 
Integralgleichung untersuchen, da durch die Integration iiber die Variab- 
len die Randbedingungen implizit miterfaBt werden. 

Ein zweiter Grund, warum wir in den Impulsraum tibergehen, ist 
folgender: Wenn wir in einer zukiinftigen Theorie tiberhaupt noch 
von der HAMILTON-Funktion eines Systems sprechen kénnen, so laBt 
sich diese wahrscheinlich nicht im Ortsraum verniinftig darstellen, da 
eine genaue Ortsbestimmung nach Untersuchungen von HEISENBERG! 


1 HEISENBERG, W.: Z. Phys. 110, 251. 
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wahrscheinlich nicht méglich ist. Es ist daher zweckmaBig, in einen 
Darstellungsraum iiberzugehen, in dem die Ortskoordinaten uberhaupt 
nicht auftreten, z. B. in den Impulsraum. AuBerdem fallt hier die Sonder- 
stellung der Wechselwirkungsmatrix im Ortsraum als Diagonalmatrix 
weg. Wir miissen diese Sonderstellung fiir die elektromagnetischen 
Krafte zumindest naherungsweise verlangen, da die Quantenelektro- 
dynamik korrespondenzmaBig in die klassische Theorie einmiinden muB. 
Dagegen braucht dies fiir die Kernkrafte auch nicht mehr angendhert 
zu gelten. Hier ist nur zu fordern, daB die Wechselwirkungsenergie 
sehr rasch mit der gegenseitigen Entfernung der Nukleonen abklingt 
(groBenordnungsmaBig 107 cm). Auf diese nichtdiagonale Wechsel- 
wirkungsenergie im Ortsraum werden wir in Teil II noch etwas naher 
eingehen. 
Eindimensionales Mehrkérperproblem. 

Wir behandeln im folgenden die Wechselwirkung zwischen 2 Teilchen 
gleicher Masse, von denen das eine mit dem Ursprung in Wechselwirkung 
treten kann unter folgenden speziellen Annahmen: 

a) Wir benutzen solche Einheiten, in denen die Masse die Dimension 1 
und der Impuls die einer reziproken Lange besitzen. Au erdem sei die 
Masse eines Teilchens gleich }, so daf die unrelativistische kinetische 


Energie eines freien Teilchens gleich k? wird, wenn k der Impuls dieses 
- Teilchens ist. 


b) Das Teilchen 2 sei mittels eines 6-funktionsartigen Potentials 
an den Ursprung gebunden. Die zugehérige SCHRODINGER-Gleichung 
heiBt also 


{ Ci 2B 6b( | ieee Wi ~ 
4——j~—2 (2) ¢ (2) = E,W (x) B>0. (1) 


Wie sich nachher zeigen wird, existiert fiir dieses Potential nur ein 
gebundener Zustand. Die Diracsche 6-Funktion ist dabei, wie bekannt, 
folgendermaBen definiert: Sie ist tiberall gleich 0 auBer fiir x, gleich 0. 
Fiir x, gleich 0 wird sie so unendlich, daB 
fo (4s).a%, 1 
wird. 
c) Das Teilchen 1 stellen wir im ungestérten Zustand als ebene 


Welle dar. Seine SCHRODINGER-Gleichung lautet 
Cae 
on Ey P(x). (2) 
d) Die Wechselwirkung zwischen den beiden Teilchen beschreiben 
wir ebenfalls durch ein 6-funktionsartiges Potential, und zwar von 


folgender Form: 
Vy wt 6 (x, — % 9). 
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Damit erhalten wir als SCHRODINGER-Gleichung unseres Gesamtsystems: 


J a sles 2) 5B my) (35) + A fa) (Hy -s xs) ae Xo) =E V(x %y) ‘ 


| aa Oi 


Wir schreiben diese Differentialgleichung, wie bereits in der Ein- 
leitung besprochen, in den Impulsraum um. Dazu setzen wir 


P(x Xp) — x [ite Rk, ee xy + ky *2) dk, dks sR 
8(x) =z | een dh | (4) 
und zm, 
6 (% — %_) = = feku—s) dh. 
aa J | 


Fir die Funktion 6(*) miBten wir eigentlich sauber schreiben: 
+ 00 
1 


oe fois ra dk, (5) 


GE 


O(x\j= 


Wir haben den konvergenzerzeugenden Faktor e~“* in den 6-Funk- 
tionen in (4) der Einfachheit halber weggelassen. In Zweifelsfallen 
mtissen wir aber immer auf die Definition (5) zuriickgreifen. Setzen 
wir nun (4) in (3) ein, so wird aus (3): 


fva+ m= PA he) eitit+ hen) dh, dy + | 
se | FHA Ba) et (i +R) +h — A) 2) dh dR, dR, — | (3a) 
a *h (By Aen BMdkdh dk =0. | 


In den beiden letzten Gliedern fiihren wir fiir k, und k5 folgende neue 
Variablen ein: 


ky =k, +k 
hee fe B 
baw. 
al pees HER: 


Damit erhalten wir 
{W+H-E 10 hy) ei(tit+ hem) dR, dey + 
— mess hy +R dbleithnthedkdk,—} (3b) 


AY (fie a —) dh) eth nt hax) dhydk,=0. | 


ii oe Faktor 1/2 ist nétig, damit die Wellenfunktion im Ortsraum richtig 
normiert ist, wenn sie im Impulsraum richtig normiert ist. 
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Durch Koeffizientenvergleich bekommen wir schlieBlich als Gleichung 
im Impulsraum 


(4 + AR—E) f (hy he) + = [f(y — By hy + A) aA | 


= af tlh eo: | a 


Zur Herleitung der Gl. (6) sind noch einige Bemerkungen zu machen. 

Wir haben erstens vorausgesetzt, da sdimtliche Integranden im 
Unendlichen geniigend rasch verschwinden. Das ist, wie sich nachher 
zeigen wird, bei uns immer erfiillt. Zweitens haben die Integrale (3a) 
und (3b) zunachst nur dann einen eindeutigen Sinn, solange die Wellen- 
funktion im Impulsraum keine Singularitéten auf der reellen k,- bzw. 
k,-Achse besitzt. Sobald reelle Singularitaten auftreten, taucht die 
Frage auf, wie diese Singularitaten bei der Integration zu umgehen 
sind. Wir werden auf diese Schwierigkeit gleich eingehen. 

Zur Losung von (6) betrachten wir den Kopplungsparameter A als 
kleine GréBe, wahrend B beliebig groB sein kann. Dadurch erreichen 
wir, daB wir in unserer Rechnung den gebundenen Zustand des Teil- 
chens 2 miterfassen. Wir machen nun fiir /(k, k,) folgenden Ansatz: 


f (Ry Re) = fo (Ry Re) + fy (Ay Re) + sof, (Ry Re). 
Gehen wir damit in Gl. (6) ein, so erhalten wir folgende allgemeine 


Rekursionsgleichung 


; A 
(8 + EE) f, (ya) + = [tna (BB he +B) de — 


(7) 
— = falta, Re—B) dk =0. 


Setzen wir 
S fu(Py, Ro —k) dk = f f(y, be) Re = Sy (A) - (7a) 
So bekommen wir aus (6) 
4 B A 
fn(Ps ba) = eee oe b(t) — se [Inala —Bi ha +B) aaL. (8) 
Bevor wir weitergehen, wollen wir kurz den hier auftretenden Faktor 
1 
LETT an (9) 
etwas genauer studieren, da ahnlich gebaute Ausdriicke immer wieder 
auftreten, die dann ganz analog zu behandeln sind. 
Betrachten wir (9) einen Augenblick als Funktion von k, und setzen 


Wir 
E—k>0 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. i 
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voraus, so werden durch (9) zwei singulare Punkte auf der reellen k2- 


Achse eingefihrt (kg = + VE—#). Nach Dirac! und HEISENBERG? 
muB nun bei einer Integration tiber k, der Integrationsweg um die 
singularen Punkte immer so gewahlt werden, das beim Ubergang in 
den Ortsraum nur auslaufende Streuwellen entstehen. Dasselbe konnen 
wir aber auch erreichen, indem wir nicht mit dem Integrationsweg 
ausweichen, sondern uns zu E einen kleinen positiven Imaginarteil 
hinzugefiigt denken, den wir nach der Integration gegen 0 gehen lassen. 


Loe Bilden wir z. B. tir x, > 0 
imaginare Achse + 00 
ita 1 t Ry Ky k 
na | HEHSES ee 
—©oo 

Sa fae ie so kénnen wir wie aus der neben- 
Qe =a reelle Achse Stehenden Zeichnung ersichtlich, den 

Integrationsweg um den Punkt 

+ )E-# 


zusammenziehen und erhalten 


=+ 00 
——— 
> ot pE— RP £5 
J. 5 ie et he Xs dk» = |xie tia 
22 ky hg —E V2 Vz — hk? 
—oo 


also eine nach rechts auslaufende Welle, wie es sein muB. Ganz analog 
laBt sich zeigen, dal} wir fiir x, < O eine nach links auslaufende Welle 


erhalten; hier k6nnen wir den Integrationsweg um den Punkt — |/E — kj 
zusammenziehen, 


Da wir hier itiber kg von —oo bis + co integrieren miissen, statt 
wie im raumlichen Fall von 0 bis oo, liegt daran, da wir es hier mit einem 
linearen Problem, also nur mit 2 Richtungen zu tun haben. Die Winkel- 
integration und die Integration tiber ky von 0 bis oo wird hier ersetzt 
durch die Integration iiber k, von —oco bis + co, wobei hier ky nicht 


den Absolutbetrag des Impulses, sondern den Impuls nach Gr6éBe und 
Richtung bedeutet. 


Wir verzichten hier auf die iibliche Einfithrung der 6,-Funktion® 
durch 


1 
0, (42 — a?) = es ee 6(x?—a®) (a reell), 

1 Drrac: Quantum Mechanics, 2. Aufl., S.197ff. Oxford 1935. 

* HEISENBERG, W.: Z. Phys. 120, 549. 

8 Drrac: Quantum Mechanics, 2. Aufl., S. 197ff. Oxford 1935. — MOELLER: 
General properties of the characteristic matrix in the theory of elementary par- 
ticles, Bd. I, S.9. Kopenhagen 1945. 
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sondern definieren sie durch! 


1 
221 (47 — a?) 


6, (x2 — a?) —- (Sma>0). (10) 
Diese Definition ist zur Ubersicht tiber das analytische Verhalten der 
Wellenfunktion praktischer. Weiterhin wollen wir bei jedem Wurzel- 
ausdruck die positive Wurzel verstehen. Das heift also bei negativem 
Argument die positiv-imaginaére Wurzel. 

Wir kehren nun zu Gl. (8) zuriick. Setzen wir (8) in (7a) ein, so er- 
gibt sich 


a tei Big (k,) A ( Sin-1(ky—h, hy +h) dk dk 
Om NA jE—M ny +R E 4 v9 
und daraus 
A je-—% eS 
& k — 2 : s Z = ak . 1 
Sn (fa) 2m i1B—YE—F. (Ri + hz — E) : vel 


Damit erhalten wir 


Ei 1 (ea ee 
m1 Sa! — "5 ht — E 2n* [ki — (E + B?)] 


Sfn-1(Fy — 2, kp +h) dk A 
x | ae dk, sa | fn-1(s hy +B) da 


(12) 


Obwohl wir mit Hilfe von (12) nur die beiden ersten Naherungen 
explizit ausrechnen, so kOnnen wir diese Forme] dazu benutzen, um durch 
vollstandige Induktion einige wesentliche Aussagen iiber das analy- 
tische Verhalten der exakten Wellenfunktion zu gewinnen, wie zum 
SchluB von Teil I noch gezeigt werden soll. 


Erste Ndaherung. 

Zuanachst miissen wir die Wellenfunktion fiir die beiden Teilchen 
ohne Wechselwirkung bestimmen. Diese Wellenfunktion tritt in unserer 
Rekursionsformel als nullte Naherung auf. Sie setzt sich bekanntlich 
multiplikativ aus den Wellenfunktionen der Einzelteilchen zusammen. 

Die fiir das Teilchen 1 giiltige SCHRODINGER-Gleichung (2) lautet 
im Impulsraum nach (6) 

Rt fy (hy) = E, fy (hy). (13) 

Das Teilchen 1 habe im ungestorten Zustand den positiven Impuls Ky; 
dann ist 


JO Ky (14) 
und die im Kontinuum richtig normierte Eigenfunktion 
fo (Ri) = 0(hy — Ko). (15) 


1 HEISENBERG: Z. Phys. 120, 519. 
7% 
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Die SCHRODINGER-Gleichung fiir das Teilchen 2 [Gl. (1)] hat im 
Impulsraum nach (6) folgende Form: 


RE fa (R - = fio(e— kh) dk =Eofylks) B20: (16) 
Setzen wir 


J fo(Ro—k) dk = f fo(he) dy =a, (17) 


so erhalten wir fiir die gebundenen Zustande des Teilchens 2 


fol) =e oe (18) 


Man kann durch Umschreibung in den Ortsraum leicht nachweisen, 
daB die (18) zugeordnete Wellenfunktion im Ortsraum fiir E < 0 und 
fiir x, + co exponentiell abfallt, wie man es fiir die gebundenen 
Zustande auch verlangen mu. Die Gl. (17) wird nur fiir ein bestimmtes 
negatives E befriedigt, wie man durch Einsetzen von (18) in (17) sieht. 
Man erhalt, wenn man nach S.98 Sm VE. >0 festlegt 


— L B i = (19) 
Daraus bestimmt sich die Bindungsenergie des Teilchens 2 zu 
EB, = — B?. (20) 


Wir sehen, es gibt nur einen Bindungszustand fiir das Teilchen 2. Hier- 
bei haben wir B >0 vorausgesetzt. Fiir B< 0 kann die fiir die Bestim- 
mung der Bindungsenergie maBgebende Gl. (19) nicht befriedigt werden, 
da jetzt 

1B 

VE. 
negativ wird. Das heift es existiert fir B< 0 kein Bindungszustand, 


was auch physikalisch sinnvoll ist, da ein negatives B einer AbstoBungs- 
kraft entspricht. 


a in Gl. (17) bzw. (18) bestimmt sich aus der Normierungsbedingung 
S (fo (ke) )?dhy =A 


Qeiee (21) 


ZU 


wie sich durch komplexe Integration leicht zeigen 1aBt. 
Setzen wir zur Abkiirzung 


1 ee (22) 
so wird 


fo (Ro) = + BP (23) 
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Wir haben also als Gesamtwellenfunktion im ungestorten Fall 
eo : , N 
To (Ry Ra) = 0 (ky — Ko) + B? 


und als Gesamtenergie 


(24) 


E = Ki — B?. (24a) 


Um nun die erste Naherung zu erhalten, setzen wir (24) in (12) ein; 
dann wird 


1 [BA E—R+LiBVE—R 


deg) = — , 
iNet) =e tat eX on 
Ot Wie fe) A 1 i 
c lea ed 3a (Aya) 
wobei 
h(k, Re) = fo (k, —k—K,) _ Me 2 (26) 
= as O @,-+RkY + BP (ky + k — Ky)? + B? om 
ist. Mittels komplexer Integration bekommt man 
| e: (ts a) roe aN (hk, VE — ki —i B K,) | en 
ki + ky —E 2(k, — Ky) BE — Rk? (k? + B?) 
Als erste Naherung erhalten wir damit 
AN —1 
NN na: a ee MNS Ae a 
(28) 


by BE Er aliePaSohs i) 
| 2(ki— KG) (+B) J" 


Bis jetzt haben wir noch keinerlei Voraussetzung dariiber gemacht, 
ob E> oder <0 ist. Es gilt also (28) sowohl fiir positives als auch 
fiir negatives &. Wir sehen daraus, daB die Wellenfunktion in erster 
Naherung in der ganzen komplexen Zahlenebene bis auf gewisse singu- 
lare Stellen und Verzweigungspunkte eine analytische Funktion von EF 
ist. Beim Ubergang in den Ortsraum bleibt die Integrationsrichtung 
um die singularen Punkte erhalten, wenn diese auf die reelle Achse 
riicken. Dadurch ist ersichtlich, daB auch die Wellenfunktion im Orts- 
raum analytisch von & abhangt. Wir werden darauf spater noch naher 
eingehen. Bevor wir die Umrechnung in den Ortsraum in bezug auf 
das Teilchen 2 durchfiihren, wollen wir die S-Matrix in erster Naherung 
im k,k,-Raum aufstellen. 

In der Einleitung wurde darauf hingewiesen, daB die Matrix S als 
eine Darstellung der bei Streuproblemen beobachtbaren GroBen auf- 
gefaBt werden kann, d.h. sie liefert die MeBwerte der beobachtbaren 
GréBen nach der Streuung, wenn die MeBwerte dieser GroBen vor der 
Streuung bekannt sind; oder anders ausgedriickt: S stellt eine Trans- 
formationsmatrix dar, die angewandt auf den Zustand vor der Streuung, 
den Zustand nach der Streuung angibt. Daraus sieht man, dai zur 
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Kenntnis von S nur das asymptotische Verhalten, d.h. der Teil der 
Wellenfunktion im Ortsraum ben6tigt wird, der das Verhalten der Teil- 
chen bei relativ groBen Abstanden voneinander beschreibt, falllce Seema 
den gewodhnlichen Methoden der Quantenmechanik bestimmt wird. 
Bei der Wellenfunktion im Impulsraum bedeutet das, da% man zur 
Aufstellung von S nur die unmittelbare Umgebung der linearen Singu- 
laritaten der Wellenfunktion auf der reellen Achse kennen mu, da 
diese Singularitaten fiir das asymptotische Verhalten der Wellenfunktion 
im Ortsraum maBgebend sind. Der Rest der Wellenfunktion bestimmt 
das Verhalten der Teilchen bei kleineren Abstanden voneinander. 

In unserem Beispiel besitzt das Teilchen 1 vor dem StoB den Im- 
puls A, und das Teilchen 2 ist an den Ursprung gebunden. Nach dem 
StoB kann das Teilchen 1 entweder elastisch gestreut worden sein bzw. 
den Ursprung ungestért passiert haben, wobei das Teilchen 2 in seinem 
Bindungszustand verblieben ist, oder aber das Teilchen 1 wurde un- 
elastisch gestreut und das Teilchen 2 dabei ionisiert. 

Zur Aufstellung der Matrix S ersetzen wir die in der Wellenfunk- 
tion (28) auftretenden 6,-Funktionen [s. Gl. (10)]. 


3, (22 hh Se fitted ree? eee) 


durch die zugehorigen 6-Funktionen. Dadurch schneiden wir gerade 
den asymptotischen Anteil der Wellenfunktion heraus, wie man durch 
Umschreibung der Wellenfunktion in den Ortsraum in bezug auf das 
Teilchen 1 bzw. das Teilchen 2 leicht bestatigen kann}. 

6(k{ — K6) ist fiir die Energie des Teilchens 1 nach dem elastischen 
StoB maBgebend, wahrend durch 6 (kj + k3—E) der Energieerhaltungs- 
satz fiir die beiden freien Teilchen nach der Ionisation garantiert wird. 
Der bei den elastischen Streugliedern auftretende Faktor 

N 
k3 + B? 
beschreibt einfach die Tatsache, daB nach der elastischen Streuung das 
Teilchen 2 in seinem gebundenen Zustand mit der Energie 


E, = —B? 
vorgefunden wird. Wir lassen daher diesen Faktor bei der Aufstellung 
der S-Matrix weg. Addiert man noch die S-Matrix nullter Naherung 


hinzu, die man aus Gl. (24) erhalt, so bekommt man sofort all die 
Glieder der S-Matrix erster Naherung 


37 = 95 se Oy 


zu denen ein einlaufendes Teilchen mit einem beliebigen positiven Im- 
puls Ay gehért. Fiir die Glieder der S-Matrix, zu denen zwei einlaufende 


1 HEISENBERG, W.: Z. Phys. 120, 543, 673. — Z. Naturforschg. 1, 11 (1946). 
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und ein auslaufendes Teilchen gehéren (unitare Erganzung der S-Matrix) 
interessieren wir uns hier nicht, da bei ihnen Komplikationen auf- 
treten, die, wie in der Einleitung erwahnt, nur dadurch bedingt 
werden, daB unser Problem eindimensional ist. Daher sind diese 
Komplikationen physikalisch uninteressant. Wir werden darauf spater 
noch etwas ndher eingehen. 

Um die Lésung (28) im einzelnen zu diskutieren, miissen wir ent- 
scheiden, ob he ; 
E=Ki—-BS0, E-RS0 
ist, da nur die Gheder mit Singularitaten auf der reellen Achse einen 
Beitrag zur S-Matrix liefern. 
Der uns interessierende Teil der S-Matrix hat dann folgendes Aus- 
sehen: 


(Fy E,|S7| Ko E,) a (ky E|So| Ko Ee) + (h, Es | Sy| Ko E,) 
Ko) ( 


) 2 > 
= b(&) Ky) +14 


ie poe 
2(K24+ B?) * O (Ry 


(2, Ey |S;| Ko E2) = (hy Ey |So| Ko Ba) + (Fy Ee |Sy| Ky Ee) 
Ky,| 


Bi pe BA i 29 by) 
= 6 — Ke) iA ee OH 
4 re 152] Kos) = a Ba |S1| Ko Ee) | 
_iANS — Pe eA eee, 5(B2 + E) | 
a 2 | (hy — Ko) (ta — Ko) | (ki — 464) (Ai + B®) "} ae ‘ (29 by) 
_ iAN { 1 i BYE — ki — B® — Kyh, — PR) 502+ 
| 2 (ky — Ko) (ke — Ko) (#5 + B?) (Ai + B?) 16 E> 


Da ky reell sein muB, kann fk, im 3. und 4. Glied nur zwischen =e 
und + \E varlieren. 

Wie wir sehen, sind (29a) bzw. (29b,) analytische Funktionen! von 
K, und damit auch von £, da sie fir E<0O und fir E>0 dasselbe 
Aussehen haben. Dagegen sind diejenigen Teile der S-Matrix, die die 
Erzeugung freier Teilchen 2 beschreiben, nur von 0 verschieden, wenn 
E >kj ist, was wegen des Energiesatzes auch verlangt werden muB. 
Wir werden spater sehen, daB der obige Sachverhalt bei unserem Beispiel 
auch fiir die strenge Losung gilt. 

Aus der Art, wie das Matrixelement der reinen Streuung 

(k, E,|S,|K #2) und das Matrixelement (h, ky |S,| Ko E2) 
das die Ionisation des Teilchens 2 beschreibt, aus (28) abgeleitet wurde, 
zeigt sich, daB ein enger analytischer Zusammenhang zwischen diesen 
beiden Matrixelementen besteht. Wir wollen diesen Zusammenhang 
nun etwas genauer betrachten. 


1 Bis auf den Faktor 6(k{ — K5). 
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Wie man aus der obigen Herleitung von S sieht, erhalt man das 
Matrixelement 
(ky Ey | S| Ko Es) (29c) 
aus dem Matrixelement 
(Fy Ry |Sy| Ko Ee), (29d) 


wenn man in letzterem das Glied mit dem Faktor 1/(Rk} — Ko) heraus- 
greift; diesen Faktor, der eine reelle Singularitat beztiglich k? besitzt, 
durch 27 6(kij —K6) ersetzt und fiir 


221 6(Ri + k{—E) 
1/N setzt. 

Im Anschlu8 an das eben besprochene Verfahren, laBt sich fiir den 
Zusammenhang zwischen (29c) und (29d) noch folgende Formulierung 
finden: Man benutzt dazu die zweite Form des Matrixelementes (29b,). 
Hier ist der fiir die elastische Streuung maBgebende Faktor 1/(R} — K6) 
durch —1/(k} + B®) ersetzt worden (wegen des Faktors 6 (ki + k3—E) 
ist ki = E —k)). 

ear besitzt fiir 7/k,,|—127B eine positiv imaginare Singulari- 
tat, die fiir den Bindungszustand des Teilchens 2 mafgebend ist. 
Dieser Bindungszustand ist nach S. 102 eng mit der elastischen Streuung 
des Teilchens 1, d.h. mit den Singularitaten k, = + Ky, gekoppelt. 

FaS8t man 6(Rk} + k3—) als Grenzfall folgender analvtischer Funk- 
tion auf 

1 a 


O(hy + kg —E) = — LEB a a reell und >0 


a—>oO 


(wie man leicht nachpriifen kann, besitzt diese Funktion all die Eigen- 
schaften beziiglich k,, k, und £, durch die die 6-Funktion definiert wurde) 
und bildet damit das Residuenintegral um die obige positiv imaginare 
Singularitat, so sieht man, daB 

(by Be |S,| Ky.) =x #8#! & (ye [S| Ko Ey) dky (298) 
. i | Fe p| 
ist. 

Weiter ist aus (12) ersichtlich, da man die exakte S-Matrix gewinnt, 
wenn man das Verfahren von S. 102 und 104 in jeder Naherung anwen- 
det!. Daraus folgt, daB die Beziehung (29e) zwischen dem Matrixelement 
der elastischen Streuung und demjenigen Matrixelement, das die Ioni- 


sation bzw. Dissoziation des Teilchens 2 beschreibt, exakt gilt. 


' Es muB dabei nur vorausgesetzt werden, daB die asymptotische Wellenfunk- 
tion im ganzen Wertebereich von k,, ky und E analytisch von diesen GréBen (bis 
auf einzelne Punkte) abhangt. Bei unserm speziellen Beispiel werden wir zum 
Schlu8 von Teil I diesen Nachweis fiir die exakte Wellenfunktion explizit bringen. 
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Die Normierungskonstante N des diskreten Zustandes des Teilchens 2 
la8t sich nach HEISENBERG! bereits aus der Kenntnis der kontinuier- 
lichen Zustande des Teilchens 2 mit Hilfe der Vollstandigkeitsrelation 
beziiglich des Ortsraums gewinnen. An dieser Stelle wollen wir uns 
damit nicht befassen, sondern dieses Problem an Hand des raumlichen 
Beispiels in Teil II kurz behandeln. 

Die obige Art, aus der asymptotischen Wellenfunktion die zugehérige 
S-Matrix abzuleiten, ist, wie man sieht, ganz allgemein? und gar nicht 
auf unser spezielles Beispiel beschrankt. Wir kénnen daher vermuten, 
dal der Zusammenhang (29e) in zweckentsprechender Erweiterung 
zwischen den Matrixelementen der elastischen Streuung und den 
Matrixelementen, die die Ionisation bzw. Erzeugung von Teilchen 
beschreiben, allgemein gilt. In Teil II werden wir auf dieses Problem 
noch naher eingehen. 


Wir prifen nun die Beziehung 
Sil 

in erster Naherung nach. 

Da nach Definition 

el Sete yee lite el 510) 

ist, muissen wir in (29a) bzw. (29b) die einzelnen Matrixelemente mit 
ihren konjugiert komplexen Matrixelementen multiplizieren, in letzteren 
K, durch Ko ersetzen, tiber k, integrieren und dann samtliche Integrale 


addieren. Vernachlassigen wir die Glieder zweiter Ordnung (also die 
Glieder in A?), so sehen wir, daB die Beziehung 


SS 0 (Kg = 1 


in erster Naherung erfiillt wird, da diese Beziehung streng fiir Sj und Sy 
gilt, auBerdem nach (29a) und (29b,) 


(Ey ky |S;| E, Ky) =—(E2k, |ST| Ey Ko) 


ist anid’ k, stets’ = KK, ist. 
Wir wollen nun die einzelnen Wirkungsquerschnitte bestimmen. 


a) Elastische Streuung: 

Aus der (29a) im Ortsraum zugeordneten Wellenfunktion sehen wir, 
daB A2/4.K% die Dichte der gestreuten Teilchen1 mit dem Impuls + Ko 
angibt, wahrend A? B4/4 Ko (Kj + B?)? die Dichte der gestreuten Teil- 
chen 1 mit dem Impuls —K, angibt. Um die jeweilige Stromdichte 
zu erhalten, miissen wir die beiden Ausdriicke mit K,/m, multiplizieren. 
Dividieren wir die gesamte Streustromdichte durch die Stromdichte 


1 HEISENBERG, W.: Z. Naturforschg. 1, 11 (1946). 
2 Siehe FuBnote 1, S. 104. 
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K,/m, der einfallenden Teilchen, so erhalten wir den elastischen Streu- 
wirkungsquerschnitt zu 
A? Kt 9 B? (KA +B?) (30) 
Qel — 4K? (K2 + B?) 3 


b) Erzeugung freier Teilchen 2: 

Dazu schreiben wir die zum letzten Glied von (29b,) gehorende 
Wellenfunktion im Ortsraum in bezug auf das Teilchen 2 auf und er- 
halten 


~ AN BHi(VE—M+Ko+h) i Jere e, 
blPs Mal Zl (k? — 3) (Rt + B?) ‘ * 
West eed et eet in Mer « i 
(RY — KG) (RU + BP) 
— g ei VE—# ts aa et WEF a | | 
Es gibt uns nun |h,| a*ad k,/m, bzw. |kg| b* bd ky/mg (m1, = meg) 
den Dichtestrom der Teilchen 2 mit dem Impuls |k,| bzw. —|k,| an 


(|ky| = + VE—R?), wenn die zugehérigen unelastisch gestreuten Teil- 
chen 1 einen Impuls zwischen k, und k, + dk, besitzen. Der Dichte- 
strom der Teilchen 2 muB gleich dem Dichtestrom der Teilchen 1 sein, 
da durch jedes unelastisch gestreute Teilchen1 ein freies Teilchen 2 
erzeugt wird. Man kann es tibrigens auch leicht explizit nachrechnen. 
Wir erhalten daher als Wirkungsquerschnitt fiir die Erzeugung freier 
Teilchen 2 ganz analog zu vorhin — es ist nur die Summation durch 
eine Integration zu ersetzen — 
= [ (ara + b* b) |Ry| dhy. 
Oe 


Wegen E >kj geht k, bei der Integration von — \E bis + VE ee ihe 
miussen also jetzt folgendes Integral ausrechnen: 


+ VE 
CAT ere dk 2 
He IVE AAR +H ee B= Ko— BY). G2) 
—VE 


Um (32) zu berechnen, betrachten wir den Verlauf des Integrations- 
weges in der komplexen Zahlenebene: 
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Vollfiihren wir die Integration iiber den gestrichelten Integrations- 
weg, so erhalten wir gerade 20,,, da )E — kj bei Herumfiihrung um die 
Verzweigungspunkte ky = + VE und k, = —YE jedesmal sein Vor- 
zeichen wechselt. Wir kénnen nun den Integrationsweg um die singu- 
laren Punkte zusammenziehen — die eingeklammerten Werte geben 
den Wert der Wurzel an den singularen Stellen an — und erhalten 
nach Ausfiihrung der Integration: 


_ N®A2x 5.K3 B? (K2 — B2) + (K8— B®) 

a aa (K2 + B?)3 B82 { | 
_ A? ,, KR B*+ Kh + Bt (3) 
4 RG BS | 


Nach Voraussetzung hat diese Formel nur fiir E > 0 einen Sinn. 
Fir £ = 0 wird, wie es sein muB, Q,,=0. Q,, geht fiir E gegen 0 
nur linear gegen 0. Das liegt daran, daB wir es mit einem ebenen Pro- 
blem zu tun haben. 

Fiir den Gesamtwirkungsquerschnitt 0 bekommen wir: 


a _ A? (K§+2B2(K3}+B%) | , 6K2B*4 KA+ Bt 
0 = Ve + Q12= 4K? | (K2 + Bp a E- Goa oe (34) 


Vergleichen wir die Beziehung SX S = 1 mit der Berechnung unserer 
Wirkungsquerschnitte, so sehen wir, daB die Diagonalelemente dieser 
Beziehung gleichbedeutend sind mit der Kontinuitatsgleichung in bezug 
auf das Teilchen 1. 

Wir holen nun die Darstellung der Wellenfunktion im Ortsraum in 
bezug auf das Teilchen 2 nach. 

Wir erhalten mit Hilfe von (28), wenn wir x, >0 voraussetzen 


AN [iVE—M—Bt+ikytimhy seme, 
Ati*)= ap \ @-ka+ Be) ° (35) 
i ; e~ B %2 gi(Ko—hy) x, | 
(STAR eae if 


Aus dem ersten Glied von (35) sehen wir, da diejenigen Stellen in der 
Energieskala, an denen freie Teilchen 2 entstehen kénnen, in erster 
Naherung in der Wellenfunktion durch Verzweigungspunkte ausge- 
zeichnet sind, ganz analog zu dem Ergebnis von TouscHEK!. Fiir E < kj 
haben wir in bezug auf das Teilchen 2 eine exponentiell abfallende 
Wellenfunktion, wahrend wir fiir E > kj eine auslaufende Welle er- 
halten. Das 2. Glied in (35) gibt immer nur einen Beitrag zur elastischen 
Streuung des Teilchens 1. Wie wir aus (35) sehen, ist die Lage der Ver- 
zweigungspunkte — im Impulsraum sind es lineare Singularitaten 
beziiglich k, —, die fiir die Entstehung freier Teilchen 2 maBgebend 
sind, durch den Energiesatz bestimmt. Da dieser in jeder Naherung 


1 Qhejagersinis, 135 74, Iai V4), ater 
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streng gilt, miissen diese Verzweigungspunkte stets an derselben Stelle 


auftreten. 
Wollen wir das erste Glied von (35) in den Ortsraum auch in bezug 
auf das Teilchen 1 umschreiben, so miissen wir folgendes Integral aus- 


rechnen: 


& (Te eae 
AN it (VE ki + Ky +’) — B ei (VE—k x. +hin) dp. 


hh (4% %2) = 7 8a. cia (k? RY (R + B?) 1 (36) 


Der Integrand liefert fiir E > kj im asymptotischen Grenzfall x, bzw. 
%,—> -—-co nur dann etwas zum Integral, wenn die Ableitung des Ex- 
ponenten nach k, verschwindet. 

Daraus folgt 


k eae . 
a ee ote Bi ae (67) 


Es verhalten sich also, wie zu erwarten war, asymptotisch die Orts- 
koordinaten der beiden freien Teilchen zueinander wie ihre Impulse. 
Weiter wollen wir die Rechnung nicht durchfiihren, da die Darstellung 
der Wellenfunktion im x,, ¥,-Raum sehr uniibersichtlich wird und uns 
nichts Neues lehren kann. Sie fiihrt tibrigens wegen der beiden Ver- 
zweigungspunkte k, = + VE nur fiir den asymptotischen Grenzfall x, 
bzw. x, > + co zu einem geschlossenen Ausdruck. 


Zweite Naherung. 


Wie wir aus (12) sehen, miissen wir zur Bestimmung von f,(k, 2.) 
zuerst ausrechnen: 


[f(t —h, hy +h) dk =h (hy hy) = ey 
= AN rs 1 i iBYVE Kk2 \ be 
an | REG =RPSE au — Kp (38 
+ co 
! zal 4 { B+ Ky K+ K? net ae 
K? + (s— K)?— E |2(K?— K?) (K?+ B?) " (s—K,)?-+ BP : 


Wir haben in (38) k;—k = K als neue Integrationsvariable eingefithrt 
und auBerdem k, + ky = s gesetzt. 

Das zweite Integral von (38) lat sich ohne Schwierigkeit bestimmen. 
Wir erhalten durch Zusammenziehung des Integrationsweges um die 
positiv imaginaren Singularitaten 


ran cana: " i (B® + K+ 52) ! Kos 
(39) 


Nee lela (Bik, 
ge aes 


(L = (E—s*)2 4 KG B2). 
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Mit den reellen Singularitaten sind wir dabei in der frither besprochenen 
Weise (s. S.98) verfahren. Wir haben also zu K? und gegebenen- 
falls auch zu E einen infinitesimalen Imaginarteil (positiven) hinzu- 
addiert. 

Die Bestimmung des ersten Integrals ist ziemlich umsténdlich, 
da wegen seiner Verzweigungspunkte im Integranden die komplexe 
Integration keine Vereinfachung bringt (der Integrationsweg bleibt 
bei Verschiebung in Richtung der positiv imagindren Achse an den 
Verzweigungspunkten hangen. Die Integration laBt sich dadurch nicht 
auf reine Residuenintegrale reduzieren). Man zerlegt daher am besten 
den Integranden mittels der Grenzwertmethode in Summanden der 
Form 


CVE 


le (40) 


Die zugehorigen Integrale von —oco bis + oo existieren nicht, da 
der Absolutwert der Integranden fiir K — + oo gegen 1 strebt. Man 
integriert daher zundachst von —A bis +A und macht erst bei der 
Zusammenfassung der einzelnen Summanden den _ Grenziibergang 
A->oo. Die unendlichen Glieder heben sich dann weg, da J, existiert, 
denn sein Integrand verschwindet gentigend rasch fiir k > +o. 

Nach Ausfithrung dieser Rechnung erhalten wir 


AD se ee — (a) s By Be 2 | 
ears aes wae B—K, 2 | 
an a WEN Meee (42) 
Bs TAMIL tae image msl | 
. oe ates, ' 
| ery 2a — > S V/s ri J 
Damit wird nun 
AN |ixgy aime BK, 
h(ky Ro) =I, + Jo= 2L | 2K, * 
Kos, is*(KG+2B) | is (Ky +s+7B) 
fo Bik, ' 2K, (Ki+ 2 ,/z_* (43) 
2-4 ss 
s E 3 
. —+i}/——— 
SE — (K2+ B22, B+K, iBs 2 2 al 
¢ __~—In-— er Sule 
20 (K2+ B)K, BK, [ie ss, s \/4 | 
27 U 
ls 4 2 aA 


‘Diese Gleichung gilt fiir den ganzen Wertebereich von E bzw. Ky. Den 
Argumenten unter den Logarithmen sind fir E<0, d.h. Ay<B 
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immer Winkel in der komplexen Zahlenebene zwischen 0 und 27” — 
zuzuordnen. Daraus folgt dann, wie man sich leicht tiberlegen kann, 
daB auch fiir E>0, also Kj >B den Argumenten derselbe Winkel- 
bereich zuzuschreiben ist, da wir uns nach S.98 E bzw. Ky immer mit 
einem positiven Imaginarteil behaftet denken. 

Nach (11) miissen wir nun mit Hilfe von (43) 


A E—k h (hy ho) 

bh) = 35 ae jE—# / H+ ME o% ee) 
bilden. Erfreulicherweise enthalt das letzte Glied in (43) keine Ver- 
zweigungspunkte, wie man durch Anderung saémtlicher Wurzelvor- 
zeichen leicht bestatigen kann. Wir kénnen daher mit Ausnahme des 
4. Gliedes komplex integrieren. Das 4. Glied behandeln wir ganz analog 
zu Jj, in (38). Setzen wir nach Ausfihrung der Integration (44) in (12) 
ein, so erhalten wir 


Oe A2 N B. B—ijE—F 
Be an (ERR E) | 4i (BB+ BY) (& — K3? 


x 


CAN ae) 
as SK, B 
2 (K2+ B?) (— ik VE — ki BK?) + BK, ((h3 + BY) VE— k2—1 B (K3 + B?)] 
2k, Bike) ~~: 
(4{ — Ki) [2 (A+ 3) +44, Ky — (B+ KQ)] — E (K3+ BY) ye —sy 
ce : 2(K3 + B) (2k? — E) eer epey e | eaiee 
,_iEB 1 in Bt Ke 
20h 2) SK ery Boe, 
x (KG + ht) + 42K5 B® + [KG (hi —Ké) + Ky E(Ky +’) VE—B) + 


. eae. RE hy st Ro eee eae 4 


x 


(_ByE—R x 


a LGW ethe aa (2k{ — E) 
one Kys ne s? (K2 + 2B?) ner, (Kj+2B%)  .s Kots+iB | 
ye: Fae as 2h (kee B) ake, te ile pb 
a= 
Ss A ee ees? 
1 st E— (K2-+ BP Bt iBs 1 Cg vie 
I age EE ER Ry 0 Bai mei irre 
2 —— i |/——— 
cS |eiss LRA siete cries 
(L =(E—s%244K2B?, s=k, +h). | 


(45) gilt ebenfalls fiir den ganzen Wertebereich von E bzw. Ky. Unteg 
den Logarithmen sind fiir E = 0 bzw. K,= B bis auf 
hi VES Ne 
—ijE—#—, 
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den Argumenten wieder Winkel in der komplexen Zahlenebene zwischen 
Q und 2%—e zuzuschreiben. Dagegen miissen wir 

=iVE- +h 

—ijE—#—k, 
einen Winkel zwischen — a+ e und +z zuordnen, wie sich ganz analog 
zu dem oben Gesagten daraus ableiten la8t, daB fiir E< 0 diesem 
Argument ein Winkel zwischen 0 und a zuzuschreiben ist. 

Bevor wir aus (45) einige fiir uns wichtige Glieder der S-Matrix in 
zweiter Naherung ableiten (sie werden zum Gliick wesentlich einfacher 
als (45)}, wollen wir uns (45) selbst noch etwas genauer anschauen. 

Es diirfen wegen des Energiesatzes (s. S. 103) keine anderen Singula- 
ritaten als bei der ersten Naherung auftreten, die zur Beschreibung 
freier Teilchen dienen. Man kann leicht nachpriifen, daf tiir 


2ki +E fo (Ry Re) 


gegen einen endlichen Grenzwert strebt. Weiterhin besitzt f, (R, Rg) 


trotz des Faktors : 


(ki — 4G)? 
nur Pole erster Ordnung fiir k,; = + Ky wie sich ebenfalls ohne Schwie- 
rigkeit zeigen laBt. Wiirden in /,(k, Rk) reelle Pole héherer als erster 
Ordnung auftreten, so wiirde keine endliche S-Matrix existieren. Auf 
das Glied mit dem Faktor : 


(EN se 
\a-3% 


wollen wir nachher in dem Abschnitt tiber das allgemeine analytische 
Verhalten der exakten Wellenfunktion naher eingehen. Auch ihm 
kénnen wir eine sinnvolle physikalische Deutung beilegen. Damit 
haben wir alle reellen Singularitaéten beziiglich k, und k, (bis auf die 
Wurzelsingularitaét im Nenner) untersucht und gefunden, da (45) nur 
physikalisch sinnvolle Ergebnisse liefert, da dieselben reellen linearen 
Singularitaten auftreten, wie in der ersten Naherung. Wir bemerken 
noch, es treten auch keine logarithmischen Singularitaten beziiglich 
k, und k, auf, wie man leicht aus (45) sieht. 

Die asymptotische Wellenfunktion in zweiter Naherung wollen wir 
nicht explizit in den Ortsraum umschreiben, da dies doch nichts Neues 
lehrt. Es sei nur erwahnt, daB auch hier die Beziehung (37) fiir die 
Ortskoordinaten der beiden Teilchen gilt, wie sich ganz analog zu S. 108 
zeigen laBt. 

Wir wollen nun die S-Matrix in zweiter Naherung teilweise auf- 
stellen. Hierbei interessiert uns hauptsdchlich das Glied, das die elasti- 
sche Streuung des Teilchens 1 beschreibt. Denn an ihm muf sich die 
Riickwirkung des Teilchens 2 auf das Teilchen 1 bemerkbar machen. 
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Wir erhalten aus (45) fiir die Matrixelemente der elastischen Streuung 
nach dem Rezept von S. 102 und 103: 
A2B Ki+ 2B442K2 BP 
‘8a (K2 + B22 Ky {| a K,B 


(ky Ey | Sp| Ko Ee) a 


; 2K§—5B4+ NGS JB Ki + Bt oO Be B+ Ko | 
emer E Se 2E+ EGR eB) Bx) a ( 
2 : 2 ies : 2k24 5B? . 
x 8 (k, —K5) - B| wie KG Be i(—n + | 
E ei sea 
+5 Boe) oh + Xo} | 


Da es fiir unsere weiteren Betrachtungen zweckmabig ist, haben 
wir (k,E,|S.|KyE,) in Glieder mit den Faktoren 6(k,— Ko) (Vor- 
wartsstreuung) und 6(k, + Ko) (Reflexion) aufgespalten. 

Fur £ = 0, dv hy K, = Br besitzen die  Ghieder mit dem Faktor 
Boek. 


In =— ie 


einen logarithmischen Verzweigungspunkt. Wir werden sehen, daB 
diese Verzweigungspunkte notig sind, um die Bedingung S*S= 1 in 
zweiter Naherung sowohl fir E<0 als auch fir E>O zu erfiillen. 
Wir prifen nun die Beziehung 


Cea a (52) 
in zweiter Naherung nach. Wir miissen also in 
SS Sy Og Hoe Sy Fd Spee Op a eo op oe (53) 
zeigen, da8 bis auf das Glied Se So, das in Strenge die Unitaritats- 
bedingung erfiillt, alle tibrigen Glieder verschwinden. 

Zunachst betrachten wir die Diagonalelemente. 

a) E<0. Nach S.105 verschwinden in (53) die Glheder erster 
Ordnung. Das letzte Glied stellt bis auf den Faktor 6(Ky—Ko) den 
bereits in Gl. (30) berechneten elastischen Streuwirkungsquerschnitt 
dar. Zur Bildung des 3. und 4. Gliedes benétigen wir, wie leicht ersicht- 
lich ist, von S, bzw. S} nur das erste Matrixelement von (54). Wir 
erhalten mit Hilfe von (29), (30) und (51) 

A2 
4.59 (Ko + B?)? ( 


S*$ = 8(Ky—Kj) {1 KS 4.2 B44 2K? B2) +4 


| a: (54) 
ARGS BH | 


K4 4.2 B2(K2 + B»)} =e we 


b) E>0. Wie man leicht nachrechnen kann, stellt diesmal das 
letzte Glied von (53) wieder bis auf den obigen Faktor den Gesamt- 
wirkungsquerschnitt [Gl. (34)] dar. Durch das 3. und 4. Glied wird fiir 
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Ky > B ein zusatzlicher Realteil hervorgerufen, da das Argument unter 
dem Logarithmus jetzt negativ wird. Mit Hilfe von (29), (34) und (51) 
erhalt man diesmal: 


S* S =6(K,—Ki) 4 = 


eee a ae = (R44 1 5 Pa | ToL Ys 
if 4h? (2 + By (2a T DIB | 25h ) B ) 
A? nee 
Bb 4 Ke 2 pe Se 
4K? (K2 + Bs E(0Ko B? + Ko + B) 4 ( (55) 
A® Ké+2B4+2K2B? | A® 6K2B2+ Kt+ Bt) ee malice | 
4K? (K2 4 BP aie. Reta eee d= 0) | 


Der Beweis fiir die Nichtdiagonalelemente verlauft ganz analog. 
Wie man sieht, handelt es sich im wesentlichen darum, nachzuweisen, 
daB die Matrixelemente mit dem Faktor 6(K, + Ko) verschwinden, 
denn nach (29), (30) und (51) besitzen die Summanden von (53) nur 
Nichtdiagonalelemente dieser Form. Da dieser Beweis nichts Neues 
bringt, wollen wir darauf nicht naher eingehen. 

Damit haben wir die Giltigkeit von (52) (fiir die Diagonalelemente) 
in zweiter Naherung explizit bestatigt. Auf den Nachweis der Beziehung 
SS*=1 wollen wir aus den auf $.103 angegebenen Griinden verzichten, 
da wir hierzu die Matrixelemente der S-Matrix (in erster Naherung) 
brauchen wiirden, die den Ubergang von zwei freien Teilchen zu einem 
freien und einem gebundenen Teilchen beschreiben. 

Zu (52) ist noch folgendes zu bemerken: Wie wir aus (53) und (54) 
ersehen, sind bei Kenntnis der ersten Naherung die Matrixelemente 
der elastischen Streuung in zweiter Naherung durch die Beziehung (52) 
schon weitgehend festgelegt. 

Die Matrixelemente der S-Matrix, die die Entstehung freier Teil- 
chen 2 in zweiter Naherung beschreiben, wollen wir hier nicht explizit 
aufstellen, da sie uns nichts Neues lehren. AuBerdem sehen wir, aus 
(45), daB sie beinahe so kompliziert werden wie Gl. (45) selbst. Es sei 
nur erwahnt, daB sie selbstverstandlich fiir E <0 verschwinden, wie 
aus (45) ersichtlich ist. 

Der analytische Zusammenhang zwischen den Matrixelementen der 
reinen Streuung und den Matrixelementen, die die Ionisation des Teil- 
chens 2 beschreiben, wurde bereits aus S.103ff. allgemein diskutiert. 
Danach gilt die Beziehung (29e) auch fiir die zweite Naherung. 

Zam SchluB von Teil I folgen noch einige Betrachtungen tiber das 
analytische Verhalten der exakten Wellenfunktion bzw. der S-Matrix. 


Analytisches Verhalten der exakten Wellenfunktion bzw. der S-Matrix. 


Soll die exakte Wellenfunktion analytisch von E bzw. k, und ky 
abhangen, so muB sie es in jeder Naherung tun, da der Kopplungs- 
parameter A, nach dem wir entwickeln, in jeder Naherung nur als 
Entwicklungsparameter auftritt. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. 
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Wir beweisen nun durch SchluB von der (7 — 1)-ten auf die m-te 
Naherung, daB jede Naherung bis aut gewisse singulare Stellen und 
Verzweigungspunkte analytisch von E bzw. k, und ky abhangt. Weiter- 
hin zeigen wir, daB keine anderen Singularitaten auftreten, die zur Be- 
schreibung freier Teilchen dienen, als in der ersten und zweiten Naherung. 
AuBerdem sind diese Singularitaten linear in k, und kp. 

Bevor wir zum eigentlichen Beweis der obigen Behauptungen iber- 
gehen, wollen wir erst die Rekursionsformel (12) in eine fiir die folgenden 
Betrachtungen zweckmaBige Form umschreiben. 

Wie wir aus (12) ersehen, kénnen wir f,_, (A; 2) in folgende Gheder 
aufspalten : 


Ina1\Ri> Ry) = 5 {8-1 (Fx) sie Ion 1 (Ry 15 ky)} c (56) 


1 
RE AB 

DaB das letzte Glied nur eine Funktion von k, + k, = s ist, sehen 
wit dadurch ein, indem wir in (12) beim letzten Integral k,—k = Kk 
als neue Integrationsvariable einfiihren. Setzen wir nun (56) in (12) ein, 
so erhalten wir: 


1 (;BA (iG B+/E— RB) 
ie (Ry ky) a 2 Eee E | 4a (kh? — (E 7 By) 


x 


‘Z 7 

[ eo214)( _ = =. 2 — SS, 2 eS —- = jax 
; (K—k)(K-VE—#) JE—K (A, \zE— "R?) (Kk) 

J, (hy) 
L . _ je-# hn 1(s) = =34s|— 
s? — 2hys + 2k} aE. 
eh 1) 

TUG dg NES Pe ATE Ae | 

“{e Spe ae i ae (3 

es peer 

ioc eeneetineeennn nnn aE EERE —_—_—Y—-” 

Js(s) I(s) 


Wir haben durch die obige Umformung erreicht, daB wir jetzt nur 
noch einfache Integrale zu untersuchen haben. Wegen Imaginarteil 
E>0 durften wir im ersten Integral unbedenklich die Integrationen 
vertauschen. Wir wollen zuerst J, betrachten, da wir daraus erkennen 
kénnen, welche Singularitaten von /,, (&, k,) nur durch unser Naherungs- 
verfahren bedingt werden, also nicht in der strengen Lésung enthalten 
sind. Wir werden sehen, daB in der Nahe dieser Singularitaten unser 
Naherungsverfahren divergiert. 
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Pir (7), konnen wir mit Hilfe von (57) schreiben: 
oil 


Genau so kénnen wir J,,_, usw. behandeln. Addieren wir samtliche 
4 


J,, so erhalten wir alle Glieder, die als Faktoren geometrische Reihen 
folgender Form besitzen: 


Ai Ai 2 
1 a | — = — wise, Reeves 2 6 
Es | E :| oF) 
4 |/— — — 4 |/— — — 
Vern Ale 


Die zugehGrige unendliche geometrische Reihe, die in der exakten 
<4 und hat den Wert: 


Lésung vorkommt, konvergiert fiir 


Bes? 
‘| a 
joa | 
pe s2 
«Fe 
ee (60) 
At ip 2 
1 SS 4 if eS ey + A 1 
E oe ee 4 
)2-3 
3 75s ss At 
Wir erkennen daraus, daB unser Naherungsverfahren fiir 1 oe _| = 
divergiert. Pe ee 
2 4 


Nehmen wir an, daB A< 0 ist, so sehen wir, dafB (60) Singulari- 
taten fiir 


besitzt. Wir k6nnen das Auftreten dieser Singularitaten physikalisch 
deuten. A < Oentspricht einer Anziehungskraft zwischen den Teilchen 14 
und 2. Es kénnen daher die beiden Teilchen aneinander gebunden wer- 
den. Man kann sich nach der Methode von S. 100 leicht ausrechnen, 
daB die Bindungsenergie 

A? 

8 


Ey,=— 


ist. Damit berechnet sich die Translationsenergie des gebundenen 


Teilchens zu 
2 
Ss 


A? 


ie 


8* 
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und daraus oi 
ae |r +22. (62) 


Wir miissen also das Auftreten des Faktors (60) fiir A < 0 in der exakten 
Lésung folgendermaBen erklaren: 

Das Teilchen 2 kann beim ZusammenstoB mit dem am Ursprung 
gebundenen Teilchen 1 dieses an sich binden und beide Teilchen konnen 
gemeinsam als Komplexteilchen weiterfliegen. Dieser Prozef$ kann 
bereits fiir EF < 0 stattfinden, da durch die Bindung Translationsenergie 
gewonnen wird. Es muf8 nur nach (62) E > — A?/8 sein. Man kann 
iibrigens noch leicht nachweisen, daB durch den Faktor 


1 
L= WEE’ 
der auch in der exakten Wellenfunktion als Faktor vor der Streuwelle 


steht, fiir 


[foe 
Soe | mets 2E 
der Bindungszustand der beiden Teilchen beschrieben wird. Wir brau- 
chen dazu nur in L die Schwerpunkts- und Relativkoordinaten 
s=hkh,+hk, und t=k,—k, der beiden Teilchen einfihren. Wir 
erhalten mit 


ene Ree Sete (63) 


A? 
{2 
oe 


Das aber ist gerade die Eigenfunktion des Bindungszustandes der 
beiden Teilchen, wie sich nach der Methode auf S. 100 leicht nach- 
weisen 1aBt. 
ha fe ee 
Damit ist das Auftreten des Faktors 4 / a= - in der zweiten 
Naherung hinreichend geklart (s. S. 111). 


Fiir unsere weiteren Betrachtungen machen wir nun folgende Vor- 
aussetzungen, die alle von der ersten bzw. zweiten Naherung erfiillt 
werden: 


1. f,_1(Ry Ry) ist bis auf gewisse singulare Stellen und Verzweigungs- 
punkte eine analytische Funktion von E bzw. k, und ky. 

2. Fur E bzw. k, und ky gegen unendlich verschwindet f,_, (Ry ke) 
mindestens wie 


Bees b = SS5 
ZW. 
ee aes Ke ° 


Das heiBt g,_, (hy) und h,_,(s) bleiben fiir E bzw. k, und k, gegen un- 
endlich mindestens endlich. 
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3. §,_1 (ky) besitzt reelle Singularitaten folgender Form: 


1 1 


SES aw 
Seine reellen Verzweigungspunkte sind k, = + /E und k, =— jE. 


4. h, ,(s) hat nur auBerhalb des Konvergenzbereiches unseres 
Naherungsverfahrens Singularitaten. Diese haben die schon diskutierte 
Form 


(m ganzzahlig und kleiner 7). Die singuléren Punkte sind zugleich Ver- 
zweigungspunkte. 
Zadem setzen wir E + 0 voraus. 


Wir untersuchen nun das Integral jf, (k,) in (57). Sein Integrand 
hat wegen 3. dieselben Verzweigungspunkte beziiglich K wie g, ,(K). 
AuBerdem kann man leicht nachrechnen, daB der Integrand fiir K — k, 
nur dann eine singulare Stelle besitzt, wenn k, = |E ist. Weiterhin 
sehen wir, es fallen fiir beliebiges k, keine reellen singulaéren Punkte 
oder Verzweigungspunkte mit entgegengesetztem infinitesimalem Ima- 
ginarteil zusammen. Wir kénnen daher den Integrationsweg so ver- 
schieben, da wir an samtlichen nichtanalytischen Punkten in endlicher 
Entfernung vorbeintegrieren. Wegen Voraussetzung 2 und der eben 
angestellten Betrachtung existiert dieses Integral fiir beliebiges k, und 
E+ 0. Aber auSerdem existiert auch der erste Differentialquotient 
des Integrals nach k, bzw. nach E, wenn hk, == + \z und) Ho == Ost. 
da der Differentialquotient des Integranden fiir k, == + VE ounvall J, == (0) 
auf unserem Integrationsweg existiert und er auBerdem im Unendlichen 
geniigend rasch verschwindet. Damit ist, wie aus der Funktionentheorie 
bekannt, bewiesen, daB j,(k,) auf der reellen k,- bzw. E-Achse (aus- 
genommen die Verzweigungspunkte ky = + \E und £ = 0) analytisch 
von k, und E abhangt. Zudem ist wegen Voraussetzung 1. und 2. er- 
sichtlich, daB J, (R,) fiir k, bzw. Eco zumindest endlich bleibt. AuBer- 
dem besitzt J, (k,) keine Singularitaten beziiglich k,. Dieselben Uber- 
legungen stellen wir mit /,(k,) an. Hier fallen zwei reelle Singularitaten 
mit entgegengesetztem infinitesimalem Imaginarteil beztiglich s fur 
a= + VE pid) ky == s= E zusammen. Dadurch entsteht durch Inte- 
gration tiber s eine Singularitat beziiglich k, von der Form 4/ jz- ki, 
die aber durch |/E — kj im Zahler kompensiert wird. Wir sehen daraus, 
das J, (k,) in derselben Weise von E und k, abhangt, wie J, (k,). Analog 
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zeigt sich, daB J,(s) eine reelle Singularitat der Form 


1 

IB : 

ff Ss 

ope: 


besitzt, sonst aber auf der reellen Achse analytisch von s und auch 
von E (auBer bei E = 0) abhangt. 

Daraus ersehen wir, da auch die n-te Naherung die Voraussetzungen 1 
bis 4 erfiillt. Wir kénnen daraus weiter schlieBen, daB die exakte Wellen- 
funktion innerhalb des Konvergenzbereiches unseres Naherungsverfah- 
rens auf der reellen E-, k,- und k,-Achse analytisch von FE (auBer fiir 
E =0) und von A, und hk, (auBer an den Verzweigungspunkten Rk, = -+ E 

1 1 1 
Aa Te. Wein 


abhangt. Die Singularitaten sind alle mit dem Energie- 


to| 


und den linearen Singularitaten 


1 
hy + VE—R 
satz vertraglich. 

Wir konnen nun die exakte Wellenfunktion und die Wellenfunktion 
m-ter Naherung naherungsweise in den Divergenzbereich unseres 
Naherungsverfahrens 


hinein analytisch fortsetzen. Wir setzen dazu die Faktoren von 
Tm (m< n—1), die nach $.115 in der exakten Wellenfunktion unend- 
liche geometrische Reihen der Form (59) und in der n-ten Naherung 
abbrechende geometrische Reihen derselben Form darstellen, nach 
Gl. (60) durch 


/ 


/ E Se 
4 ————— 
leet 


er 


2} 


Wie wir sehen, fallt dann auch die Wurzelsingularitat 4 | # fe ity 

ies) 4 m 
weg. Daraus erkennen wir, daB die exakte Wellenfunktion keine anderen 
singularen Punkte und Verzweigungspunkte beziiglich k, und k, als der 
eben beschriebenen Art besitzt. 


Fuhren wir das eben geschilderte Verfahren z. B. fiir unsere Wellen- 
funktion zweiter Naherung durch, so leitet sich aus (28) und (45) ein 
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Glied von folgendem Aussehen ab: 


Zz. =. : a zea! ——— \ 
2 | > fs Se 
Se : vi 
E Ss ; 6¢ 
M (s) («| irae —iA| | ve 
eet ee 
4(82 + 8 — B) ((? — (2B 4+ }} | 
: J 
M(s) besitzt keine Singularitaten auf der reellen Achse, sondern 
nur Verzweigungspunkte der Form | aoe 
Zed 


Da wir kein /y(s) haben, sondern erst ein hy, (s) existiert, geht M (s) 
fiir A +0 linear mit A ~0. Aus (64) erhalten wir einen Beitrag zur 


2 


S-Matrix fiir 2E + >0O von folgender Form: 


moles E,K,) =T(s) 6(s\—(2F +). (6s) 
Wir haben hierbei S,, analog zu S.102 gebildet. Der Faktor T (s) unter- 
scheidet sich von M (s) dadurch, daB in ihm auBer +- 42 A, das durch 
den Ubergang zur 6-Funktion hereinkommt, noch die Normierung des 
Bindungszustandes der Teilchen 1 und 2 steckt. Da der Normierungs- 
faktor analog zu Gl. (22) proportional zu A? ist, ist T(s) fiir kleines A 
proportional zu A2/A?—]|/A. Das heiBt, S,, geht, wie es physikalisch 
verniinftig ist, fiir 4d +0 ebenfalls — 0. 

Man kann nun ganz analog zu den vorhergehenden Betrachtungen 
untersuchen: Wie verhalt sich fiir kj = Ky, das exakte g(,) [s. Gl. (56)] 
als Funktion von F fiir E —0. Diese Frage interessiert im Hinblick 
auf den Teil der S-Matrix, der die elastische Streuung des Teilchens 1 
beschreibt. Da sich zeigt, daB in allen Naherungen logarithmische Ver- 
zweigungspunkte der Form 


BF loo) m und ry >0 und ganzzahlig (66a) 


auftreten, folgt daraus, daB in dem exakten g(k,) ein logarithmischer 
Verzweigungspunkt der Form 
f (In £) (66b) 


vorkommt, wobei /(In £) fiir E + 0 endlich bleibt. f(In £) dart schon 
aus physikalischen Griinden nicht unendlich werden, da sonst das 
elastische Streuglied der S-Matrix divergieren wiirde. 

Es sei noch erwahnt, da8 wir in der S-Matrix zweiter Naherung 
[s. Gl. (51)] eimen Spezialfall der Singularitaét (66), namlich einen 


120 KARL WILDERMUTH: 
logarithmischen Verzweigungspunkt folgender Form haben. 
Ping 2S rn een ae 


Aus unseren vorhergehenden Betrachtungen wissen wir, da} auBer- 
dem das exakte g (k,) eine lineare Singularitat fiir k, = Ky bzw. kj =— Ko 
besitzt. Das exakte Streuglied (elastische) der S-Matrix hat daher 
nach dem Rezept von S. 102 und 103 folgendes Aussehen: 


(h, E,|S|K,E) =F(E) 6(#—K2). (67) 


Hierbei ist F(£) eine analytische Funktion von £ mit logarithmischen 
Singularitaéten fiir E = 0 von der Form (66). 

Mit den Bemerkungen von S. 103 und 104 und unseren vorher- 
gehenden Betrachtungen ist ohne weitere Erlauterung aus (57) explizit 
ersichtlich, daB der analytische Zusammenhang (29e) fiir das Matrix- 
element der reinen Streuung und das Matrixelement, das die Ionisation 
bzw. Dissaziation des Teilchens 2 beschreibt auch in m-ter Naherung 
und damit exakt gilt. 


Weiterhin kénnen wir aus unseren Uberlegungen nun folgenden 
allgemeinen Satz vermuten: Die Matrixelemente der S-Matrix, die nur 
eine reine Streuung beschreiben, werden analytische Funktionen von 
FE sein. Diejenigen Stellen der Energieskala, an denen neue Teilchen 
entstehen und verschwinden, werden in dem obigen Matrixelement sich 
durch logarithmische Verzweigungspunkte der eben angegebenen Form 
|G]. (66b)| bemerkbar machen (beim TouscuExkschen Beispiel sind es 
Verzweigungspunkte erster Ordnung. Das kommt daher, daB bei ihm 
das System B (s. S.93) nur zweier Zustaénde fahig ist). Die Matrix- 
elemente, die die Entstehung und Vernichtung von Teilchen darstellen, 
konnen nattrlich nicht analytisch von E abhangen, da sie wegen des 


Energiesatzes nur oberhalb bestimmter Grenzenergien von 0 verschieden 
sein kénnen. 


Wir bemerken noch, da“ natiirlich auch in der exakten Wellen- 
funktion die Beziehung (37) fiir die Impulse und die Ortskoordinaten 
der beiden freien Teilchen gilt, wie sich leicht nachweisen abt. 


Es taucht nun die Frage nach der zu unserer S-Matrix gehérigen 
#-Matrix auf. Dazu brauchen wir aber noch diejenigen Matrixelemente, 
der S-Matrix, die den Ubergang von zwei freien Teilchen zu einem 
gebundenen und einem freien Teilchen beschreiben bzw. die reine Streu- 
ung dieser Teilchen am Ursprung und aneinander darstellen. Da wir es 
mit einem linearen Problem zu tun haben, werden jetzt durch die 6- 
Funktionen im Ortsraum einzelne Gebiete abgeteilt, die eine ziemlich 
komplizierte Fallunterscheidung notwendig machen. In Wirklichkeit 
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haben wir es aber immer mit raumlichen Problemen zu tun, wo diese 
Schwierigkeiten nicht auftreten. Wir wollen daher lieber in Teil II die 
obige Frage an einem raéumlichen Beispiel untersuchen. 

Zum Schlu8 von Teil I ist noch folgendes zu sagen: Wir haben in 
unserer Betrachtung itiber das analytische Verhalten der exakten 
Wellenfunktion angenommen, dab se peg ist, damit keine unn6tigen 
Divergenzschwierigkeiten auftauchen. Wir hitten iibrigens diese 
Betrachtung auch direkt an der Integralgleichung (6) fiir die exakte 
Wellenfunktion anstellen kénnen, da sich diese Integralgleichung in 
zwei inhomogene Integralgleichungen aufspalten laBt, wovon die eine nur 
von k, und die zweite nur von s=k, +k, abhangt. Diese beiden 
Gleichungen lassen sich verhaltnismafig leicht diskutieren. Obwohl 
diese Methode die elegantere ist, so hat unsere Methode den Vorteil, 
daB sie uns Aussagen tiber den Konvergenzbereich unseres Naherungs- 
verfahrens (s. S. 115) lefert, da eine geschlossene. Lésung der beiden 
obengenannten Integralgleichungen bei den ziemlich komplizierten 
Kernen wahrscheinlich nicht moglich ist. 


Gottingen, Max Planeck-Institut fiir Physik. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, S. 122—152 (1949). 


Das analytische Verhalten 
der asymptotischen Wellenfunktion 
und die zugeh6rige S-Matrix fiir mehrere Teilchen. 


Teil If. 
Von 
Kari WILDERMUTH, Gottingen. 
(Eingegangen am 29. Juli 1949.) 


Einleitung. Allgemeine Wechselwirkungsenergien im Impulsraum. Aufstellung 
der S-Matrix erster Naherung fiir ein dreidimensionales Mehrk6érperproblem. 
Zusammenhang zwischen den verschiedenen Matrixelementen. Diskussion einer 
Methode, die es gestattet, samtliche Matrixelemente der S-Matrix aus den reinen 
Streumatrixelementen der freien Teilchen aneinander herzuleiten. Zusammenfassung. 


Evnleitung. 

In Teil I+ wurde an einem eindimensionalen Mehrk6orperproblem 
der analytische Zusammenhang zwischen den Matrixelementen, die 
die elastische Streuung eines Teilchens 1 an dem gebundenen Zustand 
eines Teilchens 2 beschreiben, und denjenigen Matrixelementen, die 
fiir die Ionisation des Teilchens 2 maBgebend sind, untersucht. 

Da bei den Matrixelementen, die den Ubergang von zwei freien 
Teilchen zu einem gebundenen und einem freien Teilchen beschreiben, 
gewisse Schwierigkeiten auftreten, die nur dadurch bedingt werden, 
das wir es in Teil I mit einem eindimensionalen Problem zu tun haben, 
sind wir dort auf diese Matrixelemente nicht naher eingegangen. An 
Hand eines dreidimensionalen Beispiels soll nun hauptsachlich die 
Untersuchung dieser Matrixelemente nachgeholt werden. 

Zum Schlu8 wird dann noch ein Verfahren angegeben, das es ge- 
stattet, aus den reinen Streumatrixelementen der freien Teilchen an- 
einander samtliche tibrigen Matrixelemente herzuleiten. 


Dreidimensionales Mehrkorperproblem. 

Auch in unserem raumlichen Beispiel nehmen wir an, daB von den 
beiden Teilchen, deren gegenseitige Wechselwirkung wir betrachten 
wollen, das Teilchen 2 zudem mit dem Ursprung in Wechselwirkung 
treten kann. Wollen wir aber diesmal wieder, um die Rechnung még- 
lichst einfach zu gestalten, 6-funktionsartige Wechselwirkungspotentiale 
einfiihren, so tritt folgende Schwierigkeit auf: 


+ WILDERMUTH, Kart: Z, Phys. 127, 92 (1949) 
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Bekanntlich wird im Ortsraum die Funktion O(v) in analoger Er- 
weiterung der linearen 6-Funktion folgendermaBen definiert: 


b(t) = 0 (x) d(y) d(2) = 427267). (1) 
Es ist also hier 
J O(t)dxdydz=f4ar8(r)dr=1. 
Fuhren wir nun fiir die Wechselwirkung des Teilchens 2 mit dem 
Ursprung ein Potential der Form 


V==— BOY) === B4Agr (7)  BSO (2) 


ein, so existiert fiir dieses Potential kein tiefster Bindungszustand mit 
endlicher Bindungsenergie. Wir kénnen das leicht mit Hilfe der 
HEISENBERGschen Unscharferelation einsehen. Dazu denken wir uns 
das Potential (2) als Grenzfall des folgenden Potentials: 


3B r 
H | eee ee 
V= 47a (3) 


— 0 fir 7% Se. 
Es ist also wie in (2) 
[Va7¥=—sB; 
Befindet sich das Teilchen 2 im wesentlichen in diesem Potentialtopf 
(wir werden gleich sehen, da das um so besser geht, je kleiner a wird), 
so ist nach der Unscharferelation der Absolutwert seines Impulses von 


der GréBenordnung 


Pri (4) 


also die zugehdrige kinetische Energie von der GroBenordnung 


jee h? 1 
Exin © YL 


mae Gest 2° 
2m 2H aM a 


Dagegen ist seine potentielle Energie von der Grofenordnung 


3.3 1 

Tas aces 4a a a3 : (6) 
Das heiBt: Das Teilchen 2 rutscht im tiefsten Zustand immer mehr in 
den Potentialtopf hinein je kleiner a wird, und die Gesamtenergie dieses 
Zustandes geht fiir a—0O gegen —co. Es existiert also kein tiefster 


Bindungszustand. 


Wir kénnten nun versuchen, ein 6-funktionsartiges Potential im 


‘ “ 1 s 
Ortsraum zu konstruieren, z. B. V pes —>oo gehen lassen fiir a — 0, 


um doch eine endliche Bindungsenergie zu erhalten. Wir wollen aber 
hier einen anderen Weg einschlagen. Und zwar wollen wir versuchen, 
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direkt im Impulsraum Matrizen der Wechselwirkungsenergie zu kon- 
struieren, die zu physikalisch verniinftigen Resultaten fithren, ohne 
darauf zu achten, ob die zugehérigen Matrizen im Ortsraum diagonal 
sind. Fiir die Kernkrafte ist dieser Versuch sicher sinnvoll, da es bis 
jetzt noch nicht gelungen ist und wahrscheinlich auch nicht gelingen 
wird, die Kernkrafte mittels Wechselwirkungspotentialen zu erklaren 
in der bis jetzt immer gebrauchten Form, ohne dabei zu inneren Wider- 
spriichen zu gelangen. Hier seien als Beispiel nur die Schwierigkeiten 
erwahnt, die durch die Forderung hereinkommen, da diese Potentiale 
dem Relativitatsprinzip gentigen miissen (unendliche Selbstenergien der 
Teilchen, Polarisation des Vakuums usw.). Diese Potentiale sind mathe- 
matisch so formuliert, daB sie im Ortsraum als Diagonalmatrizen dar- 
stellbar sind. Das bedeutet physikalisch, da man bei genauer Kenntnis 
der Ortskoordinaten der betrachteten Teilchen auch ihre Wechsel- 
wirkungsenergie genau kennt. Nach dem in der Einleitung Gesagten 
ist aber eine Bestimmung der gegenseitigen Lage dieser Teilchen wahr- 
scheinlich nur angenahert mdglich (104% cm)!. Das bedeutet, daB die 
obige Formulierung der Wechselwirkungsenergien fiir die Kernkrafte 
wahrscheinlich auch nicht mehr angenahert gilt, da ihr Wirkungsbereich 
groBenordnungsmaig 10-1 cm ist. 

Wir kommen nun zur Formulierung unseres Problems im Impuls- 
raum. Dabei beschranken wir uns, wie in TeilI, auf den unrelativi- 
stischen Grenzfall. 

In Diracscher Schreibweise ist die SCHRODINGER-Gleichung fiir 
unser Mehrkorperproblem von folgendem allgemeinem Aussehen: 


(H+ 8) f(hy ty) —A J (th te Viel te) dt, a fH) —] 
—Bf (tl 4) dbf. %) Eft) B>o. J 


Hierbei stellt also der erste Term die kinetische Energie der beiden 
Teilchen dar. V,, beschreibt die Wechselwirkungsenergie zwischen 
den beiden Teilchen, wahrend V, die Wechselwirkungsenergie des 
Teilchens 2 mit dem Ursprung darstellt. V, hat daher in bezug auf 
das Teilchen 1 die Form 6(f,— f'). Wir haben in (7) gleich iiber f; 
wegintegriert. Die Dimension von f, und f, und die Massen der beiden 
Teilchen haben wir dabei in derselben Weise festgelegt, wie in Teil I. 

Fur den ungestérten Fall setzen wir wieder A = 0. Wir miissen 
dann folgende Gleichung behandeln: 


(7) 


(& — £2) fo (te) —B f (t Val) at foe) = 0. (8) 
Hierbei haben wir die Wellenfunktion des Teilchens 1 durch den Ansatz 
ho (f, f5) = 6 (£, — 8) fo (te) (9) 


gleich abgespalten. 


1 HEISENBERG, W.: Z. Phys. 110, 251. 
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Da der Drehimpulssatz gleichbedeutend ist mit der Invarianz der 
Integralgleichung (8) gegeniiber Drehungen im Ortsraum bzw. Impuls- 
raum, d.h. es darf, wie es physikalisch sinnvoll ist, keine Richtung in 
diesen Raumen! ausgezeichnet sein, miissen wir auch fiir unser Problem 
den Drehimpulserhaltungssatz fordern. Das kénnen wir dadurch er- 
reichen, daB wir (f, |V,| {) eine der folgenden Formen geben: 


1. (fp |Voi ts) =F (Ra, Ry), | 
2. (t [Val ) =G(e-&) J 


oder irgendeine Funktion (fF, G) dieser 2 Arten. 

Die Operatoren (10) sollen dabei fiir f baw. f gegen oo hinreichend 
rasch verschwinden. 

Wie man sieht, sind alle 2 Formen invariant gegeniiber Raum- 
drehungen, also gilt der Drehimpulserhaltungssatz fiir (8). 

Auf eine eingehendere physikalische Diskussion der nichtdiagonalen 
Wechselwirkungsenergien im Ortsraum wollen wir uns hier nicht ein- 
lassen, da uns dies zu weit von dem eigentlichen Thema unserer Arbeit 
wegfithren wiirde. AuBerdem wird sich nachher zeigen, da wir es bei 
dem speziellen Beispiel, das genauer betrachtet werden soll, im Grenz- 
fall doch wieder mit diagonalen Wechselwirkungsenergien im Ortsraum 
zu tun haben. Diese lassen sich aber analog zu dem Beispiel in Teil I 
in ihrer Darstellung im Impulsraum leichter behandeln. 

Da die Gesamtenergie EF, in (8) 


E, = Eo kin VY, (11) 


(10) 


eine beobachtbare GrdBe ist (das bedeutet bekanntlich, da E ein 
hermitischer Operator sein muf) und die kinetische Energie {5 eben- 
falls hermitisch ist, mu auch V ein hermitischer Operator sein. Wir 
miissen also an die Operatoren (10) noch die Forderung stellen, daf 
sie hermitisch sind. Wahlt man fiir den Wechselwirkungsoperator 


eae (121% |) = 8 (te — Hy), 

also eine Kombination von (10.41) und (10.2), so kann man durch Um- 
schreibung in den Ortsraum leicht feststellen, da dieser Wechsel- 
wirkungsoperator im Ortsraum diagonal ist, d.h. gerade die Form 
der gewohnten potentiellen Energie besitzt. 

Da es uns darauf ankommt, ein Beispiel zu erhalten, bei dem wir 
zumindest die erste Naherung explizit ausrechnen konnen, wollen wir 
uns nur mit Wechselwirkungsenergien von folgender spezieller korm 
befassen, die einen Spezialfall von (10.1) darstellen: 


(f, |Ve| 6) = g (Re) @* (Fo), (412) 
1 HEISENBERG, W., u. W. Pauti: Z. Phys. 59, 168 (1930). 
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denn die Integralgleichung (7) laBt sich fiir diese spezielle Art von V3 
ganz analog zu der Methode in Teil I naherungsweise integrieren. 


Setzen wir (14) in (8) ein, so erhalten wir: 
(] —E) fo (f) — Bf g (Ro) * (Rs) F(6) dt = 0. (13) 


Hierbei ist das Integral gleich einer Konstanten T- g(Ry). Damit wird, 
wenn wir die Bindungszustande des Teilchens 2 betrachten wollen, 
ganz analog zu dem Beispiel in Teil I (Gl. 18) 


fo (fa) Sora s E; ais (14) 


T bestimmt sich aus der Normierungsbedingung, wahrend wir die 
Bindungsenergien E; (wie in Teil I auf S. 100) durch Einsetzen von 
fo(t.) in das Integral in (13) bekommen. Es wird 


a |g (he) |? Be? 
A 7 Br |. = E; 


0 


We een 


| 
© 


(15) 


Die Bindungsenergien £; hangen von der speziellen Form von 
g(k.) ab. Wahlen wir z. B. 


e(k,) = - also. . Ve == hk’ (16) 

so wird aus (15), da E, negativ sein muB, 
- 1k, 27 B 
a 270" 1 
1=4nB =| x = Ez (17) 
0 

und daraus £; = — ae In diesem Fall haben wir also, wie in Teil I, 
nur einen Bindungszustand. Wahlen wir g(k,) anders, so kénnen wir 


leicht erreichen, dai auch mehrere Bindungszustande existieren. Aber 
darauf wollen wir hier nicht naher eingehen. Wir wollen nur noch 
die Darstellung von 

1 


Sig Asn (18) 


im Ortsraum angeben. Wie man leicht nachrechnen kann, ist sie 


/ 


vy) 


Vy 


1 

(vp =o ye (19) 
Diese Wechselwirkungsenergie ist natiirlich nicht geeignet, die Kern- 
krafte auch nur angenihert richtig zu beschreiben, da sie nicht ge- 
nugend rasch fiir 7 bzw. r’ co verschwindet. Wir haben sie ja auch 
nur als einfaches Beispiel fiir unsere Betrachtungen gewiahlt. 
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Betrachten wir die Streuung des Teilchens 2 am Ursprung, so 
erhalten wir aus (13) 


fo (fa) —= 0 (f. Sty) 


Bie Re (20) 


wobei der erste Teil die einfallende ebene Welle darstellt, der sich 
eine kugelsymmetrische Streuwelle uberlagert. Daraus sehen wir, daB 
durch unsere speziell gewdahlten Wechselwirkungsenergien nur die 
Teilchen mit dem Drehimpuls 0 gestreut werden. YT bestimmt sich 
diesmal durch Einsetzen von (20) in das Integral von (43). 

Wir miissen nun die Wechselwirkungsenergie V,, zwischen den 
beiden Teilchen genauer untersuchen. 

Betrachten wir V,, in einer Darstellung, in der der Gesamtimpuls 
f= f+, und der Relativimpuls f = f,—f, der beiden Teilchen 
diagonal ist, so muB V,, folgendes Aussehen haben: 

E214. E) =6—P) FI, (21) 
Der Faktor 6(£—f’) bewirkt, da8 fiir die beiden Teilchen der Impuls- 
erhaltungssatz gilt, falls keine anderweitigen Wechselwirkungen mehr 
vorhanden sind. Wir miissen den Impulserhaltungssatz fiir die beiden 
Teilchen fordern, da er ganz analog zu vorhin gleichbedeutend ist mit 
der Invarianz der der Gl. (8) zugeordneten Integrodifferentialgleichung 
im Ortsraum gegentiber Verschiebungen in diesem Raum, wenn B = 0 
ist!. Das heiBt, es ist im Ortsraum, falls B — O ist, kein Punkt aus- 
gezeichnet. Man ersieht auBerdem aus (21) die Invarianz von VY, 
gegentiber einer Koordinatenverschiebung im Impulsraum. Das ist 
sinnvoll, da fiir B = 0 auch im Impulsraum kein Punkt ausgezeichnet 
ist. Dieser Invarianzeigenschaft ist, wie hier nicht gezeigt werden 
soll, der Schwerpunktsatz fiir die beiden Teilchen zugeordnet. Fur 
die vollstandige Integralgleichung (8) (6 >0) gelten natiirlich die 
eben angestellten Betrachtungen nicht, da jetzt der Ursprung ein 
ausgezeichneter Punkt ist. 

Da fiir die beiden Teilchen im Fall B =O natiirlich der Drehimpuls- 
erhaltungssatz mit dem Schwerpunkt als Bezugspunkt gelten muB, 
mu (f\7,, f) eine der Formen (10) besitzen. 

Zur Integration von (7) betrachten wir A wieder als kleine Grobe, 
Dann kénnen wir, wie in Teil I die -te Naherung wieder als Funktion 
der (n—1)ten Naherung angeben. Hat Vy die? Form (14) und Vax die 
Form (21), so erhalten wir ganz analog zu der Methode in Teil I [Gl. (12) 


aus (7) 


: sm = fi fF} 
fn (tr fe) =geece 4] ; ) M2 2 )x 


<A thf) + Belk) M()}. 


1 HEISENBERG, W., u. W. Paurt: Z. Phys. 50; 42 


(22) 
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Hierbei haben wir 


M (f,) = f g* (a) @ fF, (Er 9) (23) 


gesetzt. Setzen wir (22) in (23) ein, so erhalten wir 


Agt() [ ((h—-b oe) bth 2h ve | 

x ef Vis ; “\fe—1 (hf + ly nanan. 

Also wird AE ani ; 
; oy A ( (fh bie ) othe 2h) 

feats) = eee il Me x 


2 2 / 
h ; ms, Bg (Rg) & (Ro) * 
SG ets Mb eg ot) _ 7 . lo(k 2 2 2 x 
aha 1 - 1nB fat a au Re? dk, fa; Soames 
teehee © 
i 
28 7 if — ot “/ “ , y/ / f 
| [PS el BAB) ah +h) dt] ath. 


Wir wollen nun den Ausdruck H etwas genauer anschauen. 

Im Ausgangszustand habe das Teilchen 1 den Impuls 8, und das 
Teilchen 2 sei mit der Bindungsenergie EL; (£; negativ) an den Ursprung 
gebunden. Es ist dann 

E=h- Rt 
und damit 


> g (Rs) |? - = BCE f 
ies 142 Bla ee Mah. 
Durch Vergleich mit (15) sehen wir, da8 H =O wird, wenn 
a) f—=0 
bzw. a, ‘ 
b) i — = 2,_Z, Ee 


ist. Das bedeutet physikalisch, das die 0-Stelle a in H fiir die elastische 
Streuung des Teilchens 1 am Teilchen 2 maBgebend ist und die 0-Stellen 
b fiir diejenige unelastische Streuung maBgebend sind, bei der das 
Teilchen 2 von einem Bindungszustand in einen anderen Bindungs- 
zustand tibergeht. Wie in dem Beispiel in Teil I ist fiir E >0 das reelle 
Kontinuum der Nullstellen des Nenners ff + {}—E fir die Streuung 
verantwortlich, bei der das Teilchen 2 ionisiert wird. 

Haben wir dagegen als Ausgangszustand zwei freie Teilchen, so ist 
diesmal f/ + {}—E fiir die rein elastische Streuung maf gebend, und 
die Nullstellen von H sind fiir den Ubergang des Teilchens 2 von einem 
kontinuierlichen Zustand in einen diskreten Bindungszustand am 
Ursprung verantwortlich. Wir werden diese Verhaltnisse noch genauer 
an dem folgenden Beispiel kennenlernen, das wir explizit in erster 
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Naherung integrieren wollen. Da im letzten Glied in (24) 6 Integrationen 
auszufuhren sind, miissen wir g (#,) und V,. so einfach wie méglich wahlen, 
um die Integrationen tiber sémtliche Variable ausfiihren zu kénnen. Am 
einfachsten ware es nun, wir setzten sowohl g (Ry) = g (k¥) =1, als auch 
Vy. = 1. Das wiirde im Ortsraum den Funktionen 6 (vy) und 06 (t,— ry) 
(bis auf Faktoren) entsprechen, wie man leicht nachrechnen kann. Wir 
haben aber bereits auf S. 122 und 123 gezeigt, da fiir diese Potentialform 
kein tiefster Eigenwert existiert. Das driickt sich im Impulsraum da- 
durch aus, daB z. B. fiir g(k,) = 1 in der Gl. (17), die uns die Eigen- 
werte £, liefert = 


lea) 2 preca ee 


0 
divergiert, wenn |g(k:)/? =1 gesetzt wird, da fiir hohe Impulse der 
Integrand — 1 strebt, falls wir £; endlich annehmen. 

Um doch einen endlichen Energieeigenwert zu erhalten, ohne dabei 
auf das obige einfache g(k,) verzichten zu miissen, machen wir folgenden 
Grenziibergang : 

g(Rk,) sei fiir kg<C gleich 1 und fiir k, >C gleich 0. Das heiBbt, 
wir schneiden einfach die hohen Impulse, durch die die Divergenz in 
(25) hereinkommt, ab. Lassen wir nun in (15) und (17) den Kopplungs- 


parameter B gegen 0 gehen, aber zu gleicher Zeit C wie Rk + oF gegen oo 
gehen, wobei F irgendeinen endlichen positiven Wert besitzt, so wird 
aus Gl. (17) 


1=42 B(R+—— 


LAE) SmJE>0. 06 


B-0 \ 4a B 
Daraus erhalten wir den einzigen Energieeigenwert 
ie s 
— a ' (27) 


Die zu diesem Energiewert gehorige Eigenfunktion wird nach Gl. (16) 


Ag BY N 
fo (fe) = ,, 4k a ae (28) 
2+ ae + 7 


wobei sich N aus der Normierungsbedingung 
| J | fo (fe) Pat, = 1 
9 qed. (29) 
bestimmt. 
Zu (28) gehért folgende richtig normierte Eigenfunktion im Orts- 


Le) 


f(t) = ee Be tae (30) 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. 9 
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[Die Transformationsmatrix, die vom Impulsraum in den Ortsraum 


transformiert, hat die Form (|f,| t2) = = . e'ft. | Wir sehen daraus, 
x3 
da® die Eigenfunktion (30) eine radiale Ausdehnung von der GroBen- 
ordnung z/2R besitzt. Die Singularitat in (30) fiir y +0 ist so schwach, 
daB f |fo(ts) |? ary endlich, und zwar gleich 1 ist, da die zugehorige 
Eigenfunktion im Impulsraum auch auf 4 normiert ist. 
Da R und ‘VE; dasselbe Vorzeichen haben miissen, damit Gl. (26) 
erfiillt werden kann, existiert fiir negative R kein Bindungszustand. 
Wir wollen nun sehen, was wir mit dem eben gewahlten g(h,) fur 
eine Streuwelle bekommen, wenn wir eine einfallende ebene Welle 
folgender Form haben 


Fo (fy) = 6 (fz — 8). (31) 
Nach (20) erhalten wir damit 
fo(h)=6(b—%,) +4ag——e  h<C. (32) 
OD: 


Setzen wir zur Bestimmung von T (32) in das Integral in (13) ein und 
machen den eben betrachteten Grenziibergang, dann wird 


1 


i, = i . ae EAN tl ‘ 
4n BT = 2n(2R+ 2ik,) Ge ah (33) 


und somit 


3 2 1 1 


Wir sehen, unsere Methode liefert auch eine verniinftige endliche Streu- 
welle. Wie man leicht zeigen kann, besitzt Gl. (15) fiir g(k,) = 41 auch 
bei positivem FE keine Lésung, wenn wir nicht den obigen Grenziiber- 
gang durchfiihren. Das bedeutet physikalisch, da in diesem Fall 
keine Streuung am Ursprung stattfindet. 

Die Matrix (IK. f) in (21), die die Wechselwirkung der beiden 
Teilchen in bezug auf ihre Relativkoordinaten beschreibt, legen wir 
in der entsprechenden Weise fest. Wir setzen also 


| (F |W, 0] F) = n(k) a*(B’), (35) 
wobei x 
Al fiir ene ee 36) 
=@ ie & ssJD 


ist, und lassen den Kopplungsparameter A —> 0 gehen, wahrend D wie 
J+ = oof geht. Wir setzen dabei noch voraus, da8B A>O und 


la R ist. Es ist dann, wie wir aus (34) sehen, die Streuwirkung von 
V,2 viel geringer, als von V,. Fiir A < 0 gibt es keine Streuwelle. Das 


+ Siehe S. 120. 
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bedeutet, daB in unserem Fall nur eine Anziehungskraft eine Streu- 
wirkung hervorruft, was wohl so zu verstehen ist: Die Teilchen miissen 
moglichst nahe aneinander kommen, damit unser eigenartiges Potential 
uberhaupt eine Streuwirkung hervorrufen kann. Eine abstoBende Kraft 
(A <0) sucht dagegen die Teilchen méglichst auseinanderzuhalten. 

Unserem Grenziibergang im Impulsraum entspricht im Ortsraum, 
da wir die Tiefe des auf S. 123 betrachteten Potentialtopfes nicht 
~ 1/a? sondern ~ 1/a? gegen co gehen lassen. Allerdings stimmen 
diese beiden Methoden nur im Grenzfall a bzw. B und A 0 uberein, 
denn fiir endliches B und 4 sind V, und V,, im Ortsraum nichtdiagonale 
Wechselwirkungsmatrizen zugeordnet. 

Aus (7) leitet sich jetzt mit den obigen Voraussetzungen und unter 
Benutzung der Beziehung (21) folgende ScHRODINGER-Gleichung im 
Impulsraum ab: 


G+6—-E)(GE)—A4 ffG.4+6—-h4dh— 
A-—-0 2’ 


BO Tt) at or 


B-0 2 


(37) 


Hierbei soll 2’ beim ersten Integral andeuten, daB wegen (36) nur 
iiber den Teil des Raumes f; integriert wird, fiir den 


/ ¢ 9 it \2 
(26, + &))*= vo ve 


ist. 2 bedeutet das entsprechende fiir das zweite Integral. Hier ist 
die Begrenzungsflache (s. S. 129) durch 

i= (R+aes) 
festgelegt. 

Fiir (37) laBt sich unsere Naherungsmethode in der Art, wie wir 
sie auf S.127 und 128 angewandt haben, nicht benutzen. Denn setzen 
wir im ersten Integral in (37) fy (fi, f, + f—fi) z. B. in der Form (34) 
ein, wobei wir noch den Faktor 6(f; — &,) hinzufiigen, der das Teilchen 1 
im ungestérten Zustand als ebene Welle beschreibt, so sehen wir, daB 
dieses Integral mal A fiir A — 0 ebenfalls gegen 0 geht. Wir miissen 
daher unser Naherungsverfahren geeignet abandern. 

Dazu betrachten wir zuerst die Gl. (37) ohne das letzte Glied. 
Dieser Teil lautet 

(PB ENG) 2 Zi) ft h+h—t)¢dh =o. (38) 

Fiihren wir hier als Koordinaten den Gesamtimpuls f = §, + f 

und den Relativimpuls tc f, — f, der beiden Teilchen ein und spalten 


Mt hb) =Al) Alt) 


o* 
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auf, so wird aus (38) 


(PEP —n) Alt) 4 


AUDE AC abaq i (39) 
0 kong 


2 A> 
Mit of T=? 
als neuer Integrationsvariablen erhalt man schlieBlich 
% Jee 
(PtEn g) aia tex" f f,f)dt=0. (40) 
A+0 6 


Durch den Ansatz f, (f) = 6(f—) (wir stellen also die Wellenfunktion 
der Schwerpunktkoordinaten als ebene Welle dar) — bleibt fiir die 


Wellenfunktion fo (E) der Relativimpulse folgende Gleichung tibrig: 


= 1 
bd ee 
(e—(2e—8°)} f(t) j,(t)d¥ =o. (41) 
Aes Quien 0 


Nehmen wir im Raum der Relativimpulse als einfallende Welle eine 
ebene Welle der Form 
A eolL-= 8! G2 = 2E — 2 (42) 

an, so wird ganz analog zu Gl. (34) 

(= = = 1 1 

ja(t) = o(t wv) ideal ee tat eee (43) 

anloy+aik) P= 

Wir erhalten nun dieselbe Streuwelle wie in (43), wenn wir in Gl. (41) 


bzw. Gl. (39) A durch 1/2z- (27 =F x1 8) ersetzen und die daraus ent- 
stehende Gleichung 


b_w)/,(7 1 eae Joy ap Gg taelp és 
(— 9) 7, (7) rena pc (44) 


formal in erster Naherung lésen, wobei die Wellenfunktion nullter 


Naherung fealt) =e d(F—&) ist. Im Ortsraum bedeutet das, daB wir 
das Wechselwirkungspotential zwischen den beiden Teilchen durch 
eine solche 6-Funktion ersetzen, die in erster Naherung dieselbe Streu- 
welle liefert wie das wirkliche Wechselwirkungspotential. 

Denselben Ersatz fithren wir in (37) durch und erhalten 


+ co 
(h+G—E)f(hf)—W f ff b+h—h)dh— Bs J f(t, &) dt =0 
oo Bo Q 
1 


("nitepea) 
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Die Gl. (45) lésen wir formal in erster Naherung, wobei wir W bzw. 
1/J als kleine GréBe gegeniiber 1/R auffassent. Bevor wir auf die 
Berechtigung dieses Naherungsverfahrens eingehen, wollen wir zuerst 
die erste Naherung explizit ausrechnen. 

Fir die weitere Rechnung miissen wir folgende beiden Falle unter- 
scheiden: 

a) In nullter Naherung hat das Teilchen 1 den Impuls 8, und das 
Teilchen 2 ist an den Ursprung gebunden. Nach (28) lautet also die 
Wellenfunktion nullter Naherung 


; : N a RE 
fo(f 2) = 6(E, — &) a aR?’ E=Ki- 7 (46) 
Bain 7 


b) In nullter Naherung besitzt das Teilchen 1 den Impuls ®,, wah- 
rend das Teilchen 2 zusatzlich am Ursprung gestreut wird?. Hier 
haben wir nach (34) folgende Wellenfunktion nullter Naherung: 

1 1 


folt &) = (4-8) (86-8) —sgRparky B08) | (4p 
(K,=|&,|, E=82+ 8%). 


Zunachst beschaftigen wir uns mit dem Fall a. 


: : N = 4 R2 
a) pa 6k) — iC = (46) 
+ = 


Um die erste Naherung von (45) zu erhalten, setzen wir (46) in (24) 

ein und ersetzen in (24) A durch W. Auferdem setzen wir 
Vao = 8 (he) = g* (hs) = 1. 

Es wird dann, wenn wir in B/H den auf S. 129 besprochenen Grenz- 

tbergang machen, 


—WN 1 
A(t) = 22 E ro | 
i = & Gr 1 it es aye + —s 
fae dt, f 
2 = ——— a7 Apa (e (48) 
an(n+<*ye—8) J + e—H)(+%-9+ Sr) 
C 


Um das Integral G in (48) auszurechnen, fiihren wir Polarkoordinaten 
im f£,-Raum ein, mit (f,—S8,) als Polarachse. Nach Ausfihrung der 


1 Das entsprechende Verfahren im Ortsraum wurde zuerst von E. FERMI 
angewandt. FERMI, E.: Ric. Sci. 2, 13, 38 (1936). 
2 Hierbei hat das einfallende Teilchen 2 den Impuls ft). 
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beiden Winkelintegrationen erhalten wir 


(ks + ie) aie 4B? 
G=n | ee ali 2 
. Ce APS Oe Ge Eye ae (49) 
Tt 
(L = |f,—-8&,]). 


Wir sehen, der Integrand ist symmetrisch beziiglich k, daher kénnen 
wir in (49) von —oo bis +oo integrieren, wenn wir den Faktor 
hinzufiigen. Da der Integrand auBerdem fiir k;—>co proportional 
1/k2 gegen 0 geht, kénnen wir in der komplexen Zahlenebene den 

reellen Integrationsweg durch 


iid sadl nebenstehenden Integrations- 
A /maginare Achse : 
1 5 weg ersetzen. FE denken wir 
Je LJ uns wie in Teil I mit einem 
so )) ee th Vy | a eye eee : 

positiven Imaginarteil behaf- 
aE eee Qr+VE-Kl rece tet. Fiir ky = + wes +L 

SWE Vie Achse a 


haben wir logarithmische Ver- 
=a x — SF 41 zweigungspunkte, | wahrend 
sich bei ky = + V E—# lineare 
Singularitaten befinden. 

Da sich der Wert des Logarithmus in (48) bei einmaligem Umlaufen 
eines logarithmischen Verzweigungspunktes um 27 andert, bleiben 
bei der Integration entlang der Verzweigungsschnitte 1 und 2 nur 
Integrale iber gebrochene rationale Ausdriicke iibrig, die sich elementar 
integrieren lassen. 


Nach Ausfiihrung der oben eingezeichneten Integration wird 


aos w Sete ao (= =#) 
: R, | 


24 he 
In ~ ria at =F UA ie lf— ty \ 
2|f, — &,| E eres » (f, — &) i2R GSayx (50) 

EC me f* 1/_ aise 2 al 
Ven ee ta the 

Setzen wir (50) in (48) ein, so erhalten wir 

ae +WN Joe) AY 
f, (fe) = Pups Pp = C4 ss 


3 1 - 4 R2 ; A = ea 
Nien a ie cps 8 (n+ ele ot 


—z__ (hk — &) jak (f afd 
E—® 1 ; 
x Ir lel le f a ue R, | ( wt a if RT} 


ae Ri age 
E i Tas | t 
! reat)t ome cn 


e~H—) 
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Aus der Bedingung, daB man den Klammerausdriicken unter dem 
Logarithmus immer einen Winkel in der komplexen Zahlenebene 
zwischen —za + ¢ und + a zuordnen mu, bestimnit sich ganz analog 
zu dem Beispiel in TeilI (s.S.109 und 111) der Winkel, den man 
dem gesamten Argument zuordnen muB. 

Man kann auferdem leicht nachpriifen, daB fiir |f,— %,| = 0 der 
Faktor von 1(R ++ = /zE—8) in (51) kee Singularitat beziiglich f, 
besitzt. 

Die physikalische Diskussion von (51) fiihren wir nachher an der 
zugehorigen S-Matrix durch. 


1 1 
2n(2R+n7K,) (2— 2) PT) 


b) fo (t fe) = 6 (5, — &) (0 (f, Ry) 


Wie man aus (47) und (24) sieht, miissen wir diesmal Integrationen 
uber 6-Funktionen ausfiihren, wobei die Faktoren dieser Funktionen 
selbst Singularitaten auf der reellen f,, f,- und E-Achse_besitzen. 
Dadurch treten gewisse Komplikationen ein, die wir zunachst genauer 
untersuchen miissen. 


Wie bereits in Teil I erwahnt wurde, kann die Funktion 6(k) auBer 
durch die Definition (5) Teil I auch folgendermaBen festgelegt werden: 


‘ 1 
(hh = — oe a reell und >0. 
a—Q 


(Diese Definition der 6-Funktion ist fiir unsere weiteren Betrachtungen 
zweckmabBiger.) 
Wird z. B. die Funktion 


3 1 a : 
d—K,) = ¢ ROK Ee a reell und >0 
a0 


mit der Funktion 


i 


6, (k? —E) = ei BEE, x reell und >0 


multipliziert und iiber #& integriert, so erhalt man (z. B. durch kom- 


plexe Integration) 


[oe] 


fo(k—K,) 6, (#2 —E) dk 
1 ‘ ta (52a) 
ee ale pa a Oe 


a—>0 
x0 
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Will man jetzt in (52a) noch tiber K, integrieren, so sieht man, daf 
das Ergebnis ganz davon abhingt, in welchem Verhaltnis zueinander 
man a und x wahlt. 

Es zeigt sich nun, da es physikalisch sinnvoll ist (z. B. an dem 
nachfolgenden Problem), a und x so zu wahlen, daf 


fi 
ki—E—ix 


f 6(R—K,) 6, (#?—E) dk =06,(Kj—E£) = (52b) 
gilt. Das heift, die 6-Funktion mu8 auch in diesen entarteten Fallen 
in der iiblichen Weise gehandhabt werden. Man erreicht das, wenn 
man in (52a) x >a wahlt (z. B. x2 ~ a). In (52a) fallt dann fir x > 0 
das zweite Glied fiir jeden Wert von /K, weg, und im ersten Summanden 
sind die Glieder mit dem Faktor a gegeniiber dem Glied mit dem Faktor x 
zu vernachlassigen. 

Als Beispiel betrachten wir die Streuung zweier Teilchen gleicher 
Masse aneinander, wobei die Wechselwirkung zwischen diesen Teilchen 
durch eine 6-funktionsartige Kraft der auf S. 129ff. eingeftihrten Art 
beschrieben wird. Behandeln wir dieses Problem in erster Naherung 


nach der Methode von S. 131ff., so miissen wir folgende Gleichung 
losen : 


-++ 60 
(f+ B-A)A(hh)—W f fol b+ h—h)dh. (53) 


[Wir erhalten diese Gleichung aus (45), wenn wir dort B = 0 setzen 
und formal die Gleichung fiir die erste Naherung hinschreiben. | 


Als ungestorte Wellenfunktion wahlen wir 
fo(t f:) = 0 (ie X) 6 (fy — ®). 
Wir stellen also im ungestorten Zustand beide Teilchen als ebene Wellen 
dar. Wir erhalten aus (53) 
( 1 ( 
A(h fy) Less W o((f Sir to) = (Sy 7h St). (54) 


Fuhren wir als Koordinaten der beiden Teilchen ihren Relativimpuls 


g = f,—f, und ihren Gesamtimpuls ® = f, + f, ein, so wird aus (54) 


f,(®, ®) = : W 6(® —(® + ®.)) 


R — (2B == (yap 85)) (55) 
= 4a iW 6,(8?—(2E—(®, + ®,)*)) -6(B—(®, + ®y)). 


Dabei haben wir in (55) die 6-Funktion in der eben besprochenen 
Weise gehandhabt. 
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Aus (55) ist ersichtlich, daB in erster Naherung eine auslaufende 
Streuwelle beztiglich der Relativkoordinaten der beiden Teilchen ent- 
steht. AuBerdem laBt sich leicht mit Hilfe der Rechnung von S. 132 
zeigen, da man dieselbe Streuwelle in erster Naherung erhalt, wenn 
man von vornherein den Relativimpuls und den Gesamtimpuls der 
beiden Teilchen als Koordinaten einfiihrt. Daraus sehen wir, daB das 
obige Verfahren wirklich zu einem physikalisch sinnvollen Ergebnis 
gefihrt hat. 

Es sei noch ein Wort zu der Multiplikation zweier 6-Funktionen 
bemerkt: Wie sich leicht nachpriifen 1aBt, gilt 


if 0 (k — Kj) 0(k—K.) dk = 0 (Ay — B49) 


(wir haben diese Beziehung eben zur Gewinnung von (54) benutzt], 
wenn wir 


1 a 


i 1 a 
= a) und 0(k—K,) = 


a ((k — K,)? + a?) 
setzen, also in beiden 6-Funktionen dieselbe infinitesimale GroBe a 
wahlen. Damit haben wir auch gezeigt, welchem mathematischen 
Grenztibergang es entspricht, wenn man 26-Funktionen miteinander 
multipliziert und bei der Integration so verfahrt, als ware die eine 
6-Funktion eine gewohnliche Funktion ohne Singularitaten auf der 
reellen Achse. 

Nach diesen Vorbereitungen erhalt man ganz analog zu a, wenn 
man noch £, und £, immer einen positiven infinitesimalen Imaginarteil 
+ 4a zuschreibt, 


Naa 


: _Ww 
h(i b) =gypelE — 6 ((f, - £) — (Sy + 82) + 


1 1 (=2R+ ni Ef) 
a wen wy 
; 
1 ay ; (56) 

A 2 (£, — &,) ( — &#.) — 71% i 4(2R + 21 Rg) |f, — | & 

; (+VE= 8-8-3 if, =a Sale VE. + he i =a all 
x in 

- (h— — &,) | 

(-VE=8- Sg ey) (+ VE re He a) 

(SmE und E,>0, « reell und >0, E=S8}+ 85, E, = 3). 


Den Klammerausdriicken unter dem Logarithmus ist wie im Fall a 
in der komplexen Zahlenebene ein Winkel zwischen —z + € und + z 
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zuzuordnen. Daraus bestimmt sich dann analog zu a und dem Beispiel 
in TeilI der Winkel des gesamten Arguments in dieser Ebene. 


Auch hier wollen wir die physikalische Diskussion an Hand der 
zugehorigen S-Matrix durchfiihren. 


Wir kommen nun zur Aufstellung der zu (46), (47), (51) und (56) 
gehorigen S-Matrix erster Naherung. 


Diejenigen Matrixelemente von S, zu denen im Ausgangszustand 
ein freies Teilchen 1 und ein gebundenes Teilchen 2 gehoren, erhalt 
man analog zu dem Verfahren in Teil1I S.102ff. Diesmal besitzt der 
Bindungszustand des Teilchens 2 nach Gl. (27) die Energie — 4R?/x*. 
Wir miissen also in (46) und (51) 6, (ff +  — E) und 6, (ff — (E + 4R?/72)) 
durch die zugehorigen 6-Funktionen. ersetzen. 

Ganz ahnlich gewinnen wir aus (47) und (56) diejenigen Matrix- 
elemente von S, die die reine Streuung der beiden freien Teilchen an- 
einander und am Ursprung beschreiben, bzw. den Ubergang von zwei 
freien Teilchen zu einem freien und einem gebundenen Teilchen (Ein- 
fang des Teilchens 2) beschreiben. Dazu miissen wir auch diesmal 
6, (H+ 8—E) bzw. 6,(8—(E + 4R2%/m2)) durch die zugehérigen 
6-Funktionen ersetzen. Lassen wir noch diejenigen Faktoren weg, 
die den Bindungszustand des Teilchens 2 beschreiben (s. Teil I, S. 102), 
so erhalten wir folgende S-Matrixelemente: 


| (f, Es |S;| ®, Es) =/*0 $) ex 
Page (2B 4 9 eB) 2 = 8) 
SDs reper ee Soy ee nse 
ee ee 
( (ty t.|Sr|®, Ey) = 201 WN 8(B + B—|E)) x 
(if cess eae 
eb || AE ENS Blea ae fares) 
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Mit den Matrixelementen (57a) beschaftigen wir uns nur ganz kurz, 
da wir die entsprechenden Matrixelemente bereits bei unserem ein- 
dimensionalen Beispiel ausfiihrlich untersucht haben. 

Wie es zu erwarten war, stellt das erste Matrixelement von (57a), 
das die elastische Streuung des Teilchens 1 am Ursprung beschreibt, 
eine ebene Welle dar, der eine um die St,-Achse symmetrische Kugel- 
welle als Streuwelle tiberlagert ist. 

Durch das zweite Matrixelement von (57a), das die Dissoziation des 
Teilchens 2 beschreibt, wird uns als Streuwelle eine Kugelwelle im f,, f,- 
Raum geliefert. Auch diese Welle besitzt eine Symmetrie beztiglich 
der §,-Achse. Der Wert des Matrixelementes ist namlich nur von den 
Winkeln (f, , 8), (f2, 8&1), (f, &) und den Absolutbetragen Ea callyaanse 
abhangig. AuBerdem kann man (am besten geometrisch) leicht nach- 
weisen, daB wegen 

R+H=E<M  (L-&)(L—%) +0 
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werden kann. Ebenso kann auch das Argument unter dem Logarithmus 
nicht 0 werden, da 


1 (£, — &) Wes aa 
Fi a] |= Ve 8 
ist, wie man ebenfalls leicht zeigen kann. 

Daraus sehen wir, wenn wir noch die obigen Bemerkungen beachten, 
daB die Matrixelemente (57a) nur physikalisch verniinftige Singularitaten 
besitzen. 

AuBerdem erkennen wir, da das Matrixelement, das die elastische 
Streuung des Teilchens 1 beschreibt, im ganzen Wertebereich von E 
eine analytische Funktion von EF ist, auBer dem Faktor 6(t{— &}). 

Wir kommen nun zu den Matrixelementen (57b), die uns die reine 
Streuung der beiden freien Teilchen bzw. den Ubergang von zwei 
freien Teilchen zu einem gebundenen und einem freien Teilchen be- 
schreiben, also gerade die Vorgange, die wir in Teil I noch nicht unter- 
sucht haben (s. S. 102). 

Wir interessieren uns hier nur fiir die Glieder der ersten Naherung, da 
wir die nullte Naherung schon friiher (s. S. 130 und 133) diskutiert haben. 

Zuerst betrachten wir das reine Streuglied (f, f, |.S,| %, %,). Das 
Glied mit dem Faktor 6(f, + f,) — (%, + §)) beschreibt den Teil der 
Streuung, bei dem die beiden Teilchen nur untereinander gestreut 
werden. Man sieht dies daraus, daf fiir dieses Glied streng der Impuls- 
erhaltungssatz gilt. 

Der singulare Anteil des nachsten Gliedes ist maBgebend fiir fol- 
gende Streuung: 

Das Teilchen 2 wird zuerst am Ursprung gestreut und st6Bt dann 
mit dem Teilchen 1 zusammen. Wir kénnen das wie folgt begriinden: 
StoBen 2 Teilchen gleicher Masse zusammen, so miissen bekanntlich 
wegen des Energie-Impulserhaltungssatzes die beiden Teilchen nach 
dem Sto unter einem rechten Winkel auseinanderfliegen, wenn wir 
uns auf ein Koordinatensystem beziehen, in dem das Teilchen 41 vor 
dem Sto8 ruht. Das aber wird gerade durch (f,— &,) (f,— &,) = 
beschrieben. Analog kénnen wir folgern, da die Singularitat im dritten 
Glied der ersten Naherung fiir den Teil der Streuung ma&gebend ist, 
bei der zuerst die beiden Teilchen zusammenstoBen und nachtraglich 
das Teilchen 2 noch am Ursprung gestreut wird. Man sieht das sofort 
ein, wenn man sich diesmal auf ein Koordinatensystem bezieht, in 
welchem das Teilchen 1 nach dem Sto ruht. Von hier aus gesehen 
miissen in diesem Fall die Impulse vor dem StoB (f,— 8) und (t, — &) 
aufeinander senkrecht stehen, d.h. (f,— §,) (f{;— 3) muB 0 sein. 

Das vierte Glied und die nichtsingularen Anteile des zweiten und 
dritten Gliedes sind fiir den Teil der Streuung verantwortlich, bei 
denen die beiden Teilchen in der Nahe des Ursprungs zusammenstoBen 
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und auBerdem das Teilchen 2 noch am Ursprung gestreut wird. Man 
kann analog zu S. 139 leicht erkennen, daB diese Teile des Matrix- 
elementes (f, f; |S,| 8, %,) eine Kugelwelle im {, f,-Raum mit dem 
Ursprung als Zentrum darstellen. Gegen wir namlich in den tT, to2-Raum 
uber und integrieren beispielsweise zunichst iiber ky, und dann tiber 
k,,, So tragt fiir groBe Entfernungen vom Ursprung bei der Integration 
liber k,, der Integrand nur etwas zum Integral bei, wenn die Ableitung 
des Exponenten 
By % + VE — Gp, Re he + hy Vy + Bey Yo + By 2 + By, 2 


1 


nach k,, verschwindet. Daraus folgt fiir die x-Koordinaten der Teilchen 


Bal = yx Rix 
Ho ] EF Rog 
Ahnlich zeigt man, daB 
Wy Fay a tee ie Bie ig. 
oe) key : 49 Rez’ Say kyy 


usw. gilt. Die im vierten Glied auftretenden logarithmischen Singu- 
laritaten sind zu schwach, um an dem eben besprochenen Sachverhalt 
etwas zu andern. Daraus sehen wir, daB beide Teilchen gleichzeitig 
vom Ursprung wegfliegen, und damit ist gezeigt, daB wir es wirklich 
mit einer Kugelwelle im ,, f,-Raum zu tun haben. 

Der eben durchgefiihrte Beweis gilt ganz analog auch fiir die Kugel- 
wellen der Matrixelemente (57a). 

Das Matrixelement (f, £, |S,| St, &,), das den Einfang des Teilchens 2 
am Ursprung beschreibt, ist ganz ahnlich gebaut wie das Matrixelement 
(f, f, |S,| %,£,). Nur tritt diesmal als Streuwelle eine Kugelwelle im 
f,-Raum mit dem Ursprung als Zentrum auf (Beweis wie oben), die 
beschreibt, daB das Teilchen 1 nach dem Einfang des Teilchens 2 mit 
der Energie f? = E + 4R2/x* vom Ursprung wegfliegt. Ahnlich wie bei 
(f, f. |S,| &, By) laBt sich zeigen, daB dieses Matrixelement auBer der 
in der 6-Funktion enthaltenen Singularitat keine weiteren Singulari- 
taten auf der reellen f,-Achse besitzt. 

Es zeigt sich, daB die Matrixelemente (57a) und (57b) die Be- 


zichungen enn ran . 8 SF 


in erster Naherung erfiillen. Wir wollen den Beweis dieser Beziehungen 
nicht explizit vorfihren, da die zugehérigen Rechnungen zwar ele- 
mentar, aber ziemlich langwierig sind. Es sei nur erwahnt, daB man 
wie auf S. 136 bei der Integration tiber 6-Funktionen so verfahren mub, 
daB die in ihren Faktoren enthaltenen infinitesimalen Imaginarteile nicht 
geindert werden. AuBerdem mu man bei der Integration tber das 
Produkt zweier 6-Funktionen analog zu S.137 so tun, als ware die 
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eine §-Funktion eine regulare Funktion ohne Singularitaten auf der 
reellen Achse der Integrationsvariablen. 

Bevor wir weitergehen, soll das auf S. 131 ff. eingeftthrte Nahe- 
rungsverfahren naher begriindet werden. 

Setzt man die Lésungen (51) und (56) zusammen mit den zugehorigen 
Lésungen nullter Naherung in die exakte Wellengleichung (37) ein, 
so zeigt sich, da diese Gleichung im Grenzfall 4 +0 und BO 
befriedigt wird. Allerdings kann man sehen, dafi man beliebig viele 
andere Lésungen finden kann, die ebenfalls (37) in dem obigen Grenz- 
fall befriedigen [das beruht darauf, da durch den Grenziibergang in 
(37) diese Gleichung praktisch in 2 Gleichungen aufgespalten wird). 
Aber unsere Lésung hat den Vorzug, da sie auch fiir endliches B die 
Gl. (37) naherungsweise erfiillt, was. bei den tibrigen Lésungen nicht 
der Fall ist. Zudem werden die Unitaritatsbeziehungen S*S=1 — 
diese ist im wesentlichen mit der Kontinuitatsgleichung (s. Teil I, S. 107) 
gleichbedeutend — und S S* =1 in erster Naherung erfillt. In die 
Erfiillung dieser Beziehungen geht wesentlich die Form der zu den 
Lésungen (51) und (56) gehdrenden S-Matrix erster Naherung ein. 
AuBerdem erhalten wir aus (51) und (56) fiir A bzw. B streng gleich 0 
(d.h. J bzw. R=o0) die zu diesen Spezialfallen gehdrenden exakten 
Wellenfunktionen. 

Wir untersuchen nun den analytischen Zusammenhang zwischen 
den einzelnen Elementen der S-Matrix (57). 

Wie man aus (57a) sieht, gilt zwischen dem Matrixelement, das 
die Erzeugung eines freien Teilchens 2 beschreibt und dem Matrix- 
element, das die elastische Streuung des Teilchens 1 an dem gebundenen 
Zustand des Teilchens 2 beschreibt, die zu Teil I (29e) analoge Beziehung 


INE age 
7| hy B| (58 a) 
: 5 Ble 
(i hep = =| : 
Die Bedeutung der in (58a) auftretenden Gr68en wurde bereits in 
Teil I (S.104ff.) erlautert. Wir brauchen also hier nicht nochmals 
darauf eingehen. Es sei nur erwahnt, daB k, den Absolutwert des 
Impulses f, bedeutet, wahrend 7 ky , wieder die fiir den Bindungszustand 
des Teilchens 2 maBgebende positiv imaginare Singularitat bezeichnet. 
AuBerdem ist unter S,; wie in Teil I nur der Streuanteil der S-Matrix 
erster Naherung zu verstehen. Es muB also das zugehérige S-Matrix- 
element nullter Naherung in (57a) weggelassen werden. 
Aus denselben Griinden wie bei dem Beispiel in Teil I gilt die obige 
Beziehung auch fiir die entsprechenden Elemente der exakten S- 
Matrix. Hierbei muB, wie in Teil I, vorausgesetzt werden, daB die zu S 


: - k ; se 
(bE a |S, 8 Ba) = —p 22th (hte 15a Bs Ba) dhe 
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gehorige asymptotische Wellenfunktion im gesamten Wertebereich von 
FE, {, und f, bis auf einzelne Punkte analytisch von diesen Gréfen 
abhangt. Wir wollen diesen Beweis fiir die exakte asymptotische Wellen- 
funktion nicht durchfithren, da wir dies bei unserem Beispiel in Teil I 
bereits ausfiihrlich getan haben. 

Eine ahnliche Beziehung wie (58a) gilt auch zwischen dem Matrix- 
element, das die reine Streuung der beiden freien Teilchen aneinander 
und am Ursprung beschreibt, und dem Matrixelement, das fiir den 
Einfang des Teilchens 2 am Ursprung mafkgebend ist. 

Ganz analog zu den Betrachtungen in Teil I (S. 104ff.) sieht man 
aus (57b), daB diese Beziehung folgendermafen lautet: 


, Were S Me A ere BGO ae 8 io eB 
(f Ey |S] ®, 2) =— 22! D (fh | S,| 8M) dk. (58) 


i|Fap 
(58b) gilt unter der obigen Voraussetzung iiber das analytische Ver- 
halten der asymptotischen Wellenfunktion auch fiir die ($7b) entspre- 
chenden exakten Matrixelemente. 


Aus (57) ist noch ersichtlich, daB die Singularitaten der Glieder 
1 1 
(£, — ®,) (f — ®) a (£, — ®) (fh — &) 
nichts mit dem Bindungszustand des Teilchens 2 zu tun haben. Bei 
dem Beispiel in Teil I entspricht dem ersten Glied das Glied 
1 
(Ay — Ko) (By — Ko) 


fs. Teil Gl. (29b,)]. 

Wie schon in Teil I (S. 105) erwahnt, ist die in Teil I (S. 102) und 
Teil II (S. 138) geschilderte Art, aus der asymptotischen Wellenfunktion 
die zugehGrige S-Matrix abzuleiten, ganz allgemein und gar nicht auf 
unsere speziellen Beispiele beschrankt. Wir kénnen daher vermuten, 
daB die Beziehungen Teil I (29e), Teil IT (58a) und (58b) in zweckent- 
sprechender Erweiterung allgemein gelten. 

Setzen wir voraus, daB die gebundenen Zustande nur aus 2 Teilchen 
bestehen und auBerdem diese Zusténde keinen Bahndrehimpuls be- 
sitzen, so laBt sich die Beziehung (29e) in Teil I bzw. (58a) in Teil II 
folgendermaBen allgemeiner formulierent: 

(GEE. WE pe oii ae de Sty gant sea) 
aA rio hy (9... 8... 8).--94] 5]... R45... B)PK—« | (59a) 
Fy — in| (Ki; =|, 


1 S,, bedeutet den Streuanteil der Matrix S. In den in dieser Arbeit zitierten 
Ver6ffentlichungen von HEISENBERG und MOELLER wird S., immer mit R be- 


zeichnet. 
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In (59a) bedeutet St, _; den Relativimpuls des 7-ten und 7-ten Teilchens 
nach der Ionisation bzw. Dissoziation. S,,; ist der Impuls des ge- 
bundenen Systems. 7 |,_;,,| gibt die positiv imaginaren Singularitaten 
von K_; an, die fiir die diskreten Zustande der beiden Teilchen maf- 
gebend sind. Auf die Bestimmung der Normierungskonstanten N, 
(bzw. N) der diskreten Zustande der beiden Teilchen werden wir gleich 
etwas naher eingehen. 

Falls den gebundenen Zustanden Teilchen entsprechen, aus denen 
durch Wechselwirkung mit den iibrigen Teilchen zwei neue Teilchen 
entstehen kénnen, so behalt die Formel (59a) ihre Giiltigkeit. Man 
mu nur die einzelnen Impulse in (59a) entsprechend umdeuten. 


@,; bedeutet jetzt den Relativimpuls der neuen Teilchen und 
§,.; ist der Impuls des urspriinglichen Teilchens. Durch die Singu- 
laritaten i|K,_ | werden diesmal im wesentlichen die Ruhmassen der 
urspriinglichen Teilchen geliefert?. 

Analog zu (59a) kann der Zusammenhang zwischen dem Matrix- 
element, das fiir die reine Streuung der Teilchen aneinander zustandig 
ist, und dem Matrixelement, das den Ubergang zu Zustanden beschreibt, 
bei denen 2 Teilchen sich durch Wechselwirkung mit den tbrigen 
Teilchen zu einem Komplexteilchen verbinden kénnen, wie folgt, all- 


gemeiner festgelegt werden: 


(Gy eon Rote ge aan We hod Weenie rea Ge ase) 


= |x, —i / , Wa , 

= = = n b (Pi aes Ryn xe Rez She LS Roi SRC eh arses) a eee 
i | Ky ni | 

R, _; bedeutet jetzt den Relativimpuls des y-ten und i-ten Teilchens, 

wahrend s,,; der _Impuls des Komplexteilchens ist. 


Auch hier behalt die Formel (59b) ihre Giiltigkeit, wenn dem Kom- 
plexteilchen ein neues Teilchen entspricht, das aus dem 7-ten und 
a-ten Teilchen entstanden ist. Die Umdeutung der GréBen in (59b) 
ist dieselbe wie in (59a)}. 


Wir wollen nun kurz an Hand unseres raéumlichen Beispiels er- 
lautern, wie man die Normierungskonstanten N, der diskreten Bin- 
dungszustande des ry-ten und i-ten Teilchens, d. h. in unserem Fall N 
erhalt. . 


' Anmerkung bei dey Korvektuy: Ich habe mich inzwischen uberzeugt, daB die 
oben angegebene Ubertragung von (59a) auf die Erzeugung bzw. Vernichtung von 
Elementarteilchen in dieser Form nicht zulassig ist. Darauf muB in einer spateren 
Arbeit noch naher eingegangen werden. 


(5¢ 
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Nach HEISENBERG! ]a4Bt sich die Normierung der diskreten Zustande 
des ungestérten Systems?, um das es sich ja hier handelt, bereits aus 
der Kenntnis seiner kontinuierlichen Zustande mit Hilfe der Voll- 
standigkeitsrelation beziiglich des Ortsraumes gewinnen. Man erhalt 
nach HEISENBERG! ; 

lc, 2 = @ CRS Ca (60) 
iKy, 
Mierbei miissen wir eine Darstellung zugrunde legen in der die S-Matrix 
S(K,) eine Diagonalmatrix ist. S(K,) bedeutet die analytische Fort- 
setzung der Matrixelemente in Richtung der positiv imagindren K,- 
Achse, S’(K,) besitzt dabei Singularitaéten an den Stellen i Ky,. c, ist 
der Normierungsfaktor, der zum n-ten Eigenzustand mit der Energie 
E,, =— K},, gehért. Bei HEISENBERG ist c, definiert als der Faktor, 
der bei dem Glied 
(61) 
2ar V2 
steht. Daher hangt c, mit der Normierungskonstanten N,, wie man 
z. B. aus (30) sieht, durch die Beziehung 


N= (62) 

zusammen. 
Um in unserem Beispiel die S-Matrix auf die Diagonalform zu 
bringen, miissen Wellenfunktionen beniitzt werden, die Produkte von 


Kugelfunktionen und Funktionen des absoluten Wertes des Impulses St, 
sind. Es wird dann, wie man ganz analog zu (34) zeigen kann, 


5 in, — 22 —21K, Sf 
asa 1 2R+2iK, - (603) 
Daraus bestimmt sich nach (60) 
Cie ol 
und nach (62) * 
aE (29) 
mt? 


Wir erhalten also fiir N denselben Wert, wie auf S. 129, wie es auch 
sein mu. 

Haben die Bindungszustiande der beiden Teilchen von 0 verschiedene 
Bahndrehimpulse, so bleiben die Formeln (59) im wesentlichen erhalten. 
Nur sind jetzt den Normierungskonstanten ive noch die Kugelfunk- 
tionen P” die den Gesamtdrehimpuls / und den Drehimpuls in Richtung 
der z-Achse m charakterisieren. 

1 Haisnnmerd: W.: Z. Naturforschg. I, 11 (1946). 

2 In unserem Beispiel miissen wir also jetzt die S-Matrix fir das Teilchen 2 
allein betrachten. 
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Falls man die Kugelfunktionen nicht in die Normierungskonstanten 
mit hineinnimmt, so wird, wie man leicht einsehen kann, aus den 
Formeln (59): 


=U -i __ —img 
rie ; Ba) ip a AO H Pa 
O52 MENS ge yee Sey ee) ee [Pr (cos %,_,) x 
adhe ded . 
x p (Mo Be REL RS |B Rae. Re) dK, jd O, 42 G,_3, 
i) Ky—i,,| 
4 Nae yt A 7 - ist Meme 
<a aS RIE: Tine eee Cole eras  [P;"(cos ys) x 


d (By vas peda Renee Ge | SURG oh Dips Rive AR dele od Dh, oe iene 


Sey 


Hierbei ist PB” die zum n-ten Bindungszustand des y-ten und 7-ten 
a 


Teilchens gehérende, auf 1 normierte Kugelfunktion!. / gibt den Gesamt- 
drehimpuls des n-ten Bindungszustandes, wahrend m den Drehimpuls 
dieses Zustandes in Richtung der z-Achse anzeigt. 

Sind mehr als 2 Teilchen an einem Bindungszustand beteiligt, so 
gelten ganz ahnliche Beziehungen wie (59) und (64). Wir wollen aber 
darauf nicht naher eingehen. 

Zam Schlu8B dieser Arbeit soll noch kurz eine prinzipielle Methode 
skizziert werden, wie man aus den Matrixelementen der S-Matrix, die 
den Ubergang von freien Teilchen zu gebundenen Systemen beschreiben, 
diejenigen Matrixelemente gewinnen kann, die den dazugehérigen Um- 
kehrprozeB darstellen. Wir kénnen dann wegen der Formeln (59) und 
(64) bereits aus der alleinigen Kenntnis desjenigen Elementes der S- 
Matrix, das die reine Streuung der freien Teilchen aneinander beschreibt, 
auf die restlichen S-Matrixelemente schlieBen. 

Dazu miissen wir uns zunachst mit der der S-Matrix zugeordneten 
y-Matrix (s. TeilI, 5.92) beschaftigen. Die Hermitizitat der 7-Matrix 
bedeutet, daB bei ihr die Matrixelemente, die den Ubergang zu gebun- 
denen Systemen und diejenigen Matrixelemente, die den dazugehdérigen 
UmkehrprozeB beschreiben, zueinander konjugiert komplex sind. 

Wir werden also zunachst versuchen, diese 7-Matrixelemente als 
Funktionen der zu untersuchenden S-Matrixelemente darzustellen. 

Wir denken uns S in n-ter Naiherung mit Hilfe einer unitaéren Trans- 
formation aus der ungestérten Matrix S) gewonnen: 


(eda + itn) Sot +H a ---T)) = De =| Si +s ak (65) 
ie ih 


1 Sie hangen mit den ublichen Kugelfunktionen durch die Beziehung 


— [2; (n —m)! 
Boe | 2a eee zusammen B. M -OBERHE 
, Eee AS. (s. z. B. MAGNUS-OBERHETTINGER S. 74), 


(64 


(64 
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Multiplizieren wir (65) von links mit T durch, so erhalten wir fiir die 
Glieder n-ter Naherung folgende Gleichung: 
Sol, =f, S0 thas + I ee 25 sr * go gee a 
el ee 
R 


(66) 


Unter R sind alle die GréBen zusammengefaBt, in denen nur J, und Se 
von niedrigerer als -ter Ordnung vorkommen. 


Wir legen nun eine solche Darstellung zugrunde, in der S, und 
damit auch 7, diagonal sind. (Fiir unser Beispiel sind das ebene Wellen 
beziiglich des Teilchens 1 und beziiglich des Teilchens 2 Kugelwellen, 
deren Winkelabhangigkeit durch Kugelfunktionen beschrieben wird.) 
Bezeichnen wir die Gesamtheit der Variablen mit k bzw. mit k’, so 
erhalten wir aus der Matrixgleichung (66) folgende Gleichung fiir ihre 
Nichtdiagonalelemente, wenn wir noch S, durch 


aoe 
darstellen: 
e' "0 (h' |T,, |b) = (R' |R|R) + (R' |T,| 2) e"* + (B'S, |) (67) 
und daraus 
(@ |T, 1%) =a _ UR |R| R) + (A | S,] 2) ] (68) 


Denken wir uns 7 mit Hilfe derselben Transformationsmatrix T 
aus 7) gewonnen, so erhalten wir ganz analog zu (68) (fiir die Nicht- 
diagonalelemente) 


A _ (k’|M|k) + (h'| Hn | F) 
soil ae no’ —Nok | (69) 
(M =T,_1m% +T2,-2%2 + °° Li Mn-1) - | 


Setzen wir nun (69) in (68) ein, 


so bekommen wir folgende Bezie- 


hungen zwischen (k’|y,|k) und (k’|S,|k): 
(B’ ln, | #) = 2 —"* _ (|| B) + (| S,,| 2] — (#’ || 2) (70) 

In * Ny Beye a Nok = 
und 
(k|n,| #’) = 2 "2 [RR R’) + (2 |S, | 2’) — (2 | M1’) (71) 

i. Alok dat ot 
Nun ist nach S. 146 und S. 147 

. rl ee OP, 3 : Nok — Nok 
(® |tin | P’) weal: Mn| ®) = tees a ion a | (72) 
xR ||) + |SE|— Leela). | 
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. 10a 
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Aus (72) und (71) gewinnen wir endlich den gesuchten Zusammen- 
hang zwischen (k|S,|&’) und (k’|S,|%) bzw. (R'|S¥|%). Er lautet: 


1g k 19 k’ | 


Sie 


M | k’) —(k’ |M |* ®)} = 


(k Sai) ae {(k Yok — Yok’ i (73) 
_ gi ae 9) ((R’|R#] R) + (R|SE|A)—@ IRIE). J 


Wird durch k-> k’ der Ubergang von freien Teilchen zu gebundenen Sy- 
stemen beschrieben, so sehen wir, daB wir das S-Matrixelement des 
Umkehrprozesses n-ter Naherung mit Hilfe der Formel (73) erhalten 
kénnen. Dabei miissen wir voraussetzen, daB wir M und R, die sich 
nur aus GréBen niedrigerer als n-ter Ordnung zusammensetzen, bereits 
aus den niedrigeren Naherungen gewonnen haben. Der Beweis dafir 
folgt sofort aus den nachfolgenden Betrachtungen. 

Kennen wir also das S-Matrixelement u-ter Naherung, das die reine 
Streuung der freien Teilchen aneinander beschreibt, so kdnnen daraus 
folgendermaBen die tbrigen Matrixelemente n-ter Naherung gewonnen 
werden: 

Zunachst bekommen wir mit Hilfe der Beziehung (60b) bzw. (64b) 
die Matrixelemente, die die Ubergange zu gebundenen Systemen be- 
schreiben. Fihren wir in diesen Matrixelementen solche neue Variable 
ein beziiglich deren die S-Matrix nullter Naherung diagonal ist, so 
erhalten wir mittels (73) die Matrixelemente der dazugehérigen Umkehr- 
prozesse. Transformieren wir diese Matrixelemente wieder auf die ur- 
spriinglichen Impulsvariablen zuriick, so liefert uns (60a) bzw. (64a) 
diejenigen Matrixelemente, die die reine Streuung an gebundenen 
Systemen beschreiben. Damit haben wir samtliche Matrixelemente 
der S-Matrix n-ter Naherung aus dem reinen Streumatrixelement der 
freien Teilchen gewonnen. Da nun aus der S-Matrix n-ter Naherung 
sdmtliche tibrigen GréBen n-ter Naherung (z. B. 7, und die Transfor- 
mationsmatrix J) |[s. Gl. (70) und Gl. (68)]| gewonnen werden kénnen, 
so sehen wir nachtraglich, daB die Voraussetzung beziiglich der GréBen M 
und FR berechtigt war. 

Wir erkennen also, da wir die vollstandige S-Matrix des Gesamt- 
systems bereits aus der Kenntnis des reinen Streuanteils der freien 
Teilchen aneinander durch sukzessive Approximation aufbauen kénnen. 
Bei unsern Betrachtungen haben wir natiirlich immer vorausgesetzt, 
dafS§ die S-Matrix nullter Naherung vollstandig bekannt ist. 

Wir wollen hun an unserem Beispiel die Giiltigkeit der Formel (73) 
fiir den Ubergang von freien Teilchen zu gebundenen Systemen in erster 
Naherung explizit nachpriifen. 


Aus (73) wird in erster Naherung: 


(R |S, | R’) =—el Mow + ox) (py 


ST |). (73a) 
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Nach S. 147 bedeutet & fiir unser Beispiel beziiglich des Teilchens 2 
den Absolutwert AK, des Einfallimpulses ®, und die Indizes J, m der 
Kugelfunktionen P”, die fiir den Drehimpuls des Teilchens 2 mak- 
gebend sind, und ferner fiir das Teilchen 1 den Einfallimpuls %,. Analog 
dazu bedeutet k’ den Bindungszustand des Teilchens 2 am Ursprung 
und den Auslaufimpuls f, des Teilchens 1. Nach Gl. (63) und nach 
diesen Bemerkungen ist 
fi (tow +n) 2R— zi Ky 

2R+nik, 


L=O- p=) (74) 


(Der Faktor, der fiir den Bindungszustand des Teilchens 2 maBgebend 
ist, wird in den S-Matrixelementen wie immer weggelassen (s. S. 138).] 
Da nur die Kugelwellen mit dem Drehimpuls 0 gestreut werden (s. z. B. 
127) ist fur fund m 4-0 


a Ci gie 4 ok) — A (75) 


Transformieren wir (73a) auf den Impuls f, des auslaufenden Teilchens 1 
und die Impulse ®, und St, der einfallenden Teilchen 1 und 2 zuriick, 
so erhalten wir mit Hilfe von (74) und (75) aus (73a) folgende Gleichung: 


(@,, Ry |S, | f £2) =—f (f Ze | ST!8,, Ke, 92, q2) sind, d I, dg, x 


, , A \ 2R—21K, 
ee Oe ON 0, = O10) Cer, (76) 
—f Dd (fh Ze |Si| @., Ke, 82,2) sind, dy dq, (Py, ps2, m) (1, m |Po, Po) « 
l J 


»>™m 
1+0, m+0 


[®, haben wir in (76) mittels seiner Kugelkoordinaten ausgedriickt. | 
Addieren wir im letzten Integral in (76) das Glied mit dem Ubergangs- 
element zum Drehimpuls 0 hinzu und ziehen es im ersten Integral 
wieder ab, dann kénnen wir im letzten Integral die Vollstandigkeits- 
relation beziiglich der Kugelfunktionen benutzen und wir bekommen: 


(Ky, Ky | Sy | £, Ey) = {Gi Le | Si Ry, Ky,05, 2) sind, di, dps x 
(825.9 |- =O = 0) =0,m = 0 82,¢2) * 
SS oe re ny | (77) 


2R+a21K, 
C i slag 
(CArAL 0,m =0) =(l=0,m 002.0) =) | 


Setzen wir in (77) das Matrixelement (fF, |S7| 8, ®%,) von (57b) ein, 
und fithren die elementaren Integrationen tiber gy, und Jj aus, so er- 
halten wir genau das Matrixelement (f,, f, |S,| %,£,) in (57a), wenn 
wir noch f, durch &, und S,, &, durch f,, f, ersetzen. Damit haben wir 
fiir unser Beispiel die Giiltigkeit der Formel (73a) explizit bestatigt. 
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Mittels der Formel (70) kann man nun die 7-Matrix in erster Nahe- 
rung analog zu der eben besprochenen Rechnung explizit in einer 
Darstellung aufstellen, in der als Variable wieder die Impulse der 
Teilchen 1 und 2 auftreten. 

Fiir die erste Naherung bekommt man aus (70): 


No x — "0 (R’ is | k) eee (70a) 


Onn pe a) 
2 OW 2 ok 


(R’ |m|%) = 


Betrachten wir die Elemente der S-Matrix, die die elastische Streuung 
des Teilchens 1 am gebundenen Zustand des Teilchens 2 darstellen, 
so gilt hierfiir (70a) nicht, da wir hier die gestérten S-Matrixelemente 
nicht durch eine unitaére Transformation aus den ungestorten S-Matrix- 
elementen erzeugen kénnen. Denn als einzige Variable kommen sowohl 
in den gestorten als auch in den ungestorten Matrixelementen die Impuls- 
komponenten des Teilchens 1 vor. Beziiglich dieser Komponenten ist Sp» 
eine Einheitsmatrix. Aus einer Einheitsmatrix kann man durch eine 
unitare Transformation immer nur wieder eine Einheitsmatrix gewinnen. 

Da diejenigen Teile der S-Matrix nullter und erster Naherung 
miteinander vertauschbar sind, in denen nur die Impulskomponenten 
des Teilchens 1 als Variable vorkommen, so folgt fiir unser Beispiel: 


(Teles tin Sty ee) ne (hy Se ee (70b) 


Damit erhalten wir aus (57a) 


2iR £—& 20h £—8 

; R ail ASRS ied 1 ¥ 1 Ly 

2iRW ( I el wy? er) 

‘nal Dh Gu Bo) = In — ; = Lee 
(h ait | 1) [f — &,| i, [A R hoe (8 Lee a 
wt *1£— &] faa eileen 


Wollen wir mittels (70a) die wbrigen S-Matrixelemente in erster Nahe- 
rung aufstellen, so erhalten wir einen uniibersehbaren langen Ausdruck 
als Ergebnis. Wir wollen daher diese Matrixelemente nur unter der 
Voraussetzung ableiten, daB 

4R? 


9 
70- 


2 —|E, |<. baw. Holz.) 

ist, wenn das Teilchen 2 im Ausgangs- bzw. Endzustand an den Ur- 
sprung gebunden ist. R sehr gro bedeutet, daB der Absolutwert der 
Bindungsenergie E, sehr groB wird. Vernachlassigen wir die Glieder 
mit 1/k* und hoherer Ordnung in 4/R, so gilt analog zu (70b) 


(f, f |" | K, Ey) = —1 (f, f [Sa M, Ey) 


(f, Ey || &, Re) = —7 (f, Ey |S, | @, Bp). (70c) 


t Diese Formel wurde im wesentlichen bereits von W. HEISENBERG in einer 
noch unver6ffentlichten Arbeit abgeleitet. 
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Damit erhalten wir aus (57) 


ay) 2W [oR f 4 era Shes ; ? 
(ff) m| 8, By) = — iE | 2 R2 =n] o(R + § — @i+ a 
72k / 2 (79) 
(A ee Ce )9(@—(97 + 93) 42"). 
Ve ee a te 72 


Wir sehen, die beiden S-Matrixelemente in (79) sind, wie es sein mul, 
in diesem Grenzfall bis auf die Bezeichnung der Variablen einander 
gleich und zwar reell. 


Aus (79) sehen wir noch, daf die Ionisationsstreuung (erstes Matrix- 
element) bzw. Einfangstreuung (zweites Matrixelement) fiir diesen Grenz- 
fall kugelsymmetrisch wird. Dieser Sachverhalt ist auch verstindlich, 
da durch den energetisch sehr tiefgelegenen kugelsymmetrischen Bin- 
dungszustand des Teilchens 2 sowohl bei der Ionisation als auch beim 
Einfang jegliche Vorzugsrichtung ausgeléscht wird. Rechnet man 
noch den Wirkungsquerschnitt fiir die Ionisation des Teilchens 2 aus, 
so zeigt sich, daB dieser proportional 1/R* fiir R — co und proportional 
E? fir E +0 gegen 0 geht. 

Das reine Streumatrixelement der beiden freien Teilchen aneinander 
wird komplizierter. Wir lassen es hier weg, da es uns nichts Neues 
lehrt. 


Zusammenfassung. 

Hier soll nochmals das Wichtigste von dem zusammengefaBt werden, 
was in der vorliegenden Arbeit+ iiber den analytischen Zusammenhang 
der einzelnen S-Matrixelemente miteinander gefunden wurde: 

4. In den von uns untersuchten Beispielen sind die Matrixelemente, 
die die elastische Streuung des Teilchens 1 an dem Bindungszustand des 
Teilchens 2 beschreiben, und die Matrixelemente, die fiir die Ionisation 
des Teilchens 2 maBgebend sind, durch die Beziehung (29e) Teil I 
bzw. (58a) Teil II verkniipft. 

2. Analog zu 1. hangen die Matrixelemente, die die reine Streuung 
der beiden freien Teilchen aneinander beschreiben, und die Matrix- 
elemente, die den Einfang des Teilchens 2 angeben, durch die Be- 
ziehung (58b) Teil I miteinander zusammen. 

3. Aus der Herleitung der obigen Beziehungen hat sich die Ver- 
mutung herausgeschalt, da diese Beziehungen in zweckentsprechender 
Erweiterung [s. Gl. (59a) und (59b), bzw. (64a) und (64b)]} allgemein 
gelten ?. 

1 Teil I und Teil II. 

2 Alle Gleichungen, bei denen der dazugehérige Teil nicht angegeben ist, 
beziehen sich auf Teil IT. 
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4. Mit Hilfe der Gl. (73) bzw. (73a), die das S-Matrixelement, das 
den Ubergang zu gebundenen Systemen beschreibt, mit dem Matrix- 
element verbindet, das fiir den dazugehérigen UmkehrprozeB verant- 
wortlich ist, haben wir eine Methode gefunden, die es prinzipiell ermog- 
licht, aus dem Matrixelement, das die reine Streuung der freien Teilchen 
aneinander beschreibt, die itbrigen Matrixelemente abzuleiten (s.S.146ff.). 

5. In Teil I, S.120 haben wir folgende allgemeine Vermutung ge- 
funden: Diejenigen Elemente der S-Matrix, die nur reine Streuung an 
gebundenen Systemen beschreiben, werden im ganzen Wertebereich 
von £ analytische Funktionen von E sein. Diejenigen Stellen in der 
Energieskala, an denen Teilchen ionisiert bzw. neue Teilchen erzeugt 
werden kénnen, werden sich in diesen Matrixelementen durch logarith- 
mische Singularitaten der Form (66) Teil I bemerkbar machen. Die 
Matrixelemente, die die Entstehung und Vernichtung von Teilchen 
darstellen, kénnen natiirlich nicht analytisch von E abhangen, da sie 
wegen des Energiesatzes nur oberhalb bestimmter Grenzenergien von 0 
verschieden sein konnen. 

Im Verlaufe dieser Arbeit hat sich herausgestellt, da es zweck- 
maBig ist, konsequent im Impulsraum zu rechnen, um iiber den Aufbau 
der S-Matrizen genauer Auskunft zu erlangen. Wir sehen daraus, da8 
es auch zweckmafig sein wird, die bisher tibliche Quantentheorie der 
Wellenfelder nun ebenfalls im Impulsraum zu entwickeln. Im AnschluB 
daran kann man versuchen, mit Hilfe der auf S.124 eingefiihrten 
erweiterten Wechselwirkungsenergien, relativitisch invariante S-Ma- 
trizen zu konstruieren, die die Entstehung und Vernichtung von Teilchen 
beschreiben, und die in jeder Naherung zu konvergenten Resultaten 
fiihren. Die obigen Wechselwirkungsenergien miissen dazu noch rela- 
tivistisch invariant formuliert werden, was wir bis jetzt noch nicht 
getan haben. 

Auf diese Fragestellung soll in einer spateren Arbeit naher einge- 
gangen werden. 


Ich méchte an. dieser Stelle meinem hochverehrten Lehrer, Herrn 
Prof. W. HEISENBERG, fiir sein forderndes Interesse und seine zahl- 
reichen wertvollen Anregungen zu dieser Arbeit herzlich danken. 


Gottingen, Max Planck-Institut fiir Physik. 
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Der radiale Temperaturverlauf 
im wandstabilisierten QuecksilberzHochdruckbogen. 


Instrumentelle Integration der ElenbaaszHellerschen 
Differentialgleichung unter Berticksichtigung der 
Temperaturabhingigkeit des Warmeleitvermégens. 


Von 
O. Kocu, K.-J. LEsEMANN und A. WALTHER, Darmstadt. 
Mit 16 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 26. Juli 1949.) 


Die mit einem Potenzansatz fiir die Temperaturabhangigkeit des 
Warmeleitvermégens erweiterte ELENBAAS-HELLERsche Differential- 
gleichung des wandstabilisierten Quecksilber-Hochdruckbogens wird 
instrumentell mit der Integrieranlage IPM-Ott gelést. Die Ergebnisse 
zeigen im Gegensatz zu friiheren Untersuchungen, bei denen mit kon- 
stantem Warmeleitvermégen gerechnet wurde, gute Ubereinstimmung 
mit dem experimentell bestimmten radialen Temperaturverlauf. 


Bisheriger Stand der Entwicklung. 

Die ELENBAAS-HELLERsche Theorie [1], [2], [3], [4] der, wand- 
stabilisierten Hochdruckentladung [5] beruht auf der Annahme rein 
thermischer Ionisation und auf der Forderung, daf sich die Strom- 
leistung in jedem Volumenelement in Abstrahlung und Warmeableitung 
aufteilen soll. Fiir den Sonderfall des Quecksilberbogens ist die Diffe- 
rentialgleichung unter Vernachldssigung der Temperaturabhangigkeit 
des klassischen Warmeleitvermoégens und der Elektronenbeweglichkeit, 
der Reabsorption der Resonanzlinien [6], der Elektronenwarmeleitung 
[7], des Transports von Anregungsenergie [8] und der ambipolaren 
Diffusion [4], [5] bereits numerisch integriert und damit die Temperatur- 
verteilung tiber den Querschnitt der Entladung bekannt [9]. Dariiber 
hinaus konnte eine qualitative Herleitung der wesentlichsten Bogen- 
eigenschaften erreicht werden [10], [11]. Die spatere Berticksichtigung 
der ambipolaren Diffusion [12] andert die radiale Temperaturverteilung 
nur geringfiigig und fiir die Theorie unwesentlich ab. . 

Zur Priifung dieser theoretischen Ergebnisse und, wenn moglich, 
zur Erfassung der feineren Bogeneigenschaften wurde kiirzlich [13] 
die Temperaturverteilung ttber den Querschnitt der Entladung nach 
der bekannten Methode von ENGEL und STEENBECK [14] direkt aus- 
gemessen. Die Absorption eines Rontgenstrahlenbiindels, das den Bogen 
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achsenparallel durchsetzt, liefert die Gasdichte und damit bei gleich- 
zeitiger Messung des Drucks auch die Temperatur nach der Zustands- 
gleichung fiir ideale Gase. Charakteristische Abweichungen vom Er- 
gebnis der Integration der (unter den genannten vereinfachenden An- 
nahmen aufgestellten) ELENBAAS-HELLERschen Differentialgleichung 
konnten auf die Vernachlassigung der Temperaturabhangigkeit des 
Warmeleitvermégens zuriickgefiihrt werden. 


Beriicksichtigung der Temperaturabhangigkeit des Wdrmeleitvermogens. 

Zur besseren Angleichung von Theorie und Experiment wurde be- 
reits in [13] die Differentialgleichung abgeandert, wobei wegen der 
friiheren Ergebnisse [12] zundchst von der ambipolaren Diffusion abge- 
sehen werden konnte. Fiir den Warmeleitungsanteil durch Ubertragung 
von Anregungsenergie [8], Strahlungsdiffusion [6] und Elektronen- 
warmeleitung [7] ist vorerst nur eine Abschatzung mdglich, die jeden- 
falls bei Temperaturen wber 6000° K die GroBenordnung des klassi- 
schen Anteils liefert. Die wirkliche Beteiligung am Energietransport 
ist experimentell noch so ungeniigend geklart, daf8 es sicherer erscheint, 
auch oberhalb der angegebenen Grenze an Stelle der Gesamtleitung 
in erster Naherung zunachst nur die klassische als Mindestleitung an- 
zusetzen und die hierfiir giiltigen Beziehungen fiir hohe Temperaturen 
zu extrapolieren. Mit einem Potenzansatz x = x%),7* mit « = 0,82 als 
erster Naherung der SUTHERLANDschen Formel fiir die Temperatur- 
abhangigkeit des klassischen Leitvermégens [15] lautet dann die Energie- 


bilanz 


d d ; 
ao lr T ir) rie =r =0, 


dy 


Dabei bedeuten: 7 Abstand von der Rohrachse, 1 =7[{T(r)] Strom- 
dichte, E Feldstarke, S = S[T(r)| Abstrahlung je Flacheneinheit. 
Mit Annahme rein thermischer Ionisation (Saha-Gleichung) und einem 
Ansatz S(T) = Bnje~‘"a/*? fir die Abstrahlung gewinnt die Dif- 
ferentialgleichung die folgende Form: 

U 


1 a 
oy) dd as Sen ee te 
@ de e +g | + Kidle Be hs Oa ed ace (1) 
mit 
Piling Bid SB (aaron) tne 
KE Tix p wy hi? (eU;)§ + * ’ (1a) 
2 BR T* 
ee (1b) 


Uber die bisher vernachlissigte Temperaturabhangigkeit der Elek- 
tronenbeweglichkeit ist experimentell noch kaum etwas bekannt. 
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Wird der EinfluB auf die Temperaturverteilung durch willkiirliche An- 
nahme eines Abfalls mit der Wurzel aus der absoluten Temperatur 
zu erfassen versucht, so geht nur der Exponent von % im zweiten 
Glied in — + iiber: 


U. 
1 a 
d ad 7 ao 4) r Toney 
> dp (CO ag] tKPO-te @—Kto-te Fo QQ 
mit ; oae 
> 2 1 ep (Zim) R2 
K*¥ =E?R? p-3 | (2a) 
Xo h? (e U;)* 
1l+« 
Ks = pR2—"* (2b) 
OCA CxO Vapi 


In den Gleichungen bedeuten: 9 =7/R Abstand von der Rohrachse 
in Bruchteilen des Rohrradius, # =kT/eU, reduzierte Temperatur 
(T =1,12-10°%), U, bzw. U, effektive Anregungs- bzw. Ionisierungs- 
spannung [16], [17] mit Werten von 7,75 bzw. 9,7 eV, E Feldstarke, 
p Druck, e,m, 6 Elektronenladung, -masse, -beweglichkeit, k Boxtz- 
MANN-Konstante, 4 PLANcKsches Wirkungsquantum, B Abstrahlkon- 
stante. Gegentiber [13] sind bei A, und Ky, die Striche fortgelassen. 
Die beiden fiir die Differentialgleichung zweiter Ordnung erforder- 
lichen Randbedingungen lauten: 
ae fr p=—O9 Ba) “and” “P04 tur fo 47 3 'b) 
Die erste gibt die Tatsache wieder, daB die Temperatur in der Rohrachse 
ein Maximum hat, die zweite ist durch die Wandtemperatur festgelegt. 


Umformung der Differentialgleichung (1) und Sonderfalle. 


Wir betrachten zunachst die Differentialgleichung (1) mit den 
Randbedingungen (3a) und (3b). Zur Lésung setzen wir im AnschluB 
an [9] zweckmabig 


d 1 d 
y=4K, 0, (4a) io. 3 Bie dy (4b) 
und erhalten damit statt der Differentialgleichung (1) die abgednderte 
Gestalt : : U, 
d oa 22 | } ge. Me alt UP _o 
|" regia K, e : (5) 


Eine formelmaBige Lésung dieser nichtlinearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung ist hoffnungslos, eine numerische Lésung 4uBerst 
umstandlich. Einmalige Integration liefert 


ao ** 4 AE8 ffl) — 3 1(0)|4y + G} =0 (6) 
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mit den Abkirzungen 
U, 


Ki ote 2 27a) Wand ee yO) Dotan ee 7) 


wobei allerdings das Integral nicht ausfiihrbar ist, weil das von y ab- 
hangige # noch gesucht wird. Die Integrationskonstante C; mu8 Null 
sein, wenn man die Integration mit y = 0 beginnt, denn es gilt: 


dy te do VY. gy 49 F 
Sade. (1 + On (1 + a) i=? ia 0 fir 6 = 0 
Damit vereinfacht sich Gl. (6) zu 
agit 1taf ees P 
i a [not ) Fe we *)] dy, (8) 


wobei die Funktionen 7, (0) = g,(0'+%) und f,(0) = g,(0'*%) auf die 
abhangige Verdnderliche #'* * umgeschrieben sind. 
Eine mathematisch mégliche Lésung ist # = const = %) mit 


a TK, 
Py em Oe). 0) 


Durch dieses Verhaltnis g werden die physikalisch sinnvollen Lésungen 
mit nach auBen abfallender Temperatur von den nur mathematisch 
moglichen mit steigender Temperatur getrennt. 


Der SchluBverlauf der Losung in der Randzone, wo # so klein ist, 
daB f,(?) und f,(9) praktisch verschwinden, laBt sich formelmaBig an- 
geben. Dann bleibt das Integral bei seinem erreichten Wert J stehen, 
und man hat 

agit tta 
ie te y 


If, 


also 


oi+%——(4+a)IIny+C,, 


wobei die Integrationskonstante C, aus dem erreichten kleinen Wert 
b, von @ fir y = y, folgt. Hiermit findet man 


si es ae 


yeayee Feary (10) 


Instrumentelle Integration der Differentialgleichung. 


Wegen der Unmoglichkeit formelmaBiger Lésung und der Untragbarkeit des 
Zeit- und Kraftaufwandes bei numerischer Auswertung wurde die Differential- 
gleichung (8) mit der Integrieranlage IPM-Ott bearbeitet [18]. Deren einzelne 
Rechengerate werden entsprechend der Differentialgleichung nach dem Kopp- 
lungsplan Abb. 1 miteinander verkoppelt. Auf den Funktionstischen F 1 und F 2 
werden die iiber #! + % als Kurven aufgezeichneten Funktionen 84(91 + %) und g,(G! + +) 
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lichtelektrisch abgetastet. $!+*% ergibt sich bei Beginn der Integration aus dem 
Anfangswert der Temperatur (Achsentemperatur), spater aus dem Ergebnis der 
Integration selbst. Am Ausgang von F 2 
wird der Faktor 4K,/A, durch verschiedene 
Ubersetzungsverhiltnisse beriicksichtigt. 
Das Addiergerat (Differentialgetriebe) 4 J 
bildet die Differenz g,— (K,/K,) g,. Sie 
wird im Integriergerat J 7 iiber y inte- 
griert; dieses arbeitet nach dem Prinzip 
des vom gewoéhnlichen Integraphen her 
bekannten Schneidenrades, jedoch mit 
lichtelektrischer Nachsteuerung. Ein nach 
dem elementargeometrischen Strahlen- 
satz wirkendes, auf Division geschaltetes 
Multipliziergerat W schlieBt die Division 
durch y an. Der mit umgekehrtem Vor- 
1+ a 
Vv 

f [e044 %) — K,/K,-g)(01+%)] dy stellt ¥ 
die rechte Seite der Differentialgleichung 

(8) dar. In der nunmehr vorzunehmenden 
Rickkopplung nach Lord KELVIN spiegelt 
sich die Tatsache wider, daB die Lésung 
#1+% durch die Differentialgleichung nur 


7+a@ 


¥ 


kh 
Sy, = Gel dy 


zeichen versehene Quotient — 


: K 
GL I~ Ge) 8 


implizit gegeben ist. Die gewonnene Abb. 1. Kopplungsplan fiir die instrumentelle 
rechte Seite wird namlich an den Eingang Integration der Differentialgleichung 
des Integriergerats / 2 gefihrt. In ihm igi to res iets 
wird durch Integration iiber y die Ver- at -ieaae E (u == (2) 
Anderliche 91+ % gewonnen, die einerseits K, 

Es Se +s ; — —* g. (#1 %)| ay = 0), 
als unabhangige Veradnderliche fiir die Ky 


Funktionstische FJ und F2 gebraucht, 
andererseits auf einem Funktionstisch F 3 als Ergebnis tiber y aufgezeichnet wird. 
Ausgefiihrt wird die Verkopplung durch Steckschniire an einer Kopplungs- 


geschlossen sind. Die Mab- 


tafel, an welche alle Rechen- Wife eae 
gerate mittels elektrischer 
Ferniibertragungssysteme an- ee | 


stabe werden ebenso wie 
konstante Faktoren der Diffe- $ 40% 
rentialgleichung durch aus- * 


wechselbare Zahnradiiberset- gon 
zungen an den Rechengeraten 
eingearbeitet. 
i icl 0 =—200 
Das Interesse richtet sich 0 
se ete as 
a Lésungen ot i (¥) ae Abb. 2. Instrumentell gewonnene Lésungsschar oO + % der Dif- 
verschiedene Achsentempera- ferentialgleichung (8) bzw. (5) liber y zu einer Achsentemperatur 
turen #, im Bereiche # = 0,05 8 = 0,066, dh. 4+ — 0,0071064 und au den 
bis 0,07 mit Schritten 0,004, Parameterwerten K,/K, = 0 1 2 2,5 3. 


abgekiirzt % = 0,05 (0,004) ek 
0,07. Fiir jede Achsentemperatur werden Lésungen mit etwa 5 bis 6 Verhaltnissen 


K,/K, im Bereiche zwischen 0 und q(#) nach Gl. (9) bendtigt. Die Anfangswerte 
der einzelnen Verdnderlichen stellt man vor Beginn des Durchlaufs entsprechend 
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qoite 
= __} an den dazu vorhandenen Zahlwerken 


dy /0 
ein. Fir y= 0 hat die rechte Seite von Gl. (8) die unbestimmte Form 0:0. 
Diese Schwierigkeit iiberwindet man nach der Regel von l’Hospital und erhalt: 


den Anfangswerten Ot “ und ( 


a(0b)— 2 aslo") 


2 ae» 


Hierdurch ergibt sich die Anfangsstellung fiir das Integriergerat J 2. 

Man 1a8t die Kurven fiir #1+*% durch die Integrieranlage mindestens so weit 
zeichnen, daB die Fortsetzung nach Formel (10) méglich wird. Die dazu notigen 
Endwerte yp, ae ale und J liest man an den betreffenden Zahlwerken ab. 


Der gesamte Zeitaufwand fiir die Gewinnung einer Lésungskurve betragt 
etwa 40 min, die je zur Halfte auf das Einstellen der Ubersetzungen und Anfangs- 
werte und auf den eigentlichen Durchlauf, d.h. das Aufzeichnen der Lésung ent- 
fallen. Besonders vorteilhaft erweist sich, daB bei Abwandlung der beiden Para- 
meter # und K,/A, die Verkopplung der einzelnen Rechengerate immer dieselbe 
bleibt; es brauchen nur Ubersetzungsverhaltnisse bzw. Anfangswerte geandert 
zu werden, nachdem die vorbereitenden MaBstabsberechnungen und Verkopp- 
lungen fiir alle Losungskurven gemeinsam geleistet sind. 


Als Beispiel zeigt Abb. 2 die Lésungsschar fiir die Achsentemperatur 0) = 0,066, 
(al, J), a +% — 9,0071064. Das Originalformat der Aufzeichnungen betragt 400 
600 mm. 


Auswertung der Ergebnisse. 


Die Lésungen 9'**(y) interessieren nur bis zu einem Wert herab, 
welcher der vorgebbaren Wandtemperatur entspricht. Aus der Bezie- 
hung (4a) mit @=1 folgt dann 


Ki = 4yy 


und damit aus K,/K, auch K,. Ihre Maximalwerte erreichen diese 
beiden Konstanten fiir #, = 0. Die Temperaturverteilung iiber den 
Rohrradius ist damit nach Gl. (4a) ermittelbar, wie die Abb. 3, 4, 7, 
8, 9, 10, 11, 12 zeigen. Abb. 5 und 13 beriicksichtigen die Temperatur- 
abhangigkeit der Elektronenbeweglichkeit nach Differentialgleichung (2). 
Sie lassen nur ganz geringfiigige Abweichungen gegentiber Abb. 3 und 10 
erkennen, in denen die Elektronenbeweglichkeit temperaturunabhangig 
gema8 Differentialgleichung (1) vorausgesetzt wird. — Die von uns mit 
erweitertem Ansatz gewonnene Temperaturverteilung stimmt mit der 


Abb. 3. Radiale Temperaturverteilung fir % = 0,07 und Oy = 0,012 nach Differentialgleichung (1). 
Abb. 4. Radiale Temperaturverteilung ftir 8) = 0,07 und Ow = 0,004 nach Differentialgleichung (1). 


Abb. 5. Radiale Temperaturverteilung fiir 3 = 0,07 und Oy = 0,012 unter Beriicksichtigung dec Tem- 
peraturabhangigkeit der Elektronenbeweglichkeit mit willktirlichem Ansatz nach Differentialgleichung (2) 


Ds 6 Bese Temperaturverteilung fiir 3 = 0,07 und 9 yr = 0 ohne Berticksichtigung der Temperatur- 
abhangigkeit des Warmeleitvermégens. Umgezeichnet nach G. Scumrrz [9]. Nur die drei unteren Kurven 
k6énnen einem normalen kontrahierten Bogen fallender Kennlinie zugeordnet werden. 


Abb. 7—10. Radiale Temperaturverteilung fir By = 0,066 0,062 0,058 0,054 und yp = 0,012 nach 
Differentialgleichung (1) 
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gemessenen in Abb. 14 qualitativ gut iiberein. Eine genauere Einord- 
nung verhindert zunachst das sich der Messung entziehende Verhaltnis 
K,/K,, dessen Wert wegen der betrachtlichen Abstrahlung des Bogens 
nicht zu klein angenommen werden darf. Das gegentiber Abb. 14 


—-——— 


Uy = 0,04 


0 G2 0580 G75 40 G25 050 O75 100 025 050 O75 jor 
Abb. 11. Abb. 12. Abb. 13. 


Abb. 11. Radiale Temperaturverteilung ftir % = 0,05 und 
Oy = 0,012 nach Differentialgleichung (1). 


Abb. 12. Radiale Temperaturverteilung fiir % = 0,05 und 
Ow = 0,004 nach Differentialgleichung (1). 


Abb. 13. Radiale Temperaturverteilung fiir %) = 0,05 und 

Oy = 0,012 unter Berticksichtigung der Temperaturabhangig- 

keit der Elektronenbeweglichkeit mit willktirlichem Ansatz 
nach Differentialgleichung (2). 


Abb. 14. Gemessene radiale Temperaturverteilung fiir einen 
Brenner von 12 mm Innendurchmesser, 1,6 at Druck und 
38 bzw. 21 W Leistung je cm Bogenlange nach [13]. 


0 025 050 O07 j0o-> 
Abb. 14. 


deutlich abweichende Ergebnis der numerischen Integration ohne Be- 
rucksichtigung der Temperaturabhangigkeit des Warmeleitvermégens 
in Abb.6 gab den Anlaf zu der hier behandelten Erweiterung der Theorie. 


In Abb. 15 sind fiir eine Wandtemperatur 3, = 0,012 in einem 
doppeltlogarithmischen Ky, K,-Netz die bestimmten Achsentemperaturen 
zugeordneten Wertepaare K,, AK, und die asymptotischen Geraden 
K,/K, = ¢(%) eingetragen. Man erkennt, da8 die mit den Randbedin- 
gungen vertraglichen Losungen fast exakt oberhalb der gestrichelten 
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einhiillenden Geraden K, = C KY mit y = 0,66 liegen und damit durch 
die Bedingung 


é ry ae y+ 
1G = CS "oder explizit -""2 2 | C* Ba x 
R20-Y) 
70000, Se — : 
paeenict Leer Z 
| | | y 
[ay= a06) ei | S| 
jbletal “es 
! | | | [| | ae I 
~ = aaa : 
& | 1} || y 
3 __ 0058 (| 
Ae = 
2 l | TT =e 
~— — | | | i | i a 
0,066 fm | | | Li 
es | q 1 (oats 
rl 
| ee | | LI | 43 
ein | rT Til faci 
ee Lt eS 
eet | 
0 200 000 2000 70000 700000 
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Abb. 15. Doppelt-logarithmisches K, K,-Diagramm fiir physikalisch mégliche Lésungen der 
Differentialgleichung (1). Wandtemperatur Oy = 0,012, Achsentemperatur % als Parameter. 


charakterisiert werden. Diese Bedingung hatte sich in annahernd glei- 
cher Form bereits friiher ergeben (Abb. 16) und hefert eine Aussage 


0 7 2 
—- -10° 


Abb. 16. K,K,-Diagramm ohne Beriicksichtigung der Temperaturabhangigkeit des Warmeleitvermégens 
nach G. Scumitz [11]. 


iiber die Existenz einer minimalen Brennspannung des Bogens bei 
gegebenem Druck und Rohrradius. [*iir jedes Wertepaar Kg, Ky, das 
den Bedingungen geniigt, existieren 2 Entladungsformen, die sich 
durch verschiedene Achsentemperaturen unterscheiden und Bogen mit 
fallender oder steigender Kennlinie zugeordnet werden konnen. Der 
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Ubergang des normalen Bogens zur steigenden Charakteristik entspricht 
im K,K,-Diagramm bei gleichbleibender Achsentemperatur dem Uber- 
gang in den asymptotischen Ast. Er erscheint nach Abb. 15 physikalisch 
sinnvoller als nach Abb. 16, in der die Temperaturabhangigkeit des 
Warmeleitvermégens vernachlassigt ist. Der gegeniiber der numerischen 
Integration jetzt bei Beriicksichtigung der Temperaturabhangigkeit des 
Warmeleitvermégens wesentlich abgednderte radiale Temperaturverlauf 
verlangt wegen seiner besseren Ubereinstimmung mit dem Experiment 
eine neue Herleitung der wesentlichen Bogeneigenschaften. Uber die 
Ergebnisse soll demnachst berichtet werden. 
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Bemerkung zur mathematischen Behandlung 
komplizierter Diffusionsprobleme. 
Von 
W. Jost. 
Mit 2 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 17. September 1949.) 


Es wird gezeigt, daB die Bortzmannsche Methode fiir die Behandlung der Diffe- 
rentialgleichung fiir eindimensionale Diffusion mit konzentrationsabhangigem 
Diffusionskoeffizienten auch noch beim Vorliegen einer Unstetigkeit anwendbar 
bleibt. Damit la8t sich die Diffusion in zweiphasigen Systemen behandeln; auf 
mehr als zweiphasige Systeme 1aBt sich die Methode anwenden, wenn die Grenz- 
flachen sich proportional mit der Wurzel aus der Zeit bewegen. Auch dieser Fall 
ist physikalisch wichtig, er entspricht dem Wachstum neu entstehender Phasen. 


I: 


Die Differentialgleichung fiir eindimensionale Diffusion mit konzen- 
trationsabhangigem Diffusionskoeffizienten lautet 


(1) 


ane dD (52), 


wo c die Konzentration und D der Diffusionskoeffizient ist. Wegen der 
Nicht-Linearitat laBt sie sich nicht allgemein integrieren. Fiir die Aus- 
wertung von Diffusionsmessungen ist das aber auch nicht notwendig; 
denn es kommt nur darauf an, aus empirischen Konzentrationsvertei- 
lungen D(c) zu bestimmen. Dazu geht man nach BOLTZMANN! so vor, 


daB man eine Lésung von (1) in der Form sucht c = c(x/|/t) == 6 (4), 
und erhalt 

d dc dc 

ag eo ae (2) 


Der Ansatz ist nur zulassig, wenn sich auch Anfangs- und Randbedin- 
gungen in y ausdriicken lassen. Das heiBt, man muB ein in der x-Rich- 
tung unendlich ausgedehntes System haben, mit der Anfangsverteilung 


e=ct, fir. *<0 und -t= (d.h. fiir y = — oo), 


und (3) 
c=c, fir x>0 und ¢=0 (dh. firy—=- oo). 

a BopezMann, L.: Wiedemanns Ann. 53, 959 (1894). Siehe auch FRANK- 

Mises: Differential- und Integralgleichungen der Physik, Bd. II, S. 538. Braun- 


schweig 1935. 
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Dann folgt aus (2) 


c 


Aw Ie 

D=- = [ yde | 
‘ 

{ 


iS) 


dc 
7 (4) 


c 


ay ff 
ay fy dc 
dc i was 


j J 


| 
bo 


da D2 20 fire = cy und ture ==¢,. Da die (GroGen rechts sich 
dy 

empirisch ermitteln lassen, kann D als Funktion von c aus den Versuchen 

entnommen werden. 


I 


Der obige BottzMANNsche Ansatz ist aber von wesentlich allgemei- 
nerer Giltigkeit, als man bisher bemerkt hatte. Die Methode kann 
unveradndert auch dann noch angewendet werden, wenn fiir v = 0 
(d. h. x = 0, ¢>0) eine Unstetigkeit erhalten bleibt, und zwar sowohl 
in D als auch in c (das letztere kommt in dem entsprechenden Warme- 
leitungsproblem nicht vor). Dies entspricht dem Fall der Diffusion in 
einem zweiphasigen System, wobei die Phasen in der Ebene x = 0 an- 
einander grenzen. Praktisch verwirklicht ist das bei der Diffusion eines 
geldsten Stoffes aus einem Loésungsmittel in ein anderes (bei festen 
Stoffen z. B. der Diffusion von Kohlenstoff aus Eisen in einen legierten 
Stahl). Dann fordert die Kontinuitat, daB an der Grenzflache 


iD (se) =D, (s-), Lurie Os (5) 


wo die Indizes + und — sich auf die Seiten positiver und negativer x 
beziehen. Fir konstantes ¢ gilt die analoge Beziehung auch in y fiir 
y = 0. Dazu kommt eine Bedingung fiir c der Form 


[ (Cx; t2)=.0) Tr =O" (bzwa y=.0)- (6) 


Fiir den speziellen Fall 
D_ und D, unabhangig von c (und von x bzw. y), und 


[NC Chics ee hi, 


Nernstscher Verteilungssatz fiir gleichen Molekularzustand in beiden 
Phasen, hatte der Verfasser! frither Lésungen angegeben. In tatsdch- 
lichen Versuchen (DARKEN®, SEITH und BartscuHaT’) sind aber die 


1 Jost, W.: Diffusion und Chemische Reaktion in festen Stoffen, Leipzig u. 
Dresden: Steinkopff 1937. 

* DaRKEN, L. S.: AIME Techn. Publ. Nr. 2443 (1948). 

3 SEITH, W., u. F. BARTScHAT: Z. Metallk. 34, 125 (1942). 
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Diffusionskoeffizienten nicht konstant. AuBerdem braucht der NERNST- 
sche Verteilungssatz in seiner einfachsten Form nicht zu gelten (wie 
z. B. in den Versuchen von REINHOLD! iiber die Diffusion in dem System 
Cu,S + 2AgJ = Ag,S + 2CuJ. Alle diese Falle sind nach der Boutz- 
MANNschen Methode zu behandeln. Man iiberzeugt sich sofort, dab 
bei der Integration von (4) iiber die Unstetigkeitsflache hinweg der 
richtige Sprung in D gema® (5) erhalten wird. AuBerdem ist es nicht 
notig, daB die Randbedingung linear ist. Eine Bedingung wie 


ch 3 
os (7) 
NeERNsTscher Verteilungssatz fiir Einfach- und Zweifach-Molekiile, 
bringt keinerlei Komplikationen mit sich. 

Notwendig fiir die Anwendung der Methode ist jedoch, daB die Rand- 
bedingung nicht die Zeit explizit enthalt. 


Pit 


Von Interesse ware noch der folgende Fall, bei dem aber die Methode 
versagt. An der Grenzflache tritt eine Hemmung ein, es ist nicht Gleich- 
gewicht zwischen beiden Phasen eingestellt, sondern man hat eine 
endliche Ubergangsgeschwindigkeit 


J=(e.,¢_), (8) 


wo J der Strom der diffundierenden Substanz durch die Grenzflache 
ist. Aus Griinden der Kontinuitat muB dann gelten 

Oc\ GB Nerf é 

(Zz) =—Dolge), = 9G - () 

Dabei wird dann die Differenz |c,— c_| gréBer als im Fall eingestellten 

Gleichgewichts sein?. Diese Bedingung ist mit dem BoLtzMAnnschen 


Ansatz nicht mehr zu erfiillen. Denn in y folgt aus (9) 


—D.{=) =—D.(F), = Vive. e): (10) 


die Randbedingung enthalt jetzt die Zeit . Immerhin kann man auch 
jetzt noch aus dem empirischen Konzentrationsverlauf das Vorliegen 
einer Bedingung wie (9) erschlieBen und auch das Verhaltnis D,/D_ 
bei x = 0 richtig bestimmen. Anwendung von Gl. (4) liefert nun zwar 

ee C., u. H. RernuHorp: Z. phys. Chem. 140, 291 (1929). 

2 Dies gilt fiir den speziellen Fall, wie er in Abb. 1 gezeichnet ist. Allgemein 
muB ein Sprung der absoluten Aktivitat auftreten, welche bei ungehemmtem 
Durchtritt durch die Grenzflache stetig verlauft. 
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nicht mehr die richtigen Diffusionskoeffizienten, aber so ermittelte 
D-Werte werden noch von der richtigen GréBenordnung sein und quali- 
tativ die richtige Konzentrationsabhangigkeit aufweisen. 


[Ve 
Uber den Konzentrationsverlauf lassen sich folgende allgemeine 
Aussagen machen. Wenn fiir endliches ¢t = ¢, die Konzentrationsver- 
teilung der Abb. 1 entspricht, dann gehen, wegen der Abhangigkeit von 
xfVe, die Konzentrationsverteilungen fiir andere ¢ aus dieser durch 
affine Streckung der x-Achse im Verhaltnis Vélt, hervor. Daraus folgt 
insbesondere, daB die Punkte c,, c_ bei x = 0 zeitlich unveranderlich 


SS 
Cy SSS 
—= 
Abb. 1. Konzentrationsverlauf bei der Diffusion Abb. 2. Wie Abb. 1. Gestrichelt: Kurvenverlaut 
in zweiphasigem System. Sprung an der bei Hemmung des Durchgangs durch die 
Phasengrenze (es kann auch c, > ¢_ sein). Grenzflache. 


sind. Dagegen hatte man in dem Fall von III die Verhaltnisse der Abb. 2, 
gestrichelte Kurve. Hier liegen die Werte c_ und c, tiber bzw. unter den 
fritheren Werten. Diese Werte andern sich jetzt mit der Zeit und gehen 
fiir > oo in solche iiber, die der Gleichgewichtsbedingung (6) entspre- 
chen, die aber nicht mit den fritheren Werten identisch zu sein brauchen. 
Denn Gl. (6) allein legt noch nicht die Absolutwerte von c, und c_ fest. 


Hat man ein System von mehr als 2 Phasen, so lassen sich unter 
speziellen Voraussetzungen die Randbedingungen in dem System der v 
formulieren, wenn namlich die Grenzflachen bei y = const liegen. Das 
bedeutet, daB die Begrenzung bei x = x, \/t liegen muB. Dieser Fall 
1aBt sich z. B. verwirklichen, wenn als Folge der Diffusion von zwei 
bei x =O aneinandergrenzenden Phasen eine neue Phase entsteht, 
welche sich von % ==\0) big =—="x, \t erstreckt. Ein solches Verhalten 


ist gelegentlich experimentell beobachtet. ,,Parabolisches Wachstums- 
gesetz.“ 


In diesem Falle gilt an der Unstetigkeitsflache nicht mehr die Rand- 
bedingung (5), sondern statt dessen eine Bedingung, die ausdriickt, dafs 
die Differenz der zur Grenzfliche hinzu diffundierenden und der von 
dieser weg diffundierenden Substanz zum Aufbau des Konzentrations- 
unterschieds (c_— c,) in der neugebildeten Schicht verwendet wird. Diese 
Bedingung kann man aus (4) ableiten. Integriert man einmal bis c_ und 
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dann bis c,, welche beide zum gleichen Wert y = ) gehoren, so erhalt 
man 


c 


=2fyde = 2 (c.—«,). (11) 


c 
=" 


Le D_(5-] Se (=) 


Oder auch, mit 7 = g/t, € Ort der Grenzflache, 


p_(5-) +D.(22) = BSS eel (12) 


Ox OX, at 


deren physikalische Bedeutung offensichtlich ist. 


Fir Diskussionen iiber das obige Problem bin ich den Herren 
M. Krarfrt und H. Tietz zu Dank verpflichtet. 


Marburg, 30. August 1949. 
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Die Strukturabweichungen in den Oberflachen 
von lonenkristallen. 


II. Teil. 
Von 
K. MOLIERE. 
Mit 5 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 27. September 1949.) 


In den obersten Netzebenen von Ionenkristallen sollte, wie in Teil II 
dieser Arbeit! gezeigt worden ist, eine Tendenz zur Ausbildung beson- 
derer Strukturen vorhanden sein, sofern die Polarisierbarkeit der Ionen, 
bezogen auf das Volumen der Elementarzelle, einen charakteristischen 
Wert iiberschreitet. Uber die spezielle Art dieser ,,Polarisations-Unter- 
strukturen‘ war in Teil II nur festgestellt worden, da& sie durch eine 
homogene Deformation aus dem ,,normalen“ Oberflachengitter, d. h. 
aus der Struktur entsprechender Netzebenen im Innern des Kristalls 
hervorgehen sollten. Homogene Defcrmationen sind nun zunachst in 
mannigfaltiger Weise denkbar, es ist aber plausibel, daB solche am 
wahrscheinlichsten sein werden, die selbst an gewisse Symmetrierelatio- 
nen gebunden sind. Die seinerzeit in Aussicht gestellte Diskussion 
dartiber, welche homogene Deformation bei einer bestimmten, ins Auge 
gefaBten Flachenart aus energetischen Griinden mit gr6Bter Wahrschein- 
lichkeit realisiert sein wird, soll nunmehr nachgeholt werden. 


A. Allgemeiner Charakter der Polarisations-U nterstrukturen. 


Die Entstehung der Polarisations-Unterstrukturen kann man sich 
folgendermaBen vorstellen: Denkt man sich in einem Kristall die Ionen- 
polarisierbarkeit stetig vergroBert, so wird zunachst jede Deformation 
des Gitters zu einer Erhohung der Energie fiihren?. Die Ionen bevor- 
zugen Lagen mit der héchsten Symmetrie und niedrigsten Feldstarke. 
Bei hoherer Polarisierbarkeit dagegen sind homogene Deformationen 
denkbar, die mit einem so grofen Gewinn an Polarisationsenergie ver- 
bunden sind, da der mit der gegenseitigen Annadherung der Ionen 
verbundene Anstieg der AbstoBungsenergie tiberkompensiert wird. Die 
lonen bevorzugen dann Lagen mit hoher elektrischer Feldstarke. 


* STRANSKI, I. N., u. K. Moribre: Z. Physik (Teil I) 124, 424 (1948). — Mo- 
LIBRE, K., u. 1. N. SrRANskr: Z. Physik (Teil 11) 124, 429 (1948). Ferner Morrére, K., 
W. RatHye wu. I. N. StrRansKr: Bar, Soc, Disc. 5, 24 (1949). 

* Born, M.: Atomtheorie des festen Zustandes, S. 732. Berlin 1923. Ferner 
EMERSLEBEN, O.: Diss. Gottingen 1922. 
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Die Art der entstehenden Strukturen von geringerer Symmetrie 
und ihre energetische Reihenfolge liBt sich beim Raumgitter nicht 
leicht tbersehen!. Bei einem eindimensionalen Gitter dagegen vorn 
Typus der Steinsalz-Wiirfelkante (alternierende Ionenkette) gibt es nur 
eine Moglichkeit der Deformation, und bei einem bindren Flachengitter 
von der Struktur der NaCl-(001)-Netzebene sind die verschiedenen, in 
Frage kommenden Deformationstypen leicht abschatzbar. Hierbei 
konnen folgende Voraussetzungen gemacht werden: 


1. Die Verriickungen der Ionen sollen in der Achse der Kette, bzw. 
in der Ebene des Flachengitters erfolgen. 

2. Es liegt nahe anzunehmen, dal in der deformierten Struktur 
Tonen der gleichen Art solche Platze einnehmen, die energetisch und 
strukturell gleichberechtigt sind. In Ubereinstimmung mit dem in 
Teil II angewandten Verfahren sollen dartiber hinaus zur Vereinfachung 
den Anionen und Kationen (vom Ladungsvorzeichen abgesehen) gleiche 
physikalische Eigenschaften zuerteilt werden (gleiche Polarisierbarkeiten 
und Konstanten des AbstoBungsgesetzes). Damit wird erreicht, da 
die Deformationen durch jeweils einen Verriickungsparameter beschrie- 
ben werden konnen. 

3. Durch jede homogene Deformation wird notwendigerweise die 
Koordinationszahl verkleinert, d. h. einzelne Ionen nahern sich einander 
und bilden gemeinsam inselartige Grundkomplexe, die man als Einheiten 
des entstehenden Gitters auffassen kann. 

4. Es kommen nur solche Deformationen in Frage, bei welchen sich 
positive und negative Ionen einander nahern, denn die Wechselwirkungs- 
energie der Ionenladungen muB zusammen mit der entstehenden Pola- 
risationsenergie so stark abnehmen, dab die Gitterenergie insgesamt 
negativer wird. Die entstehenden Grundkomplexe miissen also in sich 
elektrostatisch abgesattigt sein, d.h. in der chemischen Ausdrucks- 
weise, sie miissen den Charakter von Molekeln besitzen. 


Beim einfachsten Fall, der alternierenden IJonenkette, kommt nur 
eine Aufteilung in solche Molekeln in Betracht, die aus 2 Ionen bestehen ®. 
Bei der (001)-Netzebene sind, wie im folgenden gezeigt wird, dagegen 
auch 4-ionige Molekeln denkbar; ferner mu man die Moglichkeit mit- 
beriicksichtigen, daB sich die bei der Deformation entstehenden Insel- 
komplexe zu Ketten zusammenfiigen, die in einfach-koordinativem 
Zusammenhang das ganze Flachengitter durchziehen. Fiir diesen Fall, 
der das Analogon zum dreidimensionalen Schichtengitter darstellt, 
gebrauchen wir die Benennung ,,Streifengitter”. 


1 Hunp, F.: Z. Physik 34, 833 (1925). 
2 Betrachtungen iiber die Steinsalz-Wiirfelkante sollen in der folgenden Ver- 


6ffientlichung mitgeteilt werden. 
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B. Auswahl aus den Deformationstypen 
auf Grund von Symmetriebetrachtungen. 


Um die in Betracht kommenden Typen von Polarisations-Unter- 
strukturen der (001)-Netzebene zu tibersehen, geht man am besten von 
Symmetriebetrachtungen aus. 


Zuniachst fassen wir die undeformierte Netzebene ins Auge. Diese 
besitzt die tetragonale Flachensymmetrie! (@j, (N), wobei die beiden 
Ionenarten in den DurchstoBpunkten der beiden tetragonalen Achsen- 
scharen plaziert sind. Man kann das gleiche Netz aber auch formal 
durch eine niedrige Flachensymmetriegruppe darstellen, indem man 
jeweils eine gleiche Anzahl positiver und negativer, benachbarter Ionen 
zu Komplexen zusammengefaBt denkt, und diese Komplexe dann als 
Grundbausteine des Flachengitters ansieht. Sie miissen so gewahlt 
werden, daB sie das gesamte Gitter in einfach-primitiver Weise zusam- 
menzusetzen gestatten. Als Eigensymmetrien dieser Grundkomplexe 
kommen zunichst die Untersymmetrien von C,,,, also C,,, C,, C, und C, 
in Frage. Versucht man aber, das Flachennetz in elektroneutrale Ionen- 
gruppen mit diesen Eigensymmetrien aufzuteilen, so zeigt es sich, da 
das nur mit C,,, und C, méglich ist, sofern man die Forderung beachtet, 
daB alle Ionen energetisch gleichberechtigte Lagen einnehmen sollen. 
Es sind also nur moglich je 2 Insel- und Streifenkomplexe, namlich: 


a) Der kantenparallele Streifenkomplex mit der Koordinationszahl 3, 
gekennzeichnet durch eine langs der Streifenachse verlaufende Gleit- 
spiegelebene und zwei senkrecht darauf stehende, aquidistante Scharen 
von Spiegelebenen, zentriert von 2-zahligen Achsen. Der Komplex 
besteht aus zwei um eine halbe Translationsperiode gegeneinander 
verschobenen, alternierenden Ionenketten, deren Ionenmittelpunkte aut 
den Spiegelebenen liegen. Eigensymmetrie C3, (s. Abb. 1a) 2. 


b) Der quadratische, 4-ionige Inselkomplex mit der Koordinations- 
zahl 2, der sich durch eine seinen Schwerpunkt durchstoBende, zwei- 
zahlige Achse, durchschnitten von zwei diagonal verlaufenden Spiegel- 
ebenen, auszeichnet. Eigensymmetrie C,,, (s. Abb. 1b). 


c) Der 2-ionige Inselkomplex mit der Koordinationszahl 1, welcher 
aus zwei in Richtung der Wiirfelkanten benachbarten, entgegengesetzt 
geladenen Ionen besteht. Die Ionen liegen in der Spur einer auf der 
Ebene senkrecht stehenden Spiegelebene. Eigensymmetrie C, (s. Abb. 1c). 


' Niccur, P.; Lehrbuch der Mineralogie und Kristallchemie, Teil 1, S. 264 ff. 
Berlin 1941. In der Bezeichnungsweise schlieBen wir uns dieser Darstellung an. 

* In den Abb. 1a—d sind die Grundkomplexe jeweils rechts oben mit ihren 
Symmetrieelementen besonders hervorgehoben, Die Abbildungen beziehen sich 


allerdings bereits auf die deformierten Strukturen, von denen im nichsten Absatz 
die Rede ist. 


Die Strukturabweichungen in den Oberflachen von Ionenkristallen. III. ba 


d) Der diagonale Streifenkomplex mit der Koordinationszahl 2, 
aus je einer positiven und negativen Ionenkette, parallel gelagert und 
um eine halbe Periode gegeneinander verschoben. Die Symmetrie- 
elemente sind zwei aquidistante Scharen von senkrecht zur Streifenachse 
liegenden Spiegelebenen, die durch die lonenmittelpunkte gehen. Eigen- 
symmetrie C! (s. Abb. 1d). 
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Abb. 1a—d. Die durch die Polarisation der lonen bedingten Deformationsstrukturen der (001)-Oberflache 
yom Steinsalztyp. a Typa; b Typb; ec Type; d Typd. (Erklarungen s. Text.) 


Das aus den so definierten Grundkomplexen konstruierte Flachen- 
netz hat noch die volle, tetragonale Symmetrie der Steinsalz-(001)- 
Flache. Eine Unterstruktur von niedrigerer Symmetrie entsteht, wenn 
man die Grundkomplexe durch das ganze Netz hindurch gleichmabig 
deformiert. Die Deformation hat die Bedingung zu erfiillen, daB dadurch 
der koordinative Zusammenhang der Grundkomplexe nicht gestort 
wird, d. h. die Ionen miissen sich in Richtung auf den Komplexschwer- 
punkt oder die Streifenachse verlagern. Gleichzeitig muB gefordert 
werden, da auch in den deformierten Strukturen die Ionen auf struk- 
turell gleichwertigen Platzen bleiben. Die Erfiillung dieser Forderungen 
hat bei den Streifentypen 3 und 4 eo ipso zur Folge, daB die Ionen in 
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ihren Spiegelebenen in Richtung auf die Streifenachse verlagert werden. 
Bei den Inseltypen 1 und 2 sind an sich auch kompliziertere Deformatio- 
nen moéglich, z. B. Drehungen um den Schwerpunkt des Komplexes, 
oder beim quadratischen Komplex Nr. 2 rechteck- oder parallelogramm- 
formige Verzerrungen. Es ist aber wohl geniigend evident, daB derartige 
Strukturen energetisch keine Rolle spielen. Bevorzugt werden sicher 
diejenigen Typen sein, in welchen die Komplexe unter voller Erhaltung 
ihrer Eigensymmetrie deformiert werden, d.h. auch hier werden sich 
die Ionen auf ihren Spiegelebenen symmetrisch in Richtung auf den 
Komplexschwerpunkt bewegen. 
Wir haben also folgende Verzerrungstypen, die wir bereits im Hin- 
blick auf ihre spater zu bestimmende energetische Reihenfolge bezeichnen 
und aufzahlen: 
Typ a. Das kanten-parallele Streifengitter (Abb. 1a). 
Flachensymmetrie 31). 

Typ b. Das 4-ionige Molekilgitter (Abb. 1b). 
Flachensymmetrie Cie 

Typ c. Das 2-ionige Molekiilgitter (Abb. 1c). 
Flachensymmetrie ©." 

Typ d. Das diagonale Streifengitter (Abb. 1a). 
Flachensymmetrie (!. 


C. Energetische Rethenfolge der Unterstrukturen. 

Die 4 Polarisations-Unterstrukturen, Abb. 1a—d, lassen sich jeweils 
durch einen Verzerrungsparameter y charakterisieren. Dieser bedeutet 
die relative Annaherung der nachsten Nachbarionen in der deformierten 
Struktur, bezogen auf den kiirzesten Ionenabstand 6 der undeformierten 
Struktur. Der Abstand nachster Nachbarn in der Unterstruktur ist 
also 0(1— y). Die Definition von y ist in den Abb. 1a—d angegeben, 
wo jede einzelne Gitterzelle links unten besonders hervorgehoben ist. 
Dort ist auch die Lage der in den Ionen induzierten Dipolmomente durch 
Pfeile schematisch wiedergegeben. 

Die genaue Ausrechnung der einzelnen Energieanteile (CouULOMBsche, 
AbstoBungs- und Polarisationsenergie) muB dariiber entscheiden, wel- 
cher der aufgezahlten Deformationstypen realisiert sein wird. Man kann 
aber bereits sehen, da vermutlich der Typ a mit der gréBten Koordi- 
nationszahl energetisch bevorzugt sein wird. Bei den Typenc und d 
sind die tangentialen Dipolmomente saémtlicher Ionen gleichgerichtet, 
im ersten Falle in Richtung einer Kante, im zweiten einer Flachen- 
diagonale. Die ganzen Netzebenen sind also tangential polarisiert (die 
von der Verschiebung der Ionen und der Elektronenwolken herriihren- 
den Polarisationen brauchen sich ja keineswegs zu kompensieren), ein 
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Umstand, der wohl gegen eine energetische Bevorzugung dieser Typen 
spricht. Diese Strukturen kénnten aber durch Anlegen eines tangentialen 
elektrischen Feldes der entsprechenden Richtung erzwungen werden. 

Das mathematische Verfahren, welches unter Benutzung des linea- 
ren, klassischen Polarisationsansatzes alle Anteile der Wechselwirkungs- 
energie einschlieBlich der Dipol-Dipol-Wechselwirkung exakt zu erfassen 
gestattet, ist in Teil II hinreichend beschrieben worden. Hier brauchen 
deshalb nur die Ergebnisse mitgeteilt zu werden. In allen Fallen ist der 
Typa derjenige mit der niedrigsten Gitterenergie. Bei der isolierten 
(001)-Netzebene wurde nur dieser Typ berechnet, wahrend bei der (001)- 
Oberflache alle 4 Typen beriicksichtigt wurden. Die Rechnungen be- 
ziehen sich in allen Fallen auf Gitter, deren Ionen beziiglich ihres Ab- 
stoBungspotentials die mittleren Eigenschaften der Na*- und Cl--Ionen 
besitzen, wie sie sich aus den Gleichgewichtsbedingungen des kompakten 
Steinsalz-Raumgitters ergeben. , 


D. Die isolierte (001)-Netzebene. 
Fiir die Gitterenergie der unendlich ausgedehnten Netzebene, be- 
zogen auf ein Ionenpaar, erhalt man einen Ausdruck 


an 
U =—e@W Sipe BG 
E 


(s. LI, S. 434), in welchem die Potentiale und Feldkomponenten @ und £, 
Funktionen des Verzerrungsparameters y und des Gitterparameters 6 
sind. Diese Funktionen lassen sich nach dem Ewatpschen Verfahren 
als absolut konvergente Reihen auswerten. 

Bildet man fiir das unverzerrte Flachengitter, d.h. fir y = 0, den 
partiellen Differentialquotienten c*U/éy?, so ergibt sich durch Null- 
setzen dieses Ausdruckes eine Bestimmungsgleichung fiir die ,,kritische 
Polarisierbarkeit‘‘. Darunter verstehen wir denjenigen Grenzwert der 
Ionen-Polarisierbarkeit «, oberhalb dessen bei einem bestimmten Gitter- 
parameter 6 sich das Koordinationsgitter freiwillig in ein Molekiil- oder 
Streifengitter umlagern wiirde. Bei gréBeren « stellt das unverzerrte 
Gitter ein relatives Maximum der potentiellen Energie dar. 

Fiir die isolierte Netzebene errechnet sich ohne Beriicksichtigung 
der Polarisierbarkeit im Gleichgewicht eine Gitterkonstante 6 = 2,68 A. 
Setzt man diesen Wert ein, so ergibt sich fiir die kritische Polarisierbar- 
keit / 

okrit = 1,95 A. 


2,68 


Fiir NaCl (@ = 1,61) wirde also das Koordinationsgitter stabil sein. 
Denkt man sich aber an die Netzebene eine Zugspannung so angelegt, 
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daB ihre Gitterkonstante zwangsweise dem fiir das kompakte Raumgitter 
giiltigen Wert 6 — 2,81 A angepaBt wird, so erhalt man 


gkrit 24 50 AS. 


2,81 

Eine so gedehnte Netzebene wiirde sich offenbar freiwillig deformieren 
und ein Streifengitter bilden. Wie die Auswertung der Kurve U (y) 
zeigt, entspricht dem Extremum der Gitterenergie der Verzerrungs- 
parameter y = 0,06 (6%ige Annaherung der Ionen), wenn man fiir die 
Polarisierbarkeit den Wert 1,61 A? verwendet. 


724 
0 
Abb. 2. Die Gitterenergie — Uj; der (001)-Netzebene Abb. 3. Die der Abb, 2 entsprechenden Kurverm 
als Funktion des tangentialen Verzerrungsparameters y fiir die Ionenpolarisierbarkeit 2,1 A*, Der Fall 
fiir die mittlere Ionenpolarisierbarkeit 1,61 A, Die entspricht etwa den Verhaltnissen 
Kurven a, b, c, d beziehen sich auf die entsprechenden beim Na J-Kristall. 


Typen der Abb. 1. 


E. Die (001) -Oberfliche. 

Der auf die Netzebene ausgeiibte Zwang zur Innehaltung der Gitter- 
konstante des kompakten Raumgitters geht jetzt von den Ionen des 
darunter liegenden Halbgitters aus, dem sie sich als oberste Netzebene 
anzupassen genotigt ist. Diese Krafte sind aber derart, daB sie einer 
tangentialen Verzerrung der Oberflache entgegenwirken. Deshalb liegt 
die kritische Polarisierbarkeit hier etwas héher als bei der isolierten 
Netzebene, namlich etwa beim Werte ot — 1,65 A’. 

Setzt man in den Ausdruck fiir die Gitterenergie der obersten Netz- 
ebene (s. II, S. 434) fiir die Polarisierbarkeit den Mittelwert fiir NaCl, 
a — 1,61 A®, ferner fiir 62,841 A ein, so zeigen dementsprechend die 
Kurven der Abb. 2, welche die Gitterenergie fiir die 4 Unterstruktur- 


typen des Abschnittes IT als Funktionen von y darstellen, Maxima 
ber == 0, 
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Bei Polarisierbarkeiten > 1,65 ergeben sich fiir alle 4 Verzerrungs- 
typen bald Maxima der Gitterenergie bei endlichen y-Werten, wie man 
aus den fiir « = 2,1 A® errechneten Kurven der Abb. 3 ersieht. 

In allen Kurven ist die Gleichgewichtsbedingung beziiglich der 
Normal-Verzerrungskoordinate € (s. Teil II, S. 434: Verlagerung der 
gesamten Netzebene relativ zum Rest- : 
gitter) beriicksichtigt. Die Gleichge- Gleichgewichtswert von 
wichtswerte fiir beide Verzerrungs- 
koordinaten y und € fiir den Fall = 


2,1 A® gibt die nebenstehende Tabelle. a 0,11 | 0,97 

Der Wert des Quotienten %/63, der a nee ne 
- . Se) 5 * . > 4 Cc z > 0, 42) 
ja (nach Teil II, S. 438) fiir die Um- d 0,014 0,96 


lagerung der Gittertypen in erster Nahe- 

rung maBgebend ist, entspricht im zuletzt berechneten_Fall etwa den 
Verhaltnissen beim NaJ-Kristall. Fiir diesen diirften also die ange- 
gebenen Zahlen zutreffen. 

Die niedrigste potentielle Energie ergibt sich in allen Fallen, wo 
tangentiale Verzerrung des Oberflachengitters eintritt, fiir den Unter- 
strukturtyp a, das kantenparallele Streifengitter (s. Abb. 1a). Dieses 
diirfte also die vorwiegend verwirklichte Polarisations-Unterstruktur 
der (001)-Flache sein. Dann folgen die Typen b und c und in weiterem 
Abstand das Diagonal-Streifengitter d. 


F. Die (110)-Oberfliche. 

Um beurteilen zu k6nnen, wie die Oberflachenstrukturen an solchen 
Flachen aussehen, die nicht zur natiirlichen Wachstumsiorm gehoren, 
betrachten wir das Beispiel der Rhombendodekaederflache. Diese 
Flache ist deshalb besonders interessant, weil sie sich bekanntlich aus 
einzelnen, molekularen Wiirfelstufen zusammensetzt. Die Frage nach 
der Beschaffenheit solcher Stufen ist von Bedeutung im Hinblick auf 
das in Teil I angeschnittene Problem der Zerreifbfestigkeit. 

Die undeformierte (110)-Netzebene besteht aus parallel gelagerten, 
alternierenden Ionenketten, die sich nach der hier als x-Achse gewahlten 
(001 |-Richtung erstrecken und untereinander in der darauf senkrechten 
(110]-Richtung (y-Achse) den (Identitats-)Abstand 6 - |/2 besitzen. 

Die Netzebenensymmetrie ist ©},. Als Grundkomplexe der Unter- 
strukturen kommen hier nur 2-ionige Molekeln in Betracht. Die Pola- 
risations-Unterstrukturen werden auch hier, wie bei der (001)-Ebene, 
die Bedingung erfiillen, daB die Verbindungslinie zweier nachster Nach- 
barn in der Spur einer Spiegelebene bleibt. (Man macht sich leicht klar, 
daB die Wahl 4-ioniger Grundkomplexe oder die Aufgabe der Spiegel- 
symmetrie einen geringeren Gewinn an CouLompscher oder Polarisa- 
tionsenergie ergeben wiirde.) 
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Unter der Anzahl der méglichen, rechtwinkligen Flachensymmetrien' 
befinden sich noch 2 Typen, welche Spiegelebenen nach einer Achse 
enthalten. (Die Flichensymmetrien mit Gleitspiegelebenen in x-Richtung 
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Abb. 4a u. b. Die Deformationsstrukturen einer (110)-Oberflache. a Typ A; b Typ B (Erklarung s. Text). 


gestatten nicht, das Gitter einfach primitiv aus 2-ionigen Grundein- 
heiten zusammenzusetzen.) In Frage kommen die Ebenengruppen Ce 
und @!. In der ersten sind die parallel der y-Achse orientierten Symme- 
trieebenen zu Gleitspiegelebenen de- 
gradiert. Hierdurch fallen die zwischen 
den lIonenketten legenden  Spiegel- 
ebenen fort, und die Identitatsperiode 
in der y-Richtung wird verdoppelt 
(Typ A, s. Abb. 4a). Im zweiten Falle 
bleiben nur die Spiegelebenen in der 
x-Richtung erhalten, und die Zelle 
| behalt die urspriingliche Gr6Be (Typ B, 
(110)- Obertlache s. Abb. 4b). Die Zellen mit ihren 
— Symmetrieelementen und die Defi- 
nitionen des Verzerrungsparameters y 
sind in den Abbildungen angedeutet. 
25 — aos nO 720 425 930 Bei dem Typ B handelt es sich, wie 
y—» bei den Typenc und d der (001)- 

Abb. 5. Die Gitterenergie —U,, der (110)- Flache um eine Struktur, in welcher 
REED pment Catena alle Tonen zu gleichsinnigen Dipolen 
fiir die mittleren Ionenpolarisierbarkeiten erregt sind, die gesamte Flache also 
ee eine tangentiale Polarisation besitzt. 


Typ oc 


Die energetischen Rechnungen beziehen sich auf die oberste Netz- 
ebene im Felde des undeformierten (110)-Halbgitters. Das Schema der 


' Nicci, P.: Lehrbuch der Mineralogie und Kristallchemie, Teil 1, S. 264 ff. 
Berlin 1941. 
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Rechnung ist dasselbe, wie es im Falle der (001)-Ebene beschrieben 
worden ist. Abb. 5 zeigt fiir den Typ A den Verlauf der Gitterenergie 
der (110)-Oberflache, bezogen auf ein Ionenpaar, als Funktion der 
tangentialen Verzerrungskoordinate y. Wie man sieht, erscheint hier 
bereits bei der Ionenpolarisierbarkeit von NaCl (1,61 A’) ein flaches 
Maximum bei etwa 11%iger Verzerrung, das bei VergréBerung der 
Polarisierbarkeit schnell steiler wird und nach rechts wandert. Bei 
a = 2,1 A® liegt es etwa bei » = 0,2, also 20%iger Annaherung der 
nachsten Nachbarn. 

Die Gitterenergiekurven fiir den Typ B schmiegen sich den darge- 
stellten Kurven ftir den Typ A sehr eng an, besonders fiir kleine Pola- 
risierbarkeiten. Der Ordinatenwert ist etwas niedriger. Bei « = 1,6 A 
ist der Unterschied der Maxima nur 3-107! erg; bei « = 2,1 A® be- 
tragt der Unterschied 2-107 erg, und das Maximum fiir den Typ B 
liegt bei etwas kleinerer Verzerrung (etwa 18%). 

In einer Oberflachenstruktur vom Typ A verlaufen die ,,molekularen 
Oberflachenrisse“‘, die nach der Arbeitshypothese von TeilI fiir die 
Festigkeitseigenschaften maBgebend sein sollten, nicht in der Spur von 
ReiBebenen, sondern in der Spur von Gleitebenen des Kristalls. Die 
obige Feststellung, da der Typ A die stabile Oberflachenstruktur ist, 
k6nnte einen Hinweis geben zur Erklarung der bei angeldsten Steinsalz- 
kristallen beobachteten [Erhdéhung der Rei®festigkeit und Plastizitat. 
Untersuchungen tiber die Strukturen an einzelnen Wiirfelstufen sollen 
in Teil IV mitgeteilt werden. 


Herrn Prof. Dr. STRANSKI bin ich fiir anregende Diskussionen zu 
Dank verpflichtet. 


Berlin-Dahlem, Kaiser-Wilhelm-Institut fiir physikalische Chemie 
und Elektrochemie, September 1949. 


Zeitschrift fur Physik, Bd. 127, »- 178— 186 (1950). 


Die Strukturabweichungen in den Oberflachen 
von lonenkristallen. 


lV. Teil. 
Von 
K. MorierRE, W. RATHJE und I. N. STRANSKI. 
Mit 5 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 27. September 1949.) 


Die Umlagerung der Koordinationsgitter in Molekiilgitter, die 
gemaB den Ergebnissen der vorangegangenen Ver6ffentlichungen? in 
den Oberflachen von Ionenkristallen stattfinden kann, ist an den Kanten 
der Kristalle in besonders ausgepragter Form zu erwarten. Als ab- 
schlieBender Teil der Arbeiten sollen im folgenden Untersuchungen tiber 
die Art und den Grad dieser Strukturabweichungen in Kristallkanten 
mitgeteilt werden. Unsere Berechnungen schlieBen auch die atomare 
Wiirfelstufe des Steinsalzkristalls mit ein. Die Untersuchungen wurden 
vor allem durchgefithrt im Hinblick auf die mutmaBliche Bedeutung 
fiir das Problem der ZerreiBfestigkeit und das des Habitus von Ionen- 
kristallen. 


A. Kennzeichnung des Rechenverfahrens. 


Das Verfahren, das wir bei der Berechnung der Flachenstrukturen 
angewandt haben, ist in geeigneter Form auf den Fall der Kante zu tiber- 
tragen. Dementsprechend betrachten wir die Ionenkette, welche die 
Kante bildet, und welche wir als beiderseits unendlich ausgedehnt an- 
nehmen, als vom tibrigen Kristall getrennt variierbares Teilsystem. Wir 
erteilen dieser Kette virtuelle Deformationen unter Festhaltung der 
Struktur der angrenzenden Oberflachen und des darunter liegenden 
Kristallquadranten. Der letztere mu natiirlich die Koordinations- 
struktur des Raumgitters behalten, wahrend wir den an die Kante an- 
grenzenden Halbnetzebenen diejenigen Strukturen und Lagen geben, 
welche wir fiir die allseitig unendlich ausgedehnten Oberflachen errechnet 
haben ?. 


Zweifellos ist ein graduelles Abklingen der Deformationsstruktur 
beim Fortschreiten von der Kante her zu den benachbarten Ketten der 
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Flachen anzunehmen. Die Vernachlassigung dieses Umstandes wird 
aber durch unsere Rechnungen gerechtfertigt. Es ist namlich der Ver- 
zerrungsgrad in den Kanten und Flachen in der Regel relativ klein: 
demnach mu auch die Beeinflussung benachbarter Ketten nur eine 
geringe Rolle spielen. 

Nach Einfithrung dieser allgemeinen Annahmen besteht die Aufgabe 
darin, die Gitterenergie der Kantenkette, zweckmaBig wieder bezogen 
auf ein Ionenpaar, zu berechnen und als Funktion der Parameter dar- 
zustellen, durch die wir die Deformation beschreiben. Das Extremum 
der Gitterenergie ist dann aufzusuchen. Die Gitterenergie zerfallt in 
die Selbstenergie der Kante und die Energie der beiden Bezugsionen 
im Felde des Restkristalls. Die in den Ionen der Kante induzierten 
Dipolmomente sind nach dem in Teil II gekennzeichneten Verfahren 
zu, eliminieren. 

Die Rechnungen lassen sich mit ausreichender Genauigkeit, abgesehen 
von den im Ansatz liegenden Vereinfachungen, nach einem graphisch- 
numerischen Verfahren durchfiihren, wie in Teil II bereits ausgefiihrt. 
Die elektrostatischen GréBen berechnen sich mit Hilfe einer Weiter- 
entwicklung der von MADELUNG! angegebenen Methode. Fiir die Be- 
rechnung der Selbstpotentiale und Feldstarken von Ionen- und Dipol- 
ketten benutzt man die Darstellung durch die Ableitungen von log J’ 
(fiir die Feldkomponenten der Dipolkette ben6dtigt man die dritte Ab- 
leitung). Das Restgitter teilt man zweckmaBig in einzelne kanten- 
parallele Ionen- bzw. Dipolketten auf und stellt deren Anteile durch 
FourtEr-Reihen mit den HANKELschen Funktionen K, bzw. K, (oder 
der Ableitung der letzteren) als Koeffizienten dar. Die Komponenten 


der Dipolmomente parallel und senkrecht x 
zur Kette werden getrennt beriicksichtigt. -@ -» ~Or ~Or Or -Or 
6: (1-7) 
; 26 
B. Ergebnisse. Abb. 1, Definition des Verzerrungs- 
1. Die isolierte Ionenkette. parameters y fiir eine deformierte, 


: isolierte Kette aus alternierenden 
Es ist instruktiv, zunachst eine einzelne _Ionen. Die Dipolmomente bzw. ihre 


Kette aus alternierenden Ionen zu betrach- pi Sestak paar aie a 
ten. Die einzig in Frage kommende, homo- 
gene Deformation der im Gleichgewicht aquidistanten Kette besteht 
in einer Verlagerung samtlicher Anionen relativ zu den Kationen in der 
Kettenachse (x-Richtung). Hat diese Verlagerung den Betrag 0-y, 
wobei 6 der Gleichgewichtsabstand ist, so gibt uns y die Definition 
des Verzerrungsparameters (Abb. 1). 

Der Ausdruck fiir die Gitterenergie pro lonenpaar erhalt wie beim Falle 
der isolierten Netzebene (s. Teil III, Abschnitt D) nach Eliminierung 


1 MADELUNG, E.: Phys. Z. 19, 524 (1918). 
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des Dipolmomentes die Form: 


Usp Oi 21h eed 


ied ’ by 


mit den gleichen Bezeichnungen wie frtiher. 

Aus der Pe lingung (é2 U/@y ), 0) =0 berechnet man wieder eine 
kritische Polarisierbarkeit «*" als Funktion von 6. Diesen Wert muB « 
mindestens besitzen, damit sich die Kette freiwillig deformiert. Setzt 
man fiir 6 denjenigen Wert ein, der sich fiir das Gleichgew cht einer 
alternierenden Kette aus unpolarisierten Na*- und Cl--Ionen ergibt. 
namlich 6 — 2,49 A, so ist die kritische Polarisierbarkeit 


cies ee 


Bei VergroBerung von 6 sinkt dieser Wert sehr viel schneller ab, als 
im Falle der isolierten Netzebene. Fiir 6 = 2,81 A, die Gitterkonstante 
des kompakten Raumgitters, hat man 


os) == 0,58 .A% 


Eine Ionenkette aus Na*- und Cl -Ionen, die gezwungen wird die 
Identitatsperiode des Raumgitters innezuhalten, wiirde also bei der 
mittleren Polarisierbarkeit « = 1,61 A® (fiir Steinsalz) eine sehr aus- 
gepragte Molekiilstruktur besitzen. Mit diesem Wert von « ergibt die 
Auswertung der Funktion U(y) ein sehr deutliches Energieminimum 
bei y = 0,2, also 20%ige Annaherung der Ionen im Gleichgewicht. 


2. Die [001]-Kante beim NaCl-Kristall. 


Bildet die Ionenkette die [001]-Kante eines Steinsalzkristalls, so 
wird der Zwang zur Innehaltung der Identitatsperiode des kompakten 
Raumgitters, genau wie im Falle der Netzebene (s. Teil III, E), von den 
angrenzenden Ionen der Oberflachen und des darunter liegenden Kristall- 
quadranten ausgetibt. Die Krafte sind auch hier so beschaffen, daB sie 
der Bildung einer Molekiilstruktur innerhalb der Kante entgegenwirken. 
Die kritische Polarisierbarkeit wird also wieder einen héheren Wert 
haben als bei der isolierten Kette. Die Rechnung (s. unten) ergibt in 
der Tat 

Oe ya oAe: 
Fur den Fall des Steinsalzes (x = 1,61 AS) ist also bereits die kritische 
Polarisierbarkeit tiberschritten, d.h. es wird eine gewisse Deformation 
der Kante stattfinden, die aber geringer sein muB, als bei der isolierten 
Kette. 
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Die Struktur des Kristallrestes, in deren Felde die Ionen der Kanten- 
kette beweglich gedacht sind, ergibt sich nach den Rechnungen von 
Teil II folgendermaBen: Die Ionen der Oberflichennetzebenen sind in 
den Flachennormalen polarisiert; die Netzebenen sind im ganzen tan- 
gential unverzerrt und um 2,5% nach innen verlagert. Der restliche 
Kristallquadrant hat die Struktur des kompakten Raumgitters. Neben 
der tangentialen Deformation der Kantenkette, beschrieben durch den 
Parameter y, ist jetzt noch eine Verlagerung der gesamten Kette in 
Richtung der Winkelhalbierenden der angrenzenden Flachen zu _ be- 
ricksichtigen (z-Richtung). Der Ausdruck fiir die Gitterenergie der 
Kante pro Ionenpaar erhalt formal dasselbe Aussehen wie bei der Ober- 
flache : 


. Lf (Eu) 4 Ei)? Ba? 
Ua —s (9) 4.20) + (OW +42OR)—* 
t ] EP) EP) 
x 3 
nL Px og pb: 


wobei sich der Index (/) bzw. (D) auf die Ionen bzw. Dipole der Kante, 
(R) auf den Kristallrest bezicht. Die graphisch-numerische Auswertung 
des Energieminimums fiihrt, wenn man als mittlere Polarisierbarkeit der 
Ionen den Wert 1,61 A? annimmt, zu folgendem Ergebnis: 

Die Kantenreihe ist im Gleichgewicht in Molekiile aufgespalten. 
Die Annaherung der Ionen betragt 4% (y = 0,04). Die gesamte Kanten- 
kette ist um 4,9% symmetrisch gegen den Kristall verlagert. 


3. Die [001]-Kante bet héherer Polaristerbarkett. 


Als Beispiel fiir eine Kantenstruktur bei hoheren Polarisierbarkeiten 
betrachten wir wieder einen Steinsalzkristall mit der Gitterkonstanten 
6 — 2,81 A und der Polarisierbarkeit = 2,1 A®. Wie in Teil II, S. 439 
festgestellt worden ist, diirften die in diesem Falle zu erwartenden, 
relativen Deformationen der Oberflache etwa beim Na J-Kristall reali- 
siert sein. 

Bei diesem hohen Wert von « haben die Wiirfelflachen bereits eine 
ausgepragte Unterstruktur (y = 0,11), und zwar vom Typ des kanten- 
parallelen Streifengitters (s. Teil III, Abb. 1a). Der Abstand der ober- 
sten Netzebene betragt 0,97 (s. Teil III, Tabelle S. 7). 

Falls die kantenparallelen Ketten der Oberflache in gleicher Weise 
deformiert sind wie die Kantenkette selbst, wird in letzterer die Tendenz 
zur Deformation besonders stark sein. Um diesen Einflu8 zu tibersehen, 
war es notwendig, verschiedene Kombinationen zu betrachten, die sich 
durch die verschiedene gegenseitize Orientierung von Kanten- und 
Flachenstrukturen unterscheiden. Aus energetischen Griinden geniigte 
es, die 3 Kombinationstypen der Abb. 2 zu berechnen. 
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Typ «: Senkrecht zur Kante verlaufende Streifengitterbildung in 
den angrenzenden Oberflachen ; 


Abb. 2a—c, Kombinationsméglichkeiten der Unter- 
strukturen zweier tiber eine deformierte Kantenreikhe 
hinweg aneinander grenzenden Oberflachennetzebenen. 
a Typa; b Typ 8; c Typo/Bf (Erklarung s, Text). 


Typ 6: Kantenparallele Streifengitterbildung in den angrenzenden 
Oberflachen ; 
Typ «/B: Kombination aus Typ « und Typ pf. 
Der Einfachheit halber haben wir in 


t a tl allen Fallen angenommen, da die Kanten- 
2 135} kette als ganzes nur symmetrisch, d.h. 
.s in der Winkelhalbierenden der beiden an- 
et grenzenden Wiirfelflachen verlagert wer- 
S 
ee den kann. 

Die Rechnung, bei welcher die Ermitt- 

732 


ssilb ese 1 

Ue ESE jes lung der Potentiale und Feldkomponenten 
aa etwas komplizierter war als in den _ bis- 
Abb. 3. Gitterenergie —Ug der Kante her betrachteten Fallen, verlauft nach dem 
als. Punktion des, tapgentiales) Vero pleichensocheinal wien sdenmiruberes 

zerrungsparameters y fiir den Kombi- me pars he : 
nationstyp « (s. Abb. 2a). Fallen. Als Beispiel fiir die Auswertung 
zeigt Abb. 3 die Kurve der Gitterenergie der 
Kante aufgetragen gegen den Verzerrungsparameter y fiir den Kombina- 
tionstyp «. Das Maximum bei y = 0,18 ist deutlich ausgepragt. Die ent- 
sprechende Auswertung fiir die anderen Typen fiihrt zu folgendem Bild: 
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Tabelle 1. Kanien. 


| Tangentiale Deformation |Vetlagerung der Kantenkette 


Typ - : in Rich | 2nergiemini 
2 de K t in 1C. tung Energieminimum 
ieee | auf den Restkristall 
a 18 % 4 % Ux = 134,94 - 107}8 erg 
17,3% 8,3% Ux = — 133,51- 10738 erg 
«/B 17,8% RA Ux = 134,05 107 erg 


Wenn auch die prozentualen Deformationen der Kante beiallen Typen 
ziemlich ahnlich sind, so zeigen die extremalen Energiewerte relativ 
groBe Unterschiede. Die weit- 
aus niedrigste potentielle Ener- 
gie ist dem Typ«-.zuzuordnen. 
Diese Kombination der Unter- 
strukturen von Kante und an- 
grenzender Flache diirfte also 
bei hoherer Polarisierbarkeit 
vorwiegend verwirklicht sein. 


4. Die atomare Wiirfelstufe bei 
hoherer Polarisierbarkett. 


Nachdem bereits in Teil III 


» 


mit der Untersuchung der Se i te 
Rohmbendodekaederebene, Vad hip dE UT Vd A rie 
die sich bekanntlich aus einer Mii # $ HR ZA a 


Vielzahl atomarer Wiirfelstu- 
fen zusammensetzt, das Pro- 
blem der Stufenstruktur an- 
geschnitten wurde, ist es von 
besonderem Interesse, das Ver- 
halten einer einzelnen, aus al- 
ternierenden Ionenketten auf- i 


gebauten atomaren Wiirfel- Abb. 4a u. b. Kombinationsméglichkeiten der Unter- 
1 strukturen zweier durch eine atomare Wiirfelstufe ge- 
stufe zu untersuchen. Auch im trennter (001)-Oberflachen. a Typ SI (mit versetzter 


Hinblick auf die in Teil I  RiGbildung); b Typ SII (mit gleichlaufender RiBbildung). 
wiedergegebene Theorie der 

ZerreiBfestigkeit angeléster Kristalle ist die Kenntnis der Struktur 
einer einzelnen atomaren Wiirfelstufe von Bedeutung. 

Auf Grund der im vorangehenden Abschnitt mitgeteilten Ergebnisse 
berticksichtigen wir nur die dem Typ « entsprechende Art der Streifen- 
gitterbildung in den Oberflachen mit senkrecht zur Stufe verlaufenden 
Oberflichenrissen. Diese Auswahl ]4Bt nur 2 Kombinationsméglich- 
keiten fiir die Deformationen innerhalb der beteiligten Oberflachen offen 
(s. Abb. 4a, b). Fiir beide Typen, SI (versetzte RiBbildung in beiden 
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Oberflichen) und S II (gleichlaufende RiBbildung), wird die Rechnung 
durchgefiihrt. Sie ergibt zwar eine ausgepragte Molekiilstrukturbildung 
in der Stufenkante, fiihrt aber nur zu geringen Unterschieden in den 
extremalen Energiewerten beider Typen (U5; =— 130,50-10°¥ erg; 
Us 11 as 130,38 AOL? erg). 

Der Vergleich zeigt, daB der S I-Typ der wahrscheinlichere ist, wenn 
auch die Unterschiede in den Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten 
der einen oder der anderen Modifikation nur sehr gering sein diirften. 
Es geht aber eindeutig aus dem Ergebnis hervor, da8 die Stufe auf keinen 
Fall den orientierenden Charakter auf die Oberflachenstruktur der 
angrenzenden Flachen zeigt, wie es bei der Kante der Fall ist. 


C. Folgerungen. 
1. Zusammenwirken von Kanten- und Flachenstrukturen. 


Die Untersuchungen zeigen, daB auch, wie zu erwarten war, die Kante 
und noch mehr die isolierte Reihe bei gentigend hoher Polarisierbarkeit 
der Ionen im Gleichgewicht eine ausgepragte Eigenstruktur besitzt. 

Der Vergleich der kritischen Polarisierbarkeiten zeigt, da die der 
Kanten kleiner als die der Oberflachen sind. Die Unterstrukturbildung 
ist also in den Kanten weit starker ausgepragt als in den Oberflachen. 
Die Kanten sind somit fiir die Oberflachenstruktur des Gesamtkristalls 
maBgebend. Ihr EinfluB auf die Strukturen der angrenzenden Flachen 
zeigt sich deutlich in den in Abschnitt B 3 mitgeteilten Ergebnissen. 
Dieser orientierende EinfluB geht aber in der Stufe véllig verloren, 


2. Umwandlungsvorgdnge und Symmetrieverringerung des Habitus. 

Sieht man zunachst vom EinfluB der Kanten ab, so ist aus Abb. 3, 
Teil III zu entnehmen, da die verschiedenen Unterstrukturtypen der 
Wiirfelflache energetisch miteinander in ziemlich scharfer Konkurrenz 
stehen (OrdinatenmaBstab 107% erg). Ferner mu8 man beachten, dab 
jeder der Typena bis d vier Realisierungsméglichkeiten besitzt, da ja 
die Verzezrung sowohl in der x- wie in der y-Richtung positiv und negativ 
sein kann. Bei den Typen a und d sind also je 2 Streifenstrukturen mit 
zwei zueinander senkrechten Orientierungen der Streifen médglich, 
ferner kann bei den Typenc und d die tangentiale Flachenpolarisation 
vier verschiedene Richtungen haben. Man mu damit rechnen, da 
durch Schwankungserscheinungen zwischen den verschiedenen Unter- 
strukturen spontane Umordnungen auftreten. Eine derartige Umorga- 
misation gehért allerdings in das Gebiet der Phasenbildungsvorgange 
und dirfte demnach eine vermutlich betradchtliche Aktivierungs- oder 
Keimbildungsarbeit erfordern. Dementsprechend wiirde die Haufigkeit 
dieser Vorgainge temperaturabhangig sein. 
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Da die Molekiilstruktur der Oberflache, wie wir sahen, an den Kanten 
besonders ausgepragt ist, mu8 man annehmen, daB die Umordnungs- 
vorgange an den Kanten am seltensten stattfinden werden. Der Ein- 
flu8 der Kanten bewirkt eine gleichsinnige Ausrichtung der Unterstruk- 
turen (und zwar hauptsichlich solcher vom Typa mit zur Kante 
senkrechtem Streifenverlauf) in den an eine 
gemeinsame Kante angrenzenden Flichen- 
teilen. 


Wie sich ein derartiger orientierender 
EinfluB der Kanten auf die Struktur des 
Gesamtkristalls (Habitus) auswirken kann, 
ist bereits in Teil I, S. 424 besprochen wor- 
den. Die dort zur Veranschaulichung der 
Zonenstruktur wiedergegebene Abb. 3. er- 
fahrt durch die hier mitgeteilten Ergebnisse 
eine geringfiigige Modifikation (s. Abb. 5). 
Die mangelnde Orientierung der Strukturen 
in den nicht zur Zone gehérenden Flachen 
(001) und (001) kommt dadurch zustande, 
daB, von den vier gleichberechtigten Kanten 
ausgehend, standige miteinander konkur- ee. oe LA 
rierende Umorientierungen vonstatten — Beriicksichtigung der Polarisations 
peueie Mir eeringeter bauhieker Worle Cy oie ten wet den Uhacmia ae 
ein Strukturwechsel auch auf den Flachen — gegenseitigen Orientierung iiber die 

: Kanten hinweg ist die Ausbildung 
der hervorgehobenen Zone, wiederum aus-  giner pevorzugt orientierten Zone 
. gehend von den Kanten, stattfinden und ee ey ea 
durch Ubergreifen iiber diese Kanten zu keine einheitliche Orientierung vor- 
einer Umorientierung des gesamten Habi- —_Panden-_Tetragonales Verhalten 
tus fiihren. 

Auf die zugehérigen experimentellen Tatsachen ist bereits in Teil I 
hingewiesen. Es lat sich jedoch jetzt verallgemeinernd sagen, dab 
unsere Theorie der Oberfléchenstrukturen prinzipiell auf samtliche 
Kristalle anwendbar ist. So werden sicher viele Wachstumseffekte 
(besonders fiir Kristalle anderer Kristallklassen), deren Zustandekommen 
im Augenblick noch ungeklart ist, auf die verschiedenen Oberflachen- 


strukturen zuriickzufiihren sein. 
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3. Bemerkung iiber die Zerreiffestighert. 

Durch die hier mitgeteilten Ergebnisse wird die in Teil I entwickelte 
Theorie der ZerreiBfestigkeit angeléster Kristalle gestiitzt. Der in Ab- 
schnitt B 2 ermittelte strukturell orientierende Einflu8 der atomar 
scharfen Wiirfelkante auf die angrenzenden Oberflachen begiinstigt 
eine Ri®bildung in der Spaltebene. Wie gezeigt (B 3) geht dieser FinfluB 
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in den Stufen vollig verloren. Hier liegt die Wahrscheinlichkeit sogar 
mehr auf Seiten einer Verriegelung der molekularen Oberflachenrisse, 
so da® eine Ri®bildung in der Spaltebene erschwert, die Gleitung in 
der Rhombendodekaederebene jedoch begiinstigt wird. 


D. Bemerkungen iiber die Anwendbarkeit des klassischen 
Polarisationsansatzes. 


Bei der Benutzung des iiblichen Ansatzes fiir die Polarisationsenergie, 
welcher das Dipolmoment proportional der Feldstarke am Ionenschwer- 
punkt setzt, mu8 man sich natiirlich dartiber klar sein, daB dessen Vor- 
aussetzungen, namlich homogenes Feld und kleine Feldstarke, an einer 
Kristalloberflache sicher nicht erfiillt sind. Aus Abschatzungen, die HELL- 
MANN und PscHEJETZKIJ! fiir die Polarisationsenergie edelgasahnlicher 
Ionen im Felde eines Protons gemacht haben, ergibt sich, daB einerseits 
durch die Inhomogenitat des Feldes Zusatzglieder zur Polarisierbarkeit 
auftreten. Diese riihren im wesentlichen von héheren Multipolen her. 
Andererseits wird deren Wirkung durch einen Sattigungseffekt bei hoher 
Feldstarke zum Teil riickgangig gemacht, wie es tibrigens auch aus 
experimentellen Untersuchungen von FajJAns? und anderen hervorgeht. 
Wendet man aber die Theorie von HELLMANN und PSCHEJETZKIJ! auf 
Alkalihalogenidmolekiile an, so ergibt sich, wie auch diese Autoren 
schon feststellen, eine viel zu kleine Polarisationsenergie. Die Disso- 
ziationsenergien® sind in diesem Falle ziemlich genau bekannt, und die 
Dispersions- und AbstoSungsenergie, letztere aus Kristalldaten4, ge- 
nigend sicher abschatzbar. Man kann aber vermutlich nicht die gesamte 
aus diesen Werten berechnete Restenergie als Polarisationsenergie 
deuten. Die Wechselwirkung der Elektronenwolken beider Ionen, die 
in der erwahnten Theorie nicht enthalten ist, einschlieBlich des Aus- 
tausches, spielt eine schwer tibersehbare Rolle. Wenn in Ermangelung 
einer besseren Methode mit dem linearen Ansatz und mit den Polarisier- 
barkeiten im homogenen Felde gerechnet wurde, geschah dies mit dem 
Vorbehalt, daB damit wahrseheinlich die Polarisationsenergien zu klein 
heraus kommen. Das Ergebnis wird dadurch im Prinzip nicht beriihrt 
werden. Nur kénnten die Strukturanderungen in den Oberflachen in 
Wirklichkeit noch starker ausgepragt sein, als sie sich aus diesen Rech- 
nungen ergeben. 
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Herleitung einer Mengenfunktion 
aus einer ,,assoziativen® Funktion 
und die Begriffsbildung physikalischer GréRen. 
Von 
HEINZ NrieurRs, Berlin. 


(Eingegangen am 27. September 1949.) 


An einer anderen Stelle und in anderem Zusammenhang soll dem- 
nachst ohne hoéhere Mathematik nachgewiesen werden, daB die Begriffs- 
bildung und Definition der Warmemenge keineswegs die quantitativen 
Erfahrungen einer Mischungsregel voraussetzt, sondern lediglich die 
formale Erfahrung, da das Mischen zweier Substanzen (mit dem Er- 
gebnis eines Mischprodukts neuer Temperatur) eine Operation darstellt, 
die eine assoziative im mathematischen Sinne ist. Das heiBt: Sind 
A, B,C drei Substanzen mit irgendwelchen Temperaturen, so ergeben 
die beiden zweistufigen Mischoperationen (A-B)-C und A-(B-C), 
die a priori durchaus nicht gleichwertig sind, die gleiche Temperatur fiir 
die beiden Mischungsendprodukte. AuBer dieser assoziativen Regel 
wird nur noch die evidente Stetigkeitserfahrung benutzt, daB genitigend 
kleine Mengen einer Substanz B beim Zufiigen zu A die Temperatur 
von A nicht wahrnehmbar (beliebig wenig) dandern. 

Dieser Satz tiber eine zwingende Begriffsbildung ,,Warmemenge“ 
auBerhalb quantitativer Erfahrungen laBt sich mathematisch allgemein 
fassen. %9, %1,..., %,, Seien die Koeffizienten, die die wesentlichen Eigen- 
schaften der Substanz X quantitativ charakterisieren, ebenso y; (¢ =0...7) 
die der Substanz Y usw. Der Index 0 bezeichne z. B. stets die Tem- 
peratur, der Index 1 die Masse, die weiteren Indizes die spezifischen 
Warmen bei verschiedenen Temperaturen oder andere Stoffkoeffizienten. 
Die allgemeine Mischungsregel hat dann die Form 


de Sls 4) Wiahien ra At 0) 


wenn V das Symbol fiir das Mischungsprodukt von X und Y ist. Ferner 
bestehen weitere Gleichungen fiir 1 =1...u, die mehr oder weniger 
bekannte funktionale Zusammenhange zwischen den Massen und Stoff- 
koeffizienten ausdriicken, wobei definitionsgemaB v,...v, von x) und 
yy unabhangig sind (Masse und Stoffkoeffizienten sind temperatur- 
unabhangig). Es gilt also 

Ofi oft 


= = 0; eitinny= OL 
OX» CN 
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AuBer von dieser Voraussetzung tiber die Funktionen /; mit 7 >0 machen 
wir von folgenden formalen Funktionalgleichungen Gebrauch: Es 
gelten nach Definition die kommutative Regel /,(X; Y) =f; (Y¥; X) =2,, 
nach Erfahrung die assoziative Regel 


kL O04 2 es te Zee, 


Hierin sind die Symbole X, Y, Z und f/ zur Abkiirzung fir jeweils die 
ganze Gruppe ihrer 7 + 1 Koeffizienten, bzw. der » + 1 Funktionen f; 
gesetzt. Bereits unter den genannten Voraussetzungen und gewissen 
Annahmen iiber die Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktionen /; 
kénnen wir die Existenz einer zu fy gehorigen Funktion W(X), genannt 
Warmemenge, behaupten, der Eigenschaft, daB 


W(f(X; Y)) = W(X) + W(Y), 
fiir die also ein Erhaltungssatz gilt. 


Zum Beweis fithren wir folgende Abkurzung ein: 


Ofy(X; Y) 


OX 


= g(X5.Y) 


mithin wegen der kommutativen Regel auch 


ee: : 
ae Lagi Y x). 
Dann. ist 
éw Of tay ee r i J 
Te . ‘Ox = g(f(X; ¥)3Z)-9(X; ¥) 
und 
ow Of (f(x: ¥); Z lee u 
oe a EE) Sg (XS YZ) e(¥; X). 


Also bei nicht verschwindenden Ableitungen 


OulOx%  g(X; Y) 
OwlOv  e(Y;X) 


und entsprechende Gleichungen auch fiir die anderen beiden Variabeln- 
Paste Vee UN. 2, ,0-Vo, SOndal 


g(X; Y) eX s2) pa¥ad) 


Diese funktionale Identitat besagt, daB der Quotient oF x darstell- 
, 3 Oe 

bar ist als Quotient einer nur von X abhangigen Funktion 

ety 2). : 

(ZEGYa\ 


g (2; X) ee 
wobei die Variabeln- 


einer nur yon Y abhangigen Funktion 
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gruppe Z beliebig konstant wahlbar ist. Wir kénnen also schreiben 


7 


ey) 9g (X) 
(Y; X) q(Y) ’ 


o 
in Worten: der Quotient der Funktionen g kann so gekiirzt werden, 


da8 der Zahler nur Variabeln der Gruppe X, der Nenner nur Variabeln 
der Gruppe Y behalt in einer formal gleichen Funktion g. 


Die entsprechende Identitét kann auch fiir die Ableitungen der 
Funktion wy = f,(V; Z) = fy (f(X; Y); Z) gefolgert werden, also 


Nun ist aber 
BV 7) ag) = (XZ) ¥) ek Z) 
und 
g(Z;V) = =" = g(f(X;Z); Y)-g(Z; X). 


929 
Durch Dividieren beider Gleichungen erhalt man 


g(V;Z) 


g(X;Z) 
g(Z; V) 


“8(X;Y) = oxy 


folglich nach dem Vorangegangenen 


Gy re as Yay (0) 
und 
OV) -2(V 2) G(r 


Diese Gleichungen benutzen wir, um g(X;Y) und g(Y; X) in dem 
Differential 


0. hy + o>. diy = g(X3 ¥)- day +8 (Vs X) dy 
CX OVo 
durch die Funktionen g zu ersetzen, wodurch wir erhalten 


q(V)-(G2 day + Z2 dye) =9(X) dx + 4(¥) ayo. 


Die Integration iiber die Variabeln mit dem Index 0 in den Grenzen Be 
bis x» und y, bis yo, denen die Werte v9, vp zugehéren mogen, bei fest 
gehaltenen Werten x, und y; fiir 7 + 0 ergibt eine Gleichung zwischen 
den Integralen Q 


Q (09, V1 << Un) — Q (Yor Ms -+-1 Un) = Q(%os May ++» Xn) —Q (Hos Maye +s Hn) 


ar (yo: Vie 4. Vn) —OQ(¥o, Viner Vn) 3 
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In unserer eingangs angenommenen Ausdeutung stellt diese Gleichung? 
einen Erhaltungssatz dar. Er verbindet eine bestimmte, aus /, ableitbare 
Funktion Q von nur einer Variabelngruppe X (x0, Xo, %1,---, X,) mit der- 
selben Funktion einer weiteren Variabelngruppe Y additiv zu wieder 
derselben Funktion der Funktionswertegruppe V = /. Die neue Funk- 
tion Q ist der Funktion /, bis auf eine lineare Transformation eindeutig 
zageordnet. Beispiele assoziativer Funktionen fy, fiir die eine solche Zu- 
ordnung gilt, lassen sich natiirlich umgekehrt leicht aus der Summen- 
gleichung einer angenommenen Funktion Q herleiten. So gehért z. B. zu 


[ol% y) =@- 4 -y die |,Mengentunktion © (Q(x) ==b" loa e- 


Kehren wir zuriick zu der Deutung der Koeffizienten durch Tem- 
peratur, Masse und Stoffkoeffizienten und ziehen wir die spezielle 
Gleichung hinzu 

|q yea sta Sy eee ee 


die Mischungsregel fiir 2 Substanzen gleicher Temperatur, die ein wesent- 
licher Bestandteil der Temperaturdefinition ist. Dann nimmt der er- 
haltene Summensatz mit der Abkiirzung 


WE (Rg de) = GO (Wyte Oa eee 
worin Jj eine beliebig festlegbare Nulltemperatur ist, die Form an 
W(X) + W(Y) =W(f(X; Y)). 


Diese Gleichung stellt den Erhaltungssatz fiir eine Zustandsfunktion 
,, Warmemenge dar. Sind mit dem Index 1 die Massen gemeint, so 
folgt fiir m gleiche Substanzen 


1? WN, Ages 2h) cs WA ge ue ee 


Die GroBe W ist also proportional der Masse, deren MaBzahl weiterhin 
mit m bezeichnet wird, wahrend x, in der letzten Gleichung eine be- 
liebige Masseneinheit bedeuten kénnte. Der Erhaltungssatz erscheint 
also in der Form 


mM mE) (Xo, 2) ie) Xn) a5 mM, ; S (Vo, Varsery Vn) 
SAM) (Ve Vaneau ils 


1 Durch die Herren K. REIDEMEISTER, Marburg, EF. Scumrpt und K. SCHRODER, 
Berlin, die die hier mitgeteilte mathematische Ableitung vor der Veroffentlichung 
mit Interesse zur Kenntnis genommen haben, wurde ich freundlicherweise darauf 
hingewiesen, da der hier abgeleitete Satz in engem Zusammenhang mit den 
Ergebnissen der weiterentwickelten Lirschen Theorie der Transformationsgruppen 
steht. Nach meinen bisherigen Uberlegungen scheint mir allerdings eine Ableitung 
auf gruppentheoretischem Wege nicht mdéglich, da hier die Konstitution einer 
Gruppe, auf die sich die assoziative Operation {(X; 0) bezieht, an dem Fehlen von 


Voraussetzungen scheitern mu, die die Konstruktion von inversen Elementen 
gestatten. 
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wenn V wieder das Mischungsprodukt von X und Y ist. Andererscits 
ist der rechtsseitige Ausdruck auch gleich 

We See ones ig) re Mg (Des Vass 4 Via) 
Durch Subtraktion ergibt sich die Mischungsregel in der impliziten Form 


by et eee eae) 
a my ° (S (Yo, Vos oes CAs) UP Vo, sey Vays 


MeN SOe, Big 55-5050 


Die Zunahme der Warmemenge der einen Substanz ist gleich der Ab- 
nahme der Warmemenge der anderen Substanz. Die Funktion S ent- 
spricht dem Integral der spezifischen Warme iiber die Temperatur. Die 
annahernde empirische Temperaturunabhangigkeit der spezifischen 
Warme kann natiirlich nur aus quantitativen MeBergebnissen verifiziert 
werden. Das Definitionsverfahren fiir die GréBe Warmemenge ist aber 
auch ohne solche durch die zuletzt erhaltene Gleichung klar vorgezeichnet. 
Die Warmemenge W(X) = m,- S(%o, %2,..., %,) wird gemessen durch 
ein Vereinigungsverfahren (Mischung) mit einem Normalstoff Y von der 
Normaltemperatur yy. Bestimmt wird die Masse m,, die nétig ist, um 
das Mischungsprodukt auf die zwischen x) und y, festgelegte Null- 
temperatur v, zu bringen. Diese Masse dient als MaB fiir die gesuchte 
Warmemenge. Zu dieser Definition bedarf es also keinerlei Kenntnis 
von der spezifischen Warme oder ihrer Temperaturkonstanz. Die von 
R. W. Pout! gesehene Schwierigkeit in der Definition ist damit grund- 
satzlich tiberwunden. Didaktisch bleibt nur die Aufgabe, den SchluB 
von der Assoziativitat der Mischungsoperation auf den Erhaltungssatz 
ohne Mathematik plausibel zu machen. 


Der gefundene Summensatz fiir eine aus einer Erfahrungsfunktion 
ableitbare ,,Mengenfunktion“ stellt einen Existenzsatz fiir letztere dar. 
Er hat eine allgemeine logische Bedeutung fiir die Konzeption von 
physikalischen GréBen mit Mengencharakter, z.B. auch Elektrizitats- 
menge und schwere Masse. Die reale Existenz solcher GréBen, charak- 
terisiert durch einen Erhaltungssatz, ist auf diese Weise auch ohne 
quantitative MeBergebnisse schon aus einem assoziativen Verhalten 
charakteristischer physikalischer Operationen (In-Kontakt-Bringen, 
Koppeln) beziiglich ihrer physikalischen Wirkung (gleiches Potential, 
gleiche Schwerkraft) zwingend zu erschlieBen. 

Der Kontakt zweier isolierter, elektrisch leitender Korper X, Y, die 
durch Potentiale x), y charakterisiert sind, erzeugt ein Kérpersystem V’ 
mit einem neuen gemeinsamen Potential vp = fo(%p,---; Vo, ++.) Die 


1 Pout, R.W.: Mechanik, Akustik und Warmelehre, 3. u. 4. Auflage, S. 244. 
Berlin: Springer 1941. 
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Erfahrung lehrt, da diese Funktion assoziativ ist. Nach unserer mathe- 
matischen Herleitung folgt daraus die Existenz einer Zustandsfunk- 
tion W, genannt Elektrizitatsmenge, fiir die ein E:haltungssatz W(X) + 
W(Y)=W(V) gilt. Allerdings ist es in diesem Falle wegen der Feld- 
wirkungen notig, die Bedingungen fiir die Operation In-Kontakt-Bringen 
sorgfaltig zu definieren, um eine ALhangigkeit der Funktion / von Raum- 
koordinaten auszuschlieBen und eine wirklich assoziative Operation 
zugrunde zu legen. DaB dies geschchen kann, ist eine bekannte Tatsache, 
wie, soll hier nicht naher beschrieben werden. Auf einen anderen Punkt 
sei jedoch noch hingewiesen: Fir diese Herleitung des Begriffs Elektri- 
zitatsmenge wird nicht eigentlich der Begriff des Potentials gebraucht, 
sondern nur der der ,,wiederholt gleichen Potentialwirkung“ eines und 
desselben K6rpers, erkennbar z. B. an einem bestimmten skalenlosen 
Elektroskop. 

Fir die Begriffsbildung der schweren Masse scheint die Anwendung 
unseres mathematischen Satzes auf den ersten Blick eine theoretische 
Komplizierung eines trivialen Tatbestandes zu sein. Tatsachlich ist 
aber jeder korrekte SchluB auf die Moglichkeit der Definitionen ,, Summe 
zweier Massen‘‘ und ,,GroBer-Sein einer Masse‘‘ mit unserem Satz inso- 
fern identisch, als er dieselben Voraussetzungen notig hat. Die mecha- 
nische Koppelung von 2 Korpern X, Y, die nur durch ihre Schwerkraft- 
wirkungen x, y (z.B. an einer Federwaage) charakterisiert sind, erzeugt 
ein Koérpersystem V mit einer Schwerkraftwirkung v = /(x; y); das 
Gleichungssystem ist hier auf diese eine Gleichung reduziert. Die Er- 
fahrung lehrt, da diese Funktion assoziativ ist und gewisse Stetigkeits- 
eigenschaften hat. Nach unserer mathematischen Herleitung folgt daraus 
die Existenz einer Zustandsfunktion W, genannt schwere Masse, fiir die 
mit der willkiirlichen Annahme Q(0) = 0 der Erhaltungssatz W(X) - 
W(Y)=W(V) gilt. Dieser gibt gleichzeitig die Definition der ,,Summe 
zweier Massen‘‘. Wieder sei darauf hingewiesen, da der Begriff der 
Schwerkraft, geschweige denn der Begriff der ,,Summe zweier Krafte‘‘ 
nicht gebraucht wird, sondern nur der der ,,wiederholt gleichen Schwer 
kraftwirkung“ eines und desselben K6rpers, erkennbar an einer bestimm- 
ten, skalenlosen Federwaage zum Beispiel. Die Definition der Summe 
von Kraften erfolgt vielmehr parallel dazu aus der assoziativen Regel fiir 
die Koppelung von Kraften!. Theoretisch ist die assoziative Regel fiir 


1 E. Moritz [Optik 3, 96 (1948)], gibt eine neue Herleitung des Satzes vom 
Krafteparallelogramm, die (auBer gewissen Annahmen iiber die eindeutige, stetige 
und differenzierbare Abhangigkeit der Resultierenden von den Komponenten) 
als wesentliche Voraussetzung nur die assoziative Regel fiir die Zusammensetzung 
(Kopplung) von Kraften benutzt. Gerade diese Regel ist der eigentliche empirische 
Tatbestand, der dem Satz vom Krafteparallelogramm zugrunde liegt. Die theore- 
tische Zusammenfassung erfolet gew6hnlich unter der metaphysisch ansprechenden 
Deutung ,,Unabhangigkeit der Krafte‘. 
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die Koppelung von Kérpern hinsichtlich der gemeinsam erzeugten 
Schwerkraftwirkung natiirlich ein Spezialfall der assoziativen Regel fiir 
die Koppelung von Kraften schlechthin. In der Reihenfolge der Erkennt- 
nisse jedoch ist die Erfahrung iiber die Koppelung von Korpern zweifellos 
das Primare. Der empirische Tatbestand, daB ein Kérper erst durch 
,,Koppelung‘’ eine Schwerkraftwirkung erzeugt, ist nicht zu umgehen 
und es ware absurd, die Masse einer nicht durch Koppelung definierten 
,,summe zweier Kérper“ aus der Summenregel fiir Krafte herzuleiten. 

Die erwahnten assoziativen Regeln sind natiirlich umgekehrt herleit- 
bar aus den entsprechenden, danach aufgestellten Erhaltungssatzen, 
ahnlich wie die NEwtTonschen Axiome aus dem Energiesatz und Impuls- 
satz herleitbar sind. Die erkenntnispsychologische Leichtigkeit, mit der 
der induktive SchluB von einer assoziativen Regel auf die Existenz 
einer GréBe mit Erhaltungssatz vollzogen wird, steht in starkem Kontrast 
zu der erkenntnislogischen Kompliziertheit der eingangs angegebenen 
Herleitung. Vielleicht 1aBt diese sich einfacher gestalten. Es ist aber 
sicher, daB der miihelose induktive SchluB auf einer Assoziation mit 
den Erfahrungen bei der Operation ,,Zahlung der Elemente einer 
Menge“ beruht. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, S. 194—-200 (1950). 


Beitrag zur lichtelektrischen Leitung in Bleisulfid. 
Von 
Lupwic GENZEL und Hetmut MUseEr, Frankfurt a. M. 
Mit 4 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 8. August 1949.) 


Die Beobachtungen tiber die spektrale Verteilung des inneren Photoeffektes am 

Bleisulfid werden nach kiirzeren Wellen erganzt. Es werden Beobachtungen uber 

trage Sekundareffekte bei ultravioletter und ihre Riickbildung bei sichtbarer 

Bestrahlung mitgeteilt. Daraus wird geschlossen, da8 der Photoeffekt des PbS 

im Ultraroten nicht auf Grundgitterabsorption beruht, und da8 der Bandabstand 

etwa 3,9 eV betragt. Beobachtungen zur Bestatigung dieses Schlusses werden 
mitgeteilt. 


1. Einlettung. 

Photowiderstande aus Bleisulfid haben eine gewisse technische Be- 
deutung erlangt, weil sie bis zu Wellenlangen von 3 1 empfindlich sind. 
Da sich das Interesse auf die Ultrarotempfindlichkeit konzentrierte, 
wurde die spektrale Verteilung bisher hauptsachlich im ultraroten und 
sichtbaren Bereich untersucht. 

Zur Aufklarung der physikalischen Grundlagen ist es wesentlich, die 
Fortsetzung der spektralen Verteilung nach kiirzeren Wellen zu unter- 
suchen. Davon wird die Beantwortung folgender Frage erwartet: beruht 
die Ultrarotempfindlichkeit auf einem besonders geringen Abstand 
zwischen Grund- und Leitungsband im PbS, oder liegt der Bandabstand 
in der GréBenordnung einiger eV wie bei den meisten Halbleitern? Im 
letzten Fall muB die Ultrarotempfindlichkeit auf besondere St6rniveaus 
zurtckgefiihrt werden. 

Das Einsetzen der Grundgitterabsorption macht sich in besonders 
charakteristischer Weise bei den lichtelektrischen Sekundarstrémen 
bemerkbar. Daher wurde von vornherein neben einer Untersuchung 
der Effekte bei Wechsellicht vor allem eine Messung der tragen Sekundar- 
strome vorgesehen. Es zeigen sich dabei Ergebnisse, die mit der iiblichen 
Wechsellicht- und Verstarkeranordnung nicht erreicht werden. 


2. Einflup des Herstellungsverfahrens auf die elektrischen 
und lichtelektrischen Eigenschaften. 
Die fir die Messung benutzten Schichten wurden durch Aufdampfen 
von PbS? im Hochvakuum und durch anschlieBende Oxydation an Luft 
1 Das Bleisulfid wurde aus einer Bleiazetatlésung gefallt, abfiltriert, feucht 


aufbewahrt, vor dem Aufdampfen mit H,S-Wasser gewaschen und noch feucht 
auf das Tantalschiffehen der Aufdampfapparatur gebracht. 
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hergestellt. Bei der Temperung wurde, nach dem Vorbild von Sos- 
NOWSKI, STARKIEWICZ und Simpson}, die Leitfahigkeit wahrend des 
Tempervorganges verfolgt. Abweichend von den englischen Autoren 
wurde bei Atmospharendruck und Temperaturen zwischen 300 und 500°C 
gearbeitet. Die Leitfahigkeit zeigt dabei einen charakteristischen Ver- 
laut, der qualitativ fiir alle gemessenen Proben gilt. Ein typisches Bei- 
spiel zeigt Abb.1. Es zeigt sich, daB die Leitfahigkeit nicht monoton zu 
einem Grenzwert ansteigt, wie es infolge der Erwarmung beim Tempern 
zu erwarten ware. Vielmehr weist sie zwei charakteristische Minima auf, 


= sea i 
Photostrom } | 


Leitfahigkeit bzw. Photostrom —= 


ioe cms eS CR ee ee O70 


Abb. 1. Photoeffekt und Leitfahigkeit in Abhangigkeit von der Temperzeit (willktirliche Einheiten 
auf der Ordinate). 


um dann bei fortgesetzter Temperung asymptotisch einem Wert niedriger 
Leitfahigkeit zuzustreben, wenn die Schicht véllig durchoxydiert ist. 

In der gleichen Abbildung ist eine Photostromkurve eingetragen, 
die in folgender Weise gewonnen wurde: Sieben in einem Arbeitsgang 
hergestellte Proben wurden verschieden lange Zeiten getempert. Nach 
dem: Abkiihlen wurde der Photostrom bei gleicher Bestrahlung mit un- 
zerlegtem Gliihlicht gemessen. Die gemessenen Werte sind in Abb. 1 
gegen die Temperzeit aufgetragen. Es ergibt sich, daB man die beste 
lichtelektrische Wirkung fiir sichtbares Licht erhalt, wenn man die Tem- 
perung kurz nach dem zweiten Minimum abbricht. Unterbricht man die 
Temperung im zweiten Minimum, so ist die Photoempfindlichkeit im 
Sichtbaren geringer, dagegen sind die spater beschriebenen Sekundar- 
stréme bei Ultraviolettbelichtung grOBer. 


3. Spektrale Verteilung der Empfindlichkeit. 

Als Lichtquelle diente bei den Messungen eine Osram-Quecksilber- 
hoéchstdrucklampe, Typ HBO 501, mit der man den Wellenlangenbereich 
von etwa 0,25 bis 1,00. iiberstreichen kann. Das Licht wurde in einem 

pu SosnowskKI, L., J. STARKIEWICZ u. O. Simpson: Nature, Lond. 159, 818 (1947). 
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Quarzmonochromator zerlegt und gelangte dann entweder 1. durch eine 
Sektorenscheibe, die 50 Wechsel in der Sekunde erzeugte, oder 2. direkt 
auf die Zelle (Gleichlichtmessung) oder 3. wahlweise auf ein Thermo- 
element. Fiir die Wechsellichtmethodik wurde ein Verstarker und ein 
Oszillograph verwendet, fiir die Gleichlichtmethodik ein einfacher Strom- 
kreis, bestehend aus Anodenbatterie, Photowiderstand und Galvano- 
meter. Die Spannung wurde so gewdhlt, daB die Feldstarke an den 
Proben 300 V/cm betrug. Alle Messungen wurden bei Zimmertemperatur 
durchgefihrt. 

Die in der Literatur bekannten Messungen der spektralen Verteilung 
beschranken sich auf Messungen im Wechsellicht und ergeben im wesent- 
lichen von 2,4. ab nach kiirzeren Wellen Empfindlichkeitskurven, die der 
Quantengeraden entsprechen’?. Wir fanden diese bis hinab zu 302 my 
bestatigt mit der Abweichung, dal} die lichtelektrische Wirksamkeit der 
Linien 366 my, 405 my und 435 my groBer war als die der tibrigen 
Wellenlangen. Die Gro6Be der Abweichungen war bei verschiedenen 
Proben unterschiedlich, ohne da ein systematischer Gang mit den 
Herstellungsbedingungen aufgefunden werden konnte. Die gréBte Ab- 
weichung, die gefunden wurde, lag 80% iiber dem nach der Quanten- 
geraden zu erwartenden Wert. Eine Andeutung einer ahnlichen Ab- 
weichung im langwelligen Ultraviolett findet auch Pick?. 

Grundlegend anders verhalten sich dagegen die tragen Erscheinungen, 
die bei Gleichlichtmessungen beobachtet wurden und in Abb. 2 in einem 
charakteristischen Beispiel dargestellt sind. Die Abbildung zeigt die 
Empfindlichkeit als Funktion der Lichtwellenlange’. Der Parameter 
der Empfindlichkeitskurven ftir Gleichlicht ist die Belichtungsdauer. 
Eine rationelle Definition der Empfindlichkeit ist E = dd/db; dabei 
ist 6 die von KRENZIEN* als ,,Nutzwert“ bezeichnete GréBe AR/R, 
b die Bestrahlungsstarke. Fir kleine Bestrahlungsstarken ist 6 der 
Bestrahlungsstarke proportional, und es gilt E’ = 6/b. Diese GréBe ist 
in Abb. 2 in relativen Einheiten aufgetragen. Die Werte sind insoweit 
unsicher, als der Grenzfall kleiner Bestrahlungsstarken bei den einzelnen 
Linien der Hg-Lampe in verschieden guter Weise verwirklicht ist. 


Abweichend vom Verhalten der Wechsellichtempfindlichkeit zeigt 
die Gleichlichtempfindlichkeit drei charakteristisch verschiedene spek- 
trale Bereiche: 


1 MEYEREN, W. A. v.: Lichtelektrischer Effekt in Halbleitern. Naturforschung 
und Medizin in Deutschland 1939—1946, Bd. 9, S. 91. 

DP dencebie, 1eljs Vator Jone. B DEE (HOLS). 

* Der Deutlichkeit halber ist die Frequenz von rechts nach links linear auf- 
getragen. 

# KRENZIEN, O.: Z. Physik 126, 666 (1949). 
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1. Wellenlangen iiber 650 my, im folgenden kurz ,,Ultrarot genannt; 

2. Wellenlangen von 650 bis 420 my, im folgenden ,,Sichtbar‘ ge- 
nannt; 

3. Wellenlangen unter 420 mu, im folgenden ,,Ultraviolett genannt. 

Uber die Schirfe des Uberganges zwischen diesen 3 Bereichen ist 
aus den vorliegenden Messungen keine genaue Angabe zu machen, da 
im Linienspektrum gemessen wurde. Im iibrigen ergab sich: 

Zu1. Ultrarot ruft einen praktisch tragheitslosen Photoausschlag 
hervor, der konstant bleibt: keine tragen Sekundarwirkungen. 
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Spektrale Empfindlichkeit des PbS bei Gleich- und Wechsellicht. Temperung 2,5 min bei 430°C. 
(Da auf der Abszisse Frequenzen aufgetragen sind, tritt an Stelle der ,, Quantengeraden‘ 
die ,, Quantenhyperbel'‘‘.) 


Abb. 2. 


Zu 2. Sichtbares Licht bewirkt einen praktisch tragheitsfreien Aus- 
schlag, der mit der Zeit zuriickgeht, zum Teil unter den Wert des Dunkel- 
stromes. 

Zu 3. Ultraviolett ergibt einen praktisch tragheitsfreien Ausschlag, 
dem eine langandauernde, trage VergroBerung des Photostromes folgt. 
Nach dem Abschalten der Belichtung bleibt der Widerstand auf seinem 
Wert und kehrt erst nach vielen Stunden auf den Ausgangswert zuriick. 

Die Riickbildung des iiber Stunden tragen UV-Effektes wird durch 
die Einstrahlung von sichtbarem Licht erheblich beschleunigt und erfolgt 
dann in einigen Minuten. Wellenlangen groBer als 650 my haben diese 
Wirkung nicht mehr. Der Wechsellichteffekt wird durch die tragen 
Anderungen nicht beeinfluBt, solange die Zelle voll ausgeleuchtet ist. 

Bestrahlt man lokal nur einen kleinen Abschnitt der Schicht, so geht 
44* 
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der Wechsellichteffekt fiir alle Spektralgebiete in dem Mafe zuriick, in 
dem der Strom trage zunimmt. jedoch ist diese ,,Ermiidung“ 6rtlich 
begrenzt. Benachbarte, vorher unbestrahlte Stellen werden von der 
Ermiidung nicht betroffen. Die lokale Ermiidung wird durch Bestrahlen 
der Zelle mit sichtbarem Licht genau so zurtickgebildet wie die trage 
Stromabnahme; das gilt fiir den Wechsellichteffekt aller Wellenlangen. 
Auch in diesem Falle ist eine Ultrarotbestrahlung wirkungslos. 

Ein Beispiel fiir die trage Stromzunahme bei Belichtung mit Ultra- 
violett zeigt Abb. 3. Es wurde die Wellenlange 248 my eingestrahlt, 
die in dem Licht der Héchstdrucklampe nur mit geringer Intensitat 
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Abb. 3. Trage Zunahme des Photostromes mit der Zeit bei Bestrahlung mit A = 248 my, 
Intensitat 1,5-10-'W. Galvanometerausschlag 0 entspricht dem Dunkelstrom. 


vertreten ist. Die auf die Zelle fallende Strahlungsleistung betrug 
1,5-10°7 W. Der Galvanometerausschlag wurde tiber 45 min beobachtet. 
Die MeBpunkte fiigen sich einer e-Funktion ein. Rechnerisch extra- 
poliert ergibt sich ein Endausschlag von 745 mm mit einer Halbwertszeit 
von etwa 22 min. Obwohl die MeBanordnung nicht auf Empfindlichkeit 
geziichtet war, ist damit eine Nachweisempfindlichkeit von etwa 2:10-9 W 
bei Zimmertemperatur gemessen worden, unter der Annahme, da’ 10 mm 
Galvanometerausschlag die untere MeBgrenze darstellt. Diese hohe 
Empfindlichkeit wird durch die lange zeitliche Akkumulation der licht- 
elektrischen Wirkung hervorgerufen. 


Aus den MeBergebnissen schlieBen wir, das die Grundgitterabsorp- 
tion des Bleisulfids bei etwa 320 my einsetzt. Das entspricht einem 
Bandabstand von 3,88 eV und liegt damit in der bei anderen Substanzen 
blichen GrdBenordnung. Deutet man die spektrale Verteilung der 
lichtelektrischen Empfindlichkeit als die spektrale Verteilung der Ab- 
sorption, so ergibt sich ein der Hauptabsorption (kurzwelliges UV) vor- 
gelagertes Absorptionsgebiet, dessen Maximum bei den einzelnen Proben 
etwas verschieden gefunden wird (etwa bei 360 mu) und sich qualitativ 
bei zunehmender Temperzeit nach langeren Wellen verschiebt. Indessen 
soll auf den genauen Verlauf der spektralen Verteilung hier kein beson- 
derer Wert gelegt werden, da solche Verteilungen bei lichtelektrischen 
Sekundarstrémen je nach Beobachtungsdauer und Bestrahlungsintensitat 
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verschieden gefunden werden kénnen. Diese Eimschrankung mindert 
nicht die Giiltigkeit der gezogenen Schliisse, vielmehr beweist gerade 
das Auftreten der starken Sekundireffekte unterhalb 400 my, daB man 
sich dort dem Gebiet der Eigenabsorption des PbS nahert. Ein derartiges 
Verhalten ist schon von GuDDEN und Pout! als charakteristisch fiir die 
Stoffe erkannt worden, die den inneren Photoeffekt zeigen. Das Auf- 
treten des vorgelagerten ,,Absorptionsberges‘‘ wird durch Stérstellen 
verursacht. Die Riickbildung der trégen Sekundarstréme durch Be- 
strahlung mit sichtbarem Licht ist danach im Sinne einer Ausleuchtung 
zu verstehen. 
4. Ergdnzende Versuche. 

Nachdem sich ergeben hatte, daf die tragen Effekte im Ultravioletten 
und im Sichtbaren ein ganz verschiedenes Verhalten zeigen, wurde 
versucht, diese Unterschiede auf anderem Wege zu bestatigen, und zwar 
aus der optischen Absorption und aus dem Verhalten der Thermokraft 
bei Bestrahlung. 

Die Absorptionsmessung an rauhen Kérpern bietet wegen der auf- 
tretenden Streuung die bekannten Schwierigkeiten. Ein Anhalt wurde 
in folgender Weise gewonnen: Die PbS-Schicht wurde von einem Kohle- 
bogen bestrahlt; ein Teil des gestreuten Lichtes fiel tiber einen Spiegel 
auf den Spalt eines UV-Spektrographen. Die geometrischen Verhalt- 
nisse waren dabei so gewahlt, daB die in den Spektrographen gelangende 
Strahlung nicht aus dem Bereich der geometrischen Reflexion oder einer 
bevorzugten Streurichtung stammt?; der Einfallswinkel war etwa 40°, 
wahrend die in eine Richtung von etwa 10° gegen das Einfallslot gestreute 
Strahlung in den Spektrographen gelangte. Die so erhaltenen Aufnah- 
men (Abb. 4)? zeigen, daB Strahlung unterhalb etwa 320 my, vollig 
absorbiert wird. Wie auch ein Vergleich mit den beigegebenen Vergleichs- 
spektren zeigt, kann daraus auf das Einsetzen der Grundgitterabsorption 
geschlossen werden. 

Zur Beobachtung der Thermospannung wurde eine um etwa 20° 
gegen die Zimmertemperatur erwarmte Feder leicht auf die Schicht 
aufgedriickt. Die Feder und eine Elektrode der Schicht waren mit 
einem empfindlichen Galvanometer verbunden. Die Schicht wurde 
einer kriaftigen Bestrahlung ausgesetzt, bei der die Spektralbereiche 
durch Filter ausgesondert wurden. Der von dem Galvanometer ange- 
zeigte Thermostrom stieg bei der Bestrahlung mit Ultraviolett an, 


u Guppen, B., u. R. W. Pout: Z. Physik 18, 199 (1923). Vgl. auch B. GuDDEN, 
Lichtelektrische Erscheinungen, S. 160ff. Berlin 1928. ) ‘ 
2 Uber Streuung an matten Oberflachen vgl. H.-U. HartEen: Z. Physik 126, 
27 (1949). A 
3 Die Aufnahme wurde freundlicherweise von Herrn MULLER-HERGET im 
hiesigen Institut hergestellt. 
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wahrend er bei sichtbarer oder ultraroter Bestrahlung zurtickging, bet 
starker Bestrahlung sogar iiber den Nullpunkt hinaus zum entgegen- 
gesetzten Vorzeichen. Da die Schichten ohne Bestrahlung Defektleitung 
zeigten, bedeutet das, da im Falle der langwelligen Bestrahlung Elek- 
tronen freigemacht werden, die den Leitungscharakter zur Uberschub- 
leitung umschlagen lassen. Damit wird die Deutung nahegelegt, dal 
im UV-Bereich die Absorption im Grundgitter erfolgt, wahrend durch 
langwellige Bestrahlung Elektronen aus Stérstellen freigemacht werden, 
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K,C03 20sec exponiert 
K2CrO, 30sec exponiert 
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Abb. 4. Spektralaufnahme des reflektierten Streulichtes eines Kohlebogens am PbS. K,CO, und K,CrO, 
zum Vergleich. Oben Hg-Linien als Wellenlangenskala. 


die kein wanderungsfahiges ,,Loch'‘ (Defektelektron) hinterlassen !. 
Energetisch miissen diese Storstellen sehr genau definiert sein, da un- 
abhangig von den sehr verschiedenen Herstellungsmethoden bei allen 
PbS-Proben die gleiche langwellige Grenze gefunden wird. Das ist nicht 
uberraschend, wenn man mit WILMAN 2? den Photoeffekt einer besonderen 
durch die Temperung im PbS gebildeten Sauerstoffverbindung zuschreibt. 

Zum Schlusse danken wir Herrn Prof. M. CzERNy fiir die Bereit- 
stellung von Institutsmitteln. 

Frankfurt a. M., Physikalisches Institut der Universitat. 

1 Die Versuche hatten im Rahmen der vorliegenden Arbeit nur einen orientie- 
renden Charakter, doch soll die interessante Erscheinung noch naher untersucht 
werden. 


2 WILMAN, H.: Proc. roy. Soc., Lond=60, 117 (1948). 
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Entropiesatz im inhomogenen verdiinnten Gas. 
Von 
Max Kou ier, Horb am Neckar. 


(Eingegangen am 17. Oktober 1949.) 


Der Entropiesatz wird in einem inhomogenen verdiinnten Gas allgemein differentiell 
formuliert. Die Entropiedichte und die Entropiestromdichte des Gases werden 
fiir MAXweELt-Molekiile und starre Kugelmolekiile bis zur zweiten Naherung (bis 
zu quadratischen Gliedern im Reibungskoeffizienten) numerisch bestimmt. Die 
Entropievermehrung je Zeiteinheit und Volumeinheit infolge Ablaufs irrever- 
sibler Prozesse ist in héherer Naherung nicht mehr durch die Komponenten der 
Reibungsspannungen und die Komponenten des Warmestromes allein bestimmt. 
Die Anwendung gewisser thermodynamischer Formeln ist daher in héherer Nahe- 
rung nicht mehr zuldssig. Der Entropiesatz wird dazu benutzt, um in verhdltnis- 
maBig einfacher Weise explizite Formeln fiir die Reibungsspannungen und den 
Warmestrom zu finden. Die Rechnungen an Maxwett-Molekiilen und starren 
Kugelmolekiilen bestatigen die Giiltigkeit einer friiher angegebenen Symmetrie- 
beziehung und die von LENNARD-JONES, BURNETT und CHAPMAN-COWLING fiir die 
Reibungsspannungen gefundenen Ausdriicke. 


Evnleitung. 


In einem inhomogen strd6menden Gas mit ungleicher Temperatur- 
verteilung wird in jedem Volumelement infolge der ablaufenden irrever- 
siblen Vorgange (Reibung und Warmeleitung) die Entropie vergrofert. 
In der iiblichen Naherung der kinetischen Theorie dieser irreversiblen 
Prozesse wird gezeigt, daB die Entropiezunahme je sec und cm? in ein- 
facher Weise aus den Reibungsspannungen und der Warmestromdichte 
berechnet werden kann gemaB 


: — (p: 2) 
(S)etpane = iin ae (1) 


bzw. a) 
(S) Warmeleitung — eae) , (2) 
wo T die absolute Temperatur in dem betrachteten Volumelement des 
Strémungsfeldes, p" der Tensor der Reibungsspannungen erster Nahe- 
rung (Naherung im Sinne der kinetischen Gastheorie), é der Tensor der 
Deformationsgeschwindigkeit mit verschwindender Spur, q") der Vektor 
der Wirmestromdichte erster Naherung und das Symbol (p™: é) das 
vollstandige Produkt der beiden Tensoren zweiten Ranges p© und eé 
ist. Im verdiinnten Gas werden infolge der grof8en mittleren freien 
Weglinge auch die Glieder hoherer Naherung im Reibungsdruck und dem 
Warmestrom von Bedeutung. Es seien p) und q®) die Korrektions- 
gréBen nachster Naherung an diesen GroBen. Es erhebt sich nun die 
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Frage, ob die Entropiezunahme hdherer Naherung infolge Ablaufs der 
irreversiblen Prozesse auch noch durch eine Beziehung der Form (1) 
bzw. (2) gegeben ist, wenn man an Stelle der Reibungsspannungen und 
Warmestromdichten erster Naherung die entsprechenden GréBen hoherer 
Naherung setzt. Diese Frage wird im folgenden untersucht unter der 
vereinfachenden Voraussetzung, da nur lineare Glieder in den Diffe- 
rentialquotienten der Komponenten der Strémungsgeschwindigkeit des 
Gases und der Temperatur in den Ausdriicken fiir die Reibungsspannun- 
gen und den Warmestrom auftreten. Im Ausdruck fiir die Entropie- 
vermehrung werden demgema& nur Glieder zweiten Grades in jenen 
Differentialquotienten beriicksichtigt. Die Formulierung des Entropie- 
satzes in héherer Naherung liefert eine einfache Methode zur Bestim- 
mung der Glieder héherer Naherung in den Reibungsspannungen und 
dem Warmestrom. 


§ 1. Der Entropiesatz 1m inhomogenen Gas (einatomigen ). 
Nach Ensxkoc! lautet die allgemeine differentielle Formulierung des 
Entropiesatzes 


aS Fe divsS == (S)srepe » (3) 
WO 

S=—kJf-logf-dt,; (Ga) S=—kfV-f-logf-dt,; (3b) 

(S)stese =—h flog tif -A—f-hlg-b-db-de-dt,-dt,,. (3c) 


Darin sind: k die BottzMANN-Konstante, f die Verteilungsfunktion der 
Molekiile, V der Vektor der thermischen Geschwindigkeit eines Molekiils, 
der Operator D/Dt die substantielle Ableitung nach der Zeit (im hydro- 
dynamischen Sinne), dt, das Volumelement im Geschwindigkeitsraum 
der Molekiile, dt, dasselbe in den Geschwindigkeitsvariablen V,, g der 
Absolutwert der Relativgeschwindigkeit der beiden stoBenden Molekiile, 
6 der Zielabstand dieser Molekiile in einer Ebene senkrecht zur Relativ- 
geschwindigkeit, ¢ ein Winkel. Nun sei 


f=/O (1+ OO 4.0%), (4) 


wo f die ungestérte lokale MAxwett-Verteilung, @ die Stérung der 
Verteilungsfunktion in erster Naherung (eine lineare Funktion in den 
raumlichen Differentialquotienten der Komponenten u,v, w der Stré- 
mungsgeschwindigkeit des Gases und der Temperatur 7), und @@) der 
Stérung zweiter Naherung entsprechen. Letztere wird im folgenden 
als eine lineare Funktion in den zweiten raumlichen Differentialquo- 
tienten der Geschwindigkeitskomponenten u, v, w und der absoluten 
Temperatur T und im ersten zeitlichen Differentialquotienten dieser 


1 Enskoc, D.: Diss. Uppsale 1917. 
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GréBen betrachtet. Es bestehen folgende Beziehungen: 


f{O-OO-dz, = f f-G®)-dr, =0, (5a) 
f { -OM -y- dt, = if {© -O2)-V- at, =0, (5b) 
ffO-O®-V2-dr, = LODE ada =O. (5c) 


Diese Beziehungen driicken einfach die Tatsache aus, daB die in / ent- 
haltene Teilchenzahl je cm*, Strémungsgeschwindigkeit »v (u, v, w) und 
Temperatur T durch die héheren Naherungen der Verteilungsfunktion 
nicht gedndert werden. Berechnet man nun unter Verwendung von (4) 
die durch (3a u. b) definierten Ausdriicke fiir die Entropiedichte S$ 
und die Entropiestromdichte S, so erhalt man 


s—s,=—-4. fym-a0r ar, a 


und 
eye \2 
s=2—=. [four -v-de,. (6b) 


Darin ist q die Warmestromdichte und S, die Gleichgewichtsentropie- 
dichte des Gases. Bei der Ableitung von (6a u. b) sind die Beziehungen 
(5a bis c) benutzt. Es sind nur die im Reibungskoeffizienten quadrati- 
schen Glieder beriicksichtigt (@™ ist proportional zum Reibungskoeffi- 
zienten, wahrend ®”) yom zweiten Grade in dieser GréBe ist). Die 
Gl. (6a u. b) enthalten nur ®”). Die Funktion zweiter Naherung @®) 
ist dank der Beziehungen (5a bis c) herausgefallen. 

Es werde nun der spezielle Fall der eindimensionalen Gasstro6mung 
angenommen, wo nur die x-Komponente u der Stro6mungsgeschwindig- 
keit von Null verschieden ist und auBerdem alle Feldgr6é8en nur von x 
abhangig sind. Im Sinne eines von BURNETT! stammenden Verfahrens, 
werde nun die Verteilungsfunktion @”), welche in die Formeln (6a u. b) 
eingeht, in folgende Reihe entwickelt: 


oO) = tA a! Bap (h -m -V2)6P -B (=) 3 (Spa 1/2) (h -m- V2) : (7) 
nN, B= 

wo h = 1/(2kT), m die Molekiilmasse, P, die zonale Kugelfunktion der 
Ordnung f, L®*") (s) das verallgemeinerte LAGUERREsche Polynom vom 
Argument s. Bei diesem Ansatz handelt es sich um eine Entwicklung 
nach einem vollstandigen System von Orthogonalfunktionen. Die B,,, 
sind die Entwicklungskoeffizienten, die eine Funktion von x und der 
Zeit t sein konnen. Die LAGUERREschen Polynome sind definiert durch? 


a 


oe eas Se 0 oe ea 


i — tb) ws 


p=0 
1 BuRNETT, D.: Proc. Lond. math. Soc. 40, 382 (1935). 
2 Siehe z. B. Macnus, W., u. F. OBERHETTINGER: Spezielle Funktionen der 
Mathematischen Physik. Berlin 1943. 
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Die ersten Polynome mégen explizit hingeschrieben werden: 


gs = 1, allgemein: Lee ait (m ganzzahlig), 

To?) == —s allgemein: L'”"!) (s) = CO eae 

eS) res e7e el —) @ i | (9) 
1/2 15 Bee Wea, te (3/2) Se ae ees 

LORY S\ oe ge Sa 


Die Orthogonalitat des in (7) benutzten Funktionssystems folgt aus der 
Orthogonalitat der Kugelfunktionen und der Lacurrreschen Polynome: 


fe vise NY) (sy fC (3) <a See fir 2 = n’ | 
0 on (n+ a+ 1) ee en | (10a) 
EG == 4) i a 
+1 
f Py(z)-Py(2)-dz =0 fiir B+ Bp’ | 
Spe (10b) 
A ge fiir oa 


Die Orthogonalitatsbeziehung (10a) der LAGUERREschen Polynome mit 
gleichem oberen Index beweist man einfach an Hand der bekannten 
Darstellung der LAGUERREschen Polynome durch eine erzeugende Funk- 
tion. Diese lautet 
eo as ea LO) (erst (10c) 
(1 —sPt! sehen ey 


Aus dieser Darstellung findet man auch folgende Integralbeziehung 
zwischen LAGUERREschen Polynomen mit verschiedenen oberen Indizes 


pgnes up OD) oP fey eigen eed! 
ai Ss Ly (s) Le (s) ds = ( 1) Pin+ 1) (10d) 


fiir n’= 2 und 2’=n-+ 1. Sonst ist dieses Integral stets gleich Null. 
Die Bedingungen (5a bis c) haben im Ansatz (7) zur Folge, daB 


Boo = Bor = Bip = 0. (14) 


Die Entwicklungskoeffizienten B,, in (7) wurden von Burnett (1. c.) 
fiir zwei spezielle Molekiilmodelle bestimmt: Fiir MAxwe.t-Molekiile, 
wo sich die Molekiile beim Zusammenstof umgekehrt proportional zur 
5. Potenz ihrer Entfernung abstofen, und fiir starre Kugelmolekiile. 
Im Falle von Maxwett-Molekiilen ist 


8 h ou 
bear ya ee l 
f 12a) 
‘h ( 
By =3> oe SEUGD ‘ alle tibrigen B,, = 0. | 


r - ae 
vy h-m On 
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Darin ist » die Anzahl von Molekiilen je cm? und 1) der Reibungskoeffi- 
zient. Im Falle von starren Kugelmolekiilen folgt 


SE Cu 
Ses Sem) eae 615 =0,002B ya | 
3 CA (12b) 
Bigg 0,005 espns: Dee O0005 25 a. | 
a } Ch $ 
Big ==1,000= 36 = apes Bo, = 0,049 - By; 
Dam 64 
Bei 0,004 «Ba Bay = 0300025 = 8, ,- 


Mit Hilfe dieser Ausdriicke lassen sich nun die Formeln (6a u. b) 
fiir die Entropiedichte S bzw. die Entropiestromdichte S auswerten, 
wobei die Beziehungen (10a, b u. d) eine wesentliche Rolle spielen. 
Man erhalt 


= Z k-p a 2 BY a 
S—S, = LE pA NE Go ab By )\c : 
0 a rs (71+ 1)-L’'(n + B + 3/2) re (13 a) 
und 
4¢hkey aes : 
a= Sa SL (wn +41) Pn +7/2)- ers 12 [But — (42) We pene ihn (13b) 
15 \-h ae - ' 
ne Sy = 8, =o 
Daraus folgt fiir MAXWELL-Molekile 
4 = 1/7 (8 Ove 457) : i} 2 72 (14a) 
S—S, Pare e) 6-9 T P grad 7 /?, 
x q sai8 3°77 o. a 
Ss oT (e-grad T). (14b) 


Darin ist p der Gasdruck, @ die Gasdichte und (é. grad 7) das innere 
Produkt des Tensors der Deformationsgeschwindigkeit mit grad 7. 
Analog erhalt man fiir starre eee 


ede OS Oly) anes 


5 —S,=—1,014- oy a (é:é) — ae ye: gradT|*, (45a) 
st a= 805. ae (é- grad 7). (15b) 


Die Koeffizienten in diesen Beziehungen sind fiir die beiden extremen 
Molekiilmodelle nicht sehr verschieden. Nur im Falle von (15b) ist der 
Unterschied etwas gréBer, und betragt etwa 20% gegentiber (14b). 

Die Ausdriicke fiir S—S, wurden schon von EnsKoG! angegeben, 
wenn auch nicht mit derselben Genauigkeit im Falle starrer Kugel- 
molekiile. Dagegen scheinen die Ausdriicke fiir S neu zu sein. Es soll 
noch hervorgehoben werden, daB q in (14b) und (15b) die ganze Warme- 
stromdichte (einschlieBlich der héheren Naherung) ist. 


4 ENSKOG, D.: Z. Physik 54, 498 (1929). 
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Auf Grund der Formeln (14) und (15) 1aBt sich nun die linke Seite 
der Entropiebilanz (3) auswerten. Zuerst soll aber die rechte Seite der 
Gl. (3) betrachtet werden. Unter Benutzung von (4) folgt aus (3c) bei 
konsequenter Vernachlassigung von Gliedern proportional zu 14 


(Seas = : Wee yee (Oy o_o ; oo”? -g°b-db- de dt, aT, — 


Os fi (0 : / oo” + po @\) p'”) , (p?Y + op?) Dp? - Dp) Mv 
x g-b-db-de: he : dt,|. 


Das erste Integral gibt die Entropieerzeugung in erster Naherung, was 
mit der Summe von den durch Formel (1) und (2) gegebenen Beitragen 
iibereinstimmt. Der Reibungsdruck p") und die Warmestromdichte q") 
erster Naherung hangen in folgender Weise mit dem Deformations- 
geschwindigkeitstensor @ und dem Temperaturgradienten zusammen 


p") =—2n-é; gq =—AgradT (A= Warmeleitfahigkeit). (47) 


Um zu einem anschaulichen Verstandnis des zweiten Gliedes der rechten 
Seite von (16) zu kommen, benutzen wir Formeln von CHAPMAN und 
Cow inc! fiir den Reibungsdruck p”) und die Warmestromdichte q™) 
in zweiter Naherung. Es handelt sich um die Beziehungen (15.3,1) 
und (15.3,2) bei CHAPMAN-COWLING. Diese lassen sich in unserer Schreib- 
weise nach elementaren Umformungen so schreiben 


2).9 (2) , T i ae Ot tae ae 
(pie) 4 fa grad 7) __# F440. @O4 o_o) x| 
l 1 4 + (18) 
x @ + 6" _ bP —0”) ¢-b-db-de-dt,-dt, . | 
Damit laBt sich die Gl. (16) in der Form darstellen 
c (p ze) (q-grad T) = (pe @) . grad T : 
(S) stose = — By ee eZ an eee ree Ci s ) ‘ (19) 


Darin p = p™ + p® und q = q” + q®. Die Gréen p und q sind 
also der Reibungsdruck und die Warmestromdichte héherer Naherung. 
In der Beziehung (19) fiir die Entropiezunahme je cm? und sec tritt 
nicht nur der Gesamtreibungsdruck p und die Gesamtwarmestrom- 
dichte q auf, sondern gesondert auch noch p”) und q"). Daher ist die 
Entroprevermehrung hoherer Naherung nicht mehr allein durch die Arbeit 
der Reibungskrafte (Reibungswdrme) und durch (q.gtad T) gegeben, wie 
es im der ersten Néherung der Fall ist. 

Die Gl. (19) ist allgemeingiiltig. Bei ihrer Ableitung wurden keinerlei 
einschrankende Voraussetzungen hinsichtlich des Molekiilmodells ge- 
macht. 


1 CuapmaNn, S., u. T. G. CowiinG: Theory of Nonuniform Gases. Cambridge 
1939. 
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§ 2. Bestimmung des Reibungsdruckes und der Wérmestromdichte héherer 
Ndherung mit Hilfe des Entropiesatzes. 

Wenn es nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen auch un- 
moglich ist, die Entropievermehrung je sec und cm? durch die Reibungs- 
druckkomponenten und die Komponenten der Warmestromdichte allein 
auszudriicken, so ist der Ausdruck (19) fiir die Entropievermehrung 
doch eee genug: um mit seiner Hilfe in elementarer Rechnung die 
GréBen p und q\) zu bestimmen. Zu diesem Zwecke betrachten wir 
zunachst die exakte Energiegleichung, die lautet 


+ (p:é) + divq=0, (20) 


wo So die schon friiher benutzte Gleichgewichtsentropiedichte des Gases 
ist. Nun zur Auswertung der linken Seite der Gl. (3). Es ist 


BS. ; f x : 
ap 7 i + div | # ) +W =(S)stose; (21) 


wo |W durch Differentiation der von den Differentialquotienten von 

u,v,w und T abhangigen Glieder in S— S, und S entsteht. Unter 

Benutzung von (19) und (20) folgt aus (21) 
yy —_w:€) _ (q®. grad 7) 


T oF 2) 


Da die Grobe IV der linken Seite mit Hilfe der Beziehungen (14) und (15) 
als Funktion von é und grad 7 berechnet werden kann, hat man so 
durch Vergleich eine Méglichkeit, die GréBen p® und q™) zu finden. 

Aus (14a u. b) und (15a u. b) folgt durch elementare Rechnung 


° 2 
15 ee P 9, De s a, “ie .{ 1 = rad T = 
= aoa er Cesare b- ",-(grad 7- grad 7) 
(23) 
~ ie DV tprad gs 
=; oP? ina (grad ae 
————— 
Darin ist a(S) der aus den zweiten raumlichen Ableitungen von 7 
OF \OF 


folgende Tensor zweiten Ranges mit verschwindender Spur und 8 


ist die Divergenz des Tensors €. Die Konstanten a, 6, c faiee die 


Zahlwerte: 
4. Im Falle von MAXWELL-Molekiilen : 


B= ee b= g? = 3, (24a) 


2 Im Falle starrer OOS ae 


G2 4,014 b= 41,036-——, C= O305 4. (24b) 


8 
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Vergleicht man nun die Ausdriicke (22) und (23), so folgt unter Be- 
achtung der freien Wahlbarkeit von grad 7 und é 


2 De 1 Ceol 
(Ys a, Ghee zeal (=) 25a 
al Sey ale Es TAI (25a) 
und 
D grad T if Oe 
(Py tein IP Schon. eons Sige tel ile) Encl 25b 
4 2 (oye de Dt 0 or ( ob) 


Dies sind die in den Ableitungen der hydrodynamischen Variablen 
linearen Glieder zweiter Naherung in den Ausdriicken fiir den Tensor 
der Reibungskraft und die Warmestromdichte. Im Falle von MAXWELI- 
Molekiilen stimmen diese Glieder genau mit den von CHAPMAN und Cow- 
LING! angegebenen tiberein. Dartiber hinaus haben wir auf diese Weise 
auch die entsprechenden Ausdriicke fiir starre Kugelmolekiile gefunden. 
Die Koeffizienten in (25a) sind mit den von LENNARD-JONES? und 
BuRNETT? fiir starre Kugelmolekiile angegebenen identisch. Das Auf- 
treten des Koeffizienten c sowohl in (25a) als auch in (25b) bestatigt 
die in einer friiheren Arbeit angegebene Symmetriebeziehung*. Der 
Koeffizient 6 in (25b) stimmt mit unveroffentlichten, durch direkte 
Ausrechnung erhaltenen Ergebnissen tiberein. 

Das angewandte Verfahren zur Berechnung von p® und q') ist 
gegentiber den bisher tiblichen Bestimmungsmethoden, erheblich durch- 
sichtiger und einfacher zu handhaben. Allerdings hefert sie nur die in 
den Differentialquotienten der hydrodynamischen Variablen und der 
Temperatur linearen Glieder. 


1 CHAPMAN, S., u. T. G. Cow1inG: Theory of Nonuniform Gases. Cambridge 
1939: 

2 J. E. (LENNaARD)-JoNEs: Phil. Trans. roy. Soc. Lond. A 223, 1 (1923). 

* Burnett, D.: Proc. Lond. math. Soc. 40, 382 (1935). 

’ Konrer) Mi Z5 Physik 2a 2151950). 
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Zur Breite der wandstabilisierten Bogenentladung. 
Von 
GEORG SCHMITZ, Aachen. 
Mit 3 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 7. September 1949.) 


Aus der integrierten ELENBAAS-HELLERschen Differentialgleichung fiir den wand- 
stabilisierten Quecksilberlichtbogen (wobei die Temperaturabhangigkeit des 
Warmeleitvermégens vernachlassigt wurde) werden die Halbwertsbreiten der 
Strahlungsdichteverteilung der Gesamtstrahlung (Kanalbreiten) berechnet. 
Man findet in quantitativer Ubereinstimmung mit Messungen von J. KERN und 
P. ScHutz, da8 die Kanalbreite nur von der umgesetzten Leistung abhangt und 
bei einer Leistungsaufnahme von iiber 30 W je cm Rohrlange mit der Wurzel aus 
der Leistung zunimmt. Diese Ubereinstimmung deutet darauf hin, daB die Ab- 
hangigkeit des Warmeleitvermégens von der Temperatur, die bei kleinen Leistungen 
wesentlich fur die Temperaturverteilung im Lichtbogen zu sein scheint, bei einer 
Leistungsaufnahme von iiber 30 W je cm Rohrlange nur mehr eine geringe Be- 
deutung besitzt. 


Um die Entladungsbreite eines Lichtbogens festzulegen, wird zweck- 
maBig die Strahlungsdichteverteilung der Gesamtstrahlung quer zur 
Bogenachse gemessen. Die Halbwertsbreite dieser Intensitatsverteilung 
liefert dann die ,,optische’’ Kanalbreite. 


Messungen, die von R. Rompe und P. Scuutz! an wassergekthlten 
Kapillarlampen bei hohem Druck und hoher Stromstarke ausgefihrt 
wurden, zeigen, da die Kanalbreite unter den angefiihrten Bedingungen 
unabhangig von der aufgenommenen Leistung ist. Daneben gibt es 
aber, wie J. KERN und P. Scuurz? feststellten im Bereich kleinerer 
Drucke und Stromstarken fiir die Hg-Entladung in zylindrischen Rohren 
eine starke Abhadngigkeit der Kanalbreite von der aufgenommenen 
Leistung und zwar: die Kanalbreite ist proportional der Wurzel aus der 
Leistung je Einheit der Rohrlange. 


Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, besonders den letzten Fall mit 
den Ergebnissen der integrierten Gleichung fiir die Energiebilanz der 
Hochdruckentladung, der sog. ErenpAAs-HeLrerschen Differential- 
gleichung*® 4 zu vergleichen und in diesem Zusammenhang das anders- 
artige Verhalten der hochbelasteten Kapillarlampe zu deuten. 


1 Rompe, R., u. P. ScHutz: Z. Physik 112, 691 (1939). 
2 Kern, J., u. P. ScHutz: Z. Physik 111, 454 (1939). 
3 ELENBAAS, W.: Physica, Haag 2, 169 (1935). 

4 HELLER, G.: Physics 6, 389 (1935). 
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Die aus dem Volumelement eines Lichtbogens austretende Warme- 
leistung mu im stationaéren Fall gleich der um die Abstrahlung ver- 
minderten Stromleistung sein. Diese Tatsache lat sich bei Vernach- 
lassigung der ambipolaren Tragerdiffusion!:?3 durch die nachstehende 
Gleichung formulieren 


div [x (T) grad T] = ©i(T) —s(T). (1a) 


( ist die Feldstarke, x(T), 7(T) und s(Z7) sind Warmeleitvermogen, 
Stromdichte und Strahlungsdichte als Funktionen der Temperatur 7. 

Brennt der Lichtbogen in einem zylindrischen Rohr, gibt man den 
Abstand von der Rohrachse in Bruchteilen 9 des Rohrradius R wieder, 
und ersetzt man T durch die reduzierte Temperatur # = kT/eU,, 
dann erhalt man fiir von T unabhangigem x die Gleichung 


a 1 


iL vel 1h > ~ U8 > = rr 
¢ ar =K,9¢ Uo K, die 23 (4b) 


0 
O Choy > “TiT0) 
die #@ als Funktion von @ bestimmt * ® ®, 
Die beiden Konstanten 
3 
Oi } ep(2am)*k 


%% xh (e U;)# 


K, = @R*p-4(2 


enthalten noch Feldstarke ©, Rohrradius R und Druck f. U, und U, 
sind die wirksame Ionisierungs- bzw. Anregungsspannung, o; und oy 
sind die Zustandssummen’ der Ionen bzw. neutralen Atome, h das 
PLANCKsche Wirkungsquantum, k die BoLZMANNsche Konstante, B die 
Abstrahlkonstante (s. weiter unten), e, m und b = f/f die Elektronen- 
ladung, -masse und -beweglichkeit. 


Die Tragerdichte 2 im Lichtbogen kann durch 


i 1 
Ah oe as ‘a 7 Qt De 
t= eh Ky dee 
ausgedriickt werden®. Fir die Stromleistung im Volumen V gilt der 
Ausdruck 
eS2bnV, 
* Rompe, R., u. P. Scuuntz: Z. Physik 113, 10 (1939). 
* Rompe, R., W. THourEr u. W. WEIzEL: Z. Physik 122, 1 (1944). 
* WEIZEL, W.: Z. techn. Phys. 24, 90 (1943). 
4 Scumitz, G.: Phys. Z. 44, 129 (1943). 
5 WEIZEL, W., u. G. ScHmitTz: Phys. Z. 44, 383 (1943). 
§ WEIZEL, W., u. G. Scumitz: Z. Physik 124, 68 (1947). 


Zur Breite der wandstabilisierten Bogenentladung. Zalal 


so da die Gesamtleistung L je Einheit der Rohrlange wie folgt lautet?: 


t 1 
, aul ast or 
ICI fo! ee Oe 


0 


zx U; é 


We st 
k 


2 U;ze 


1B 


Die Strahlungsdichte s ist der Zahl der angeregten Atome proportional, 


dh. 


S&S 
S 
| 


eUg 8 
e kT ~ Kio 1e us 


so daB die Gesamtstrahlung S je Einheit der 
Rohrlange dem nachstehenden Ausdruck S* 
proportional ist. 


» 
Str kolo te ade. 
0 


S 
S 
w& 


S 
S 
% 


In der Abb. 1 ist zu einem vorgegebenen 
Temperaturverlauf, der der Gl. (1b) geniigt, 
als Funktion des Abstandes von der Ent- 
ladungsachse die zugehGrige Strahlungsdichte ioe oe i 

ichnet. Sie i i d iar Abstand von der Rohrachse 
gezeichnet. Sie ist so normiert, daB sie in der in Bruchteilen p des Rohrradius 
Bogenachse den Wert 0,05 annimimt. Gleich- Abb.1. Reduzierte Temperatur ? und 
zeitig wird die Halbwertsbreite 9, des Licht- — Strahlungsdichte s als Funktionen 

5 : des Abstandes von der Bogenachse. 
bogens eingezeichnet. 


S 
S 
_Y 

7 


reouzierte Temperatur & bzw. Strahlungsdichte s 


Ss 


In der nachstehenden Tabelle sind fiir einige Lésungsfunktionen der 
Gl. (1b) die Achsentemperatur #,, die beiden Konstanten A, und Ky, 
das Verhaltnis K,/K,, die der Leistung und der Abstrahlung propor- 
tionalen Integrale L* und S*, sowie die der Gasmenge N je Einheit 
der Rohrtionange proportionalen Integrale! 

1 


N= K, | 228 


0 
und die Halbwertsbreite o, aufgefithrt. Die Wandtemperatur ist in 
allen Fallen mit #,, = 0,0085 vorgegeben. Fiir Quecksilber entspricht 
dies einer Temperatur von rund 880° absolut, die sich bei normalen 
Betriebsbedingungen einstellt. 

Um fiir die in Tabelle 1 aufgefiihrten L*-Werte die Leistung in W 
je cm Rohrlange zu erhalten, miissen diese Zahlen mit (x U; e)/k multi- 
pliziert werden. Unter den berechneten und den gemessenen Entladungs- 
breiten 2 sind zwei mit 0, = 0,228 gleich groB. KERN und ScHuLz fanden 
diese Halbwertsbreite bei einer Leistungsaufnahme von 35,7 W je cm 


1 WEIZEL, W., u. G. ScHmiTz: Phys. Z. 44, 383 (1943). 
2 Kern, J., u. P. Scuurz: Z. Physik 111, 454 (1939). 
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Tabelle 1. 
do | K,/K, K,: 10~-# K,:10-* | L* { S* | N*+4078 | Oe 

| m 
0,069 Pe eee 2,003 0,167 0,014 0,658 0,063 
0,072 | 0,942 aEA AS 0,184 0,020 0,423 0,069 
0,077 No, 555 0,833 0,218 0,031 0,238. | 0,078 
0,082 | 0,347 O.521 vi 10,256 0,047 0,142 | 0,090 
0,069 3,0 1,246 3,739 0,191 0,034 1,126 0,072 
0,072 | 4,006 | 3,018 0,215 0,048 0,886 0,075 
0,077 | 0,577 1,730 0,284 0,083 0,473 0,091 
0,082 IP? 50,370 ee 0,384 0,147 0,289 | 0,112 
0,069 4,5 15355 6,099 | 0,228 0,062 1,824 0,077 
0,072 0,966 4,347 | 0,278 0,094 | 1,249 0,088 
0,077 0,580 | 2,612 0,427 0,195 0,691 0,118 
0,082 O}3 7/4 oon 0,891 0,528 0,383 0,187 
0,082 5,0 0,409" 1 25043 2,435 1,907 0,382 0,349 
0,069 6,03 1,320 7,959 0,287 0,108 2,345 0,091 
0,072 0,929 5,602 0,390 0,183 1,538 0,113 
0,077 0,562 3,387 1,058 0,782 0,770 0,228 
0,077 6,33 0,794 5,024 Siyil aiyl 5,003 0,776 | 0,505 
0,069 8,0 1,263 10,102 0,443 OE | 27s 0,124 
0,072 0,869 6,953 1,168 0,849 | 1,598 0,243 
0,069 9,5 1,166 11,084 0,959 0,681 | 21682) oe 


Rohrlange. Wir benutzen diese Ubereinstimmung, um das unbekannte 
mittlere Warmeleitvermégen x zu bestimmen. Zu 09, = 0,228 gehoért 
L* = 1,058 (s. Tabelle 1), so daB sich folgende Gleichung ergibt: 
x Uze 
a 

Mit’ U,=O'V) kh =1535 “4107 Weel Ke and e416 10 Cerna 
man == 5,230." W cine’ erad=4 

Die urspriinglich aus der Rechnung erhaltenen L*-Werte sind also 
mit 33,7 W/cm zu multiplizieren, um die Leistung in W je cm Rohrlange 
zu erhalten. Allerdings unter der Voraussetzung, da8 das mittlere 
Warmeleitvermogen bei den einzelnen Entladungen nicht wesentlich von 
dem oben gefundenen Wert abweicht. 

Auf die gleiche Weise 1aBt sich fiir diese Entladung auch die nach 
auBen abflieBende Warmeleistung je Einheit der Rohrlange berechnen. 
Fiir sie ergibt sich im Einklang mit W. ELENBAAS}? 8 


: (L* — S*) = 33,7° 0,273 = 9,3 W/cm. 


1,058 =35,70 W/cm. 


Wird der Warmeleitkoeffizient x aus der Zahigkeit 7 nach der be- 
kannten Formel ea 


1 ELENBAAS, W.: Physica, Haag 2, 169 (1935). 
2 ELeNnBAAS, W.: Physica, Haag 2, 757 (1935). 
° ELENBAAS, W.: Physica, Haag 4, 413 (1937). 
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berechnet!, dann entspricht einem x = 3,23 - 10-4 Wcm7) grad eine 
Temperatur von iiber 8000° K, so daB die ambipolare Tragerdiffusion, 
die Strahlungsdiffusion? und die anderen nicht klassischen Anteile am 
Warmeleitvermégen mit beriicksichtigt werden. 

Tragt man die theoretisch gefundenen Kanalbreiten o, mit den von 
KERN und ScHULz? gemessenen Werten iiber VL auf, dann ergibt sich 
die Abb. 2. Die theoretischen und experimentellen Werte legen einen 
eindeutigen Kurvenzug fest, der bei kleinen Leistungen linksgekriimmt 
ist und nach Durchlaufen eines Wendepunktes in eine schwache Rechts- 
krimmung tbergeht. Hier kénnte die Kurve entsprechend den Be- 
obachtungen von KERN 


und SCHULZ in guter  ,, 7 : 

N&herung durch eine Ge- | 

rade ersetzt werden. YT Es = : 
Mit steigender Lei- , | o 

stungsaufnahme _dehnt = 93 = + rs : 

sich die Entladung tiber % / : © ‘: Ws 

den Rohrquerschnitt aus, S Gps = % z ee 

so daB sich die Kurve im & x\h = 0.062 

weiteren Verlauf asymp- Qt MeBwerte 

totisch immer mehr dem | 

Wert 1 nahern muB. Bei 0 $ 70 15 

sehr hohen Leistungen, Wurzel aus der Leistungsautnahme je cm. Bogenlange 


Abb. 2. Kanalbreite 9, als Funktion der Wurzel aus der je cm 


: 5 * Pes q \ 
wie wir sie bei wa ee Rohrlange umgesetzten Leistung (Leistung in W), 


kuhlten Kapillarlampen 
haben (bis zu 1400 W je cm Rohrlange)*, ist damit verstandlich, da 
hier Leistungsénderungen kaum mehr meBbare Schwankungen in der 
Entladungsbreite zeigen. 

Daneben ergibt sich aber in Ubereinstimmung mit KERN und Scuu1z? 
noch folgendes: Die Kanalbreite ist praktisch nur von der aufgenomme- 
nen Leistung abhangig und die Achsentemperatur, die bei fester Leistung 
eine Funktion der Quecksilbermenge je cm Rohrlange ist, ist von unter- 
geordneter Bedeutung. ‘i 

Einen besseren Einblick in die physikalischen Verhaltnisse, die die 
Abb. 2 bedingen, ergibt sich, wenn man Kennlinien der Entladung 
zeichnet®. Dies ist fiir zwei verschiedene Quecksilbermengen je cm Rohr- 
lange in den Abb. 3a und b geschehen. An verschiedenen Kurvenpunkten 
ist die Achsentemperatur #, und in Klammern die umgesetzte Leistung 


1 WEIzEL, W., R. Rompe u. M. Scu6n: Z. Physik 115, 179 (41940). 

2 Manxoprr, R.: Z. Physik 120, 301 (1943). 

3 KERN, J., u. P. Scnurz: Z. Physik III, 454 (1939). . 

4 UyTERHOEVEN, W.: Elektrische Gasentladungslampen, S. 307. Berlin 1938. 
WEIZEL, W., u. G. ScHmitz: Phys. Z. 44, 383 (1943). 
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in W je cm Rohrlange angegeben. Im fallenden Ast der Charak- 
teristik wird bei absinkender Brennspannung der steigende Leistungs- 
umsatz von der Stromstarke getragen. Dies hat zur Folge, daB hier der 
Entladungsquerschnitt staérker als proportional zur Leistung wachst, 
wahrend im steigenden Ast der Charakteristik, wo die erhohte Leistung 
zum Teil von der wachsenden Brennspannung iibernommen wird, der 
Entladungsquerschnitt schwacher als proportional zur Leistung wachst. 
Der Wendepunkt der Kurve (Abb. 2) gehért zum Brennspannungs- 
minimum und entspricht in Ubereinstimmung mit Messungen von 
W. ELensaas! einer Leistungsaufnahme von rund 28 W je cm Rohr- 
lange. Die Kanalbreite betragt dabei etwa 20% der Rohrweite. 
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Abb, 3au. b. Strom-Spannungskennlinien bei zwei verschiedenen Quecksilbermengen (N* = 0,776 - 108 und 
N* =0,382- 105) je cm Rohrlange. An den Kurvenpunkten steht die reduzierte Temperatur # und in Klam- 
mern die umgesetzte Leistung in W/cm Rohrlange. Stromstarke und Spannung in willkiirlichen MaBstaben. 


Nach den Untersuchungen von O. Kocu™ diirfen wir jedoch dem 
konkaven Teil der Kurve keine allzugroBe Genauigkeit zubilligen, da 
bei kleinen Stromleistungen (fallender Ast der Charakteristik) die 
Temperaturverteilung im Lichtbogen stark von der Temperaturabhangig- 
keit des Warmeleitvermégens bedingt ist, die hier vernachlassigt wurde. 
Erstaunlich ist aber, wie genau die experimentellen Werte durch den 
hier benutzten theoretischen Ansatz wiedergegeben werden, wenn die 
umgesetzte Leistung auf iiber 30 W je cm Rohrlange steigt. Dies deutet 
darauf hin, daB bei héheren Leistungen (steigender Ast der Charakteri- 
stik), wo tiber einem groBen Teil des Rohrquerschnitts nahezu konstante 
Temperatur herrscht, die Temperaturabhangigkeit des Warmeleitver- 
mogens auf die Temperaturverteilung in der wandstabilisierten Bogen- 
entladung von geringem EinfluB ist. 


Aachen, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule. 


1 ELenBaAS, W.: Physica, Haag 2, 757 (1935). 
® Kocu, O.: Z. Physik 126, 507 (1949). 
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Eine Symmetriebeziehung 
in der Theorie der inhomogenen verdiinnten Gase. 


Von 
MAX KouHLeErR, Horb a. Neckar. 


(Eingegangen am 27. September 1949.) 


Die Reibungsdrucke und Warmestromkomponenten dritter Naherung (im Sinne 

von ENnskoG) enthalten eine Reihe von Materialkonstanten. Zwischen diesen 

Konstanten wird eine Beziehung abgeleitet, die unabhangig von der speziellen Art 

des Wechselwirkungsmechanismus beim ZusammenstoB der Molekiile ist. Diese 

Beziehung hat daher eine Ahnlichkeit mit den OnsacERschen Reziprozitatsbezie- 

hungen. Die in Frage stehenden Konstanten gehéren zu den wesentlichen Gliedern 
in den akustischen Bewegungsgleichungen héherer Naherung. 


Einleitung. 

In verdiinnten Gasen werden in den Ausdriicken fiir die Reibungs- 
spannungen und die Komponenten des Warmestromes Glieder héherer 
Ordnung von Bedeutung, die in mabig verdiinnten Gasen vernachlissigt 
werden koénnen. Die modifizierten Reibungs- und Warmeleitungsgesetze 
gewinnen durch die wachsende Bedeutung der Aerodynamik der hohen 
Atmosphare (der sog. Superaerodynamik) an praktischer Wichtigkeit?. 
Die ersten Betrachtungen tiber das modifizierte Reibungsgesetz in ver- 
diinnten Gasen gehen auf MAXWELL? zuriick (bei der Erklarung der 
Radiometererscheinungen). Der modellmaBigen Berechnung von Kon- 
stanten dieses Gesetzes haben insbesondere LENNARD-JONES? und 
BuRNETT* umfangreiche Arbeiten gewidmet. Neuerdings haben CHAP- 
MAN und CowLinG® auch das moditizierte Warmeleitungsgesetz in ver- 
diinnten Gasen formuliert, und die Konstanten fiir MAXWELL-Molekiile 
quantitativ bestimmt (MAxweEL1-Molekiile sind solche, die sich mit einer 
zur 5. Potenz der Entfernung umgekehrt proportionalen Kraft abstoBen). 

Das Kernproblem der Gastheorie bildet bekanntlich die Lésung der 
BoL_TzMANN-MAXWELL-Gleichung fiir die Verteilungsfunktion der Mole- 
kiile. Die Enskocsche Lésungsmethode ist eine Methode der sukzessi- 
ven Approximation. Den verschiedenen Naherungsstufen entsprechend 


1 Tsien, H.S.: J. acronaut. Sci. 13, 653 (1946). — SCHAMBERG, R.: Calif. 
Instit. of. Techn. 1947. — WANG, CHANG, and G, E. UHLENBECK: Applied Physics 
Lab. report No. APL/JHU CM-443. 1948. 

2 MaxweELL, J.C.: Phil. Trans. roy. Soc. Lond. 170,-231 (1879). 

8 Jones, J.E.: Phil. Trans. roy. Soc. Lond. A 228, 1 (1923). 

“4° Burnett, D.: Proc. Lond. math. Soc. 40, 382 (1935). 

5 CHAPMAN, S., and T. G.Cowrinc: Theory of Nonuniform Gases, S. 265. 


Cambridge 1939. wenn 
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erhalt man verschiedene Reibungs- und Warmeleitungsgesetze. Man 
erhalt so}: 

In erster Naherung (Verteilungsfunktion die MAXweLt-Verteilung): 
Druck isotrop, Warmestrom verschwindet, 

in zweiter Naherung: Reibungskrafte lineare Funktionen der ersten 
raumlichen Ableitungen der Komponenten der Strémungsgeschwindig- 
keit (Newronsches Reibungsgesetz!), Wadrmestrom ist proportional 
zum Gradienten der Temperatur, 

in dritter Naherung: Die Reibungskrafte enthalten neben den ersten 
raumlichen und zeitlichen Ableitungen der Geschwindigkeitskompo- 
nenten und der Temperatur auch noch deren zweite Ableitungen. Dasselbe 
gilt fir den Warmestrom. 

Die Materialkonstanten des Reibungs- und Warmeleitungsgesetzes 
sind nur fiir spezielle Molektilmodelle nach sehr mithsamen Rechnungen 
zu finden. Im folgenden wird eine allgemeine Beziehung zwischen 
Koeffizienten des Reibungsgesetzes und der Relation fiir den Warme- 
strom (beide in dritter Naherung) abgeleitet, die, unabhangig vom 
speziellen molekularen Wechselwirkungsgesetz, in Strenge giiltig ist. 


§ 1. Die modifizierten Reibungs- und W drmelertungsgesetze 
(einatomige Gase). 

Die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen lassen sich gaskine- 
tisch in Strenge ableiten. Diese Bewegungsgleichungen enthalten als 
einzige von der Gaskinetik abhangige GroBen nur die Reibungsdrucke 
und die Warmestromkomponenten. Dem Zusammenhang dieser GréSen 
mit den Geschwindigkeits- und Temperaturinhomogenitéten kommt 
daher besondere Bedeutung zu. 

Fur die Schreibweise dieser Zusammenhange ist eine von MILNE 
und CHAPMAN? gepragte Symbolik fiir karthesische Tensoren besonders 
geeignet. Da die Quellen fiir diese Symbolik teilweise schwer zuganglich 
sind, werden im folgenden die notwendigen Bezeichnungen erklart. 


Das Reibungsgesetz lautet nach CHAPMAN und CowLtnc l.c. in dritter 
Naherung: 


Oma e Oo. = 2 ° ° z 
Fee ee eee 28. Ne 


bp \Di Or © 
mune ae Ee ~ 2 op oT 1 
aduod ar \ ar Oty a eaameeae 1 | () 
ie) 
SS fe} 
x OL Dae a [iP oo 
++ Ws a Ee See | 


1 CuapMaN, S., and T. G. Cowtinc: Theory of Nonuniform Gases, S. 265. 
Cambridge 1939. 


2 CHAPMAN, S., and T. G. Cowtinc: Theory of Nonuniform Gases, S. 10—23. 
Cambridge 1939, 
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Das Gesetz fiir die Warmestromdichte lautet in derselben Naherung: 


oT dhe oT LN Der ra oT 

oe i +) — -“a:-— SES 9° —— | __—_ } —_ { — PTGS — 
A ee o:T d Or Sea eae lis (FF) LS c4) or te 

5 2 C 2 (a) ° ries (ed ° 

SSF sige ed a oy = ate pee ts S(O )e : “eC. 

I Os; po er es: O, er (e) T O; oT cr e 


In diesen Formeln bedeuten fettgedruckte GréBen Vektoren oder Ten- 
soren zweiten Ranges, die tibrigen GréBen sind Skalare. Insbesondere 
bedeuten: T die absolute Temperatur, uw den Reibungskoeffizienten, 
A die Warmeleitfahigkeit, @; (i =1, 2, 3, 4, 5, 6) und Ogi =e 354 5) 
Konstanten, die aus dem molekularen Wechselwirkungsgesetz zu be- 
stimmen sind. Die Operation D/Dt ist die substantielle Ableitung nach 
der Zeit . Weiter sind p der statische Druck und o die Gasdichte. 


eT 


Die Vektoren e 9, ee bedeuten der Reihe nach: Die Strémungs- 


geschwindigkeit des Gases, den Gradienten der Temperatur, den Gra- 
dienten des Druckes #. Die GréBed ist die Divergenz von e,. Der 
Tensor e ist der Tensor der Deformationsgeschwindigkeit, der definiert 
sei durch: (wenn wu, v, w die Komponente von eg sind) 


/ Cu 1 1 (ou ov 1 {ou cw \ 
et ee he d, = ake, 1 er se ape +. 
Cc 3 2\coy¥ Ox 2\iez Ox 
1 (ou ou ou 1 14 {ov ow 
ga(t(%42), 4g 1/42 
2 \o0y Cx Cv 6 2 12 cy 
1 [ou ee ow 1 (S Cw Cw a, 
2\6z Peal 2\6 éyv}’ az 3 


Ist w irgendein Tensor zweiten Ranges, so bedeutet ie den symmetrischen 
Anteil dieses Tensors mit verschwindender Spur. 

Sind a und b zwei Vektoren, so ist a b das dyadische Produkt dieser 
Vektoren, das ist ein Tensor zweiten Ranges. 


Das Symbol Ale) ist ein Tensor zweiten Ranges mit den 
or r 
Gay aa 


Komponenten : usw. Sind b und w ein Vektor bzw. ein 


Ox? Ex dy 
Tensor zweiten Ranges, so ist das Produkt b- w ein Vektor, dessen 
Komponenten sind: 

(b-w)gp= 2) by (w)yp 


Y= 4,98 


Das Symbol a e, ist ein Tensor zweiten Ranges definiert durch: 
(Ue 


(B = %,¥y,2). 


ou ou ou 

Ox Oy az 

a) ov ov ov 
gr =| be “by a 
ow ow ow 

dx Ov @z 
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Sind w und w’ zwei beliebige Tensoren zweiten Ranges, so ist das Produkt 
w-w’' ebenfalls ein Tensor, dessen Komponenten gegeben sind durch: 


(WW )\5 =" eles ers (oc, P=, 52) 3 
Y= 4,9, 2 


Der Ausdruck aa (é) ist die Vektordivergenz des Tensors e. 

Die Materialkonstanten @, und @; in (1) und (2) sind von LENNARD- 
Jones, BURNETT und CHAPMAN-COWLING fiir MAXWELI-Molekiile be- 
rechnet worden. Es ist in diesem Falle: 

@,=3-dlogujdlogT; @=8; O,=12(3,5—dlogu/dlogT); > (3) 
O,= 438; O,=—3; O,=3; O5=§ (5 —dlogy/d log T). 

Fiir MAxwett-Molekiile ist d log u/d log T =1. Fiir andere moleku- 
laren Wechselwirkungsgesetze sind die Gleichungen noch nadherungs- 
weise richtig (wo dann aber d log w/d log T nicht mehr gleich 1 ist), 
Fiir starre Kugelmolekiile liegen strenge Berechnungen der Konstanten ; 
von BURNETT vor: 

@, =1,014-46,5—dlogujdlog 7); @,;=1,014-°2; w,==0,806-3: | 
©, = 0,681; Ws = 0,806-3-dlogu/dlog T—0,990; Ws =0,928:8. J 
In diesem Falle ist d log u/d log T = 0,5. 

Die modellmaBige Berechnung der Konstanten @; und OQ, ist sehr 
mtihsam. Daher sind allgemeine Zusammenhange zwischen den Koeffi- 
zienten von praktischer Bedeutung. In der Tat laBt sich eine Symmetrie- 
beziehung ableiten, die lautet: _ 

en =O. (5) 
Im Falle von MAxweEtt-Molekiilen ist nach (3): @; = O, = 3. 


§ 2. Ableitung der Symmetriebeziechung (5). 

CHAPMAN und CowLinG! haben zur Bestimmung der Konstanten @; 
und @,; eine allgemeine Methode angegeben, die bei beliebigem moleku- 
laren Wechselwirkungsgesetz anwendbar ist. Es gilt allgemein die 
Beziehung : 


pi =p [Br@r)de; — g=p |/2*7. sar@eyde, 


wo p~) und q” die in Rede stehenden Reibungsdrucke und Warme- 
strome hoherer Naherung (proportional zu yi?) sind. Au®erdem sei f™ 
die Verteilungsfunktion in zweiter Naherung: 


(1) — 0) Hoy = o 2hT , OlogT 6 
/ i me) z A ce | B: Ai (op 


(m = Masse der Molekiile). 


1 CHAPMANandCowLiInc: Theory of Nonuniform Gases, S. 250 ff. Cambridge 1939. 
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Darin ist » die Zahl von Molekiilen je cm, f° die ungestorte Vertei- 
Balen erster Naherung (MAXWELL-Verteilung) und f@) = 
MD”) die Verteilungsfunktion dritter Naherung. Die GréBe A ist ein 
Vektor und: 

C log sy 
s er 


6 log T 


bedeutet das skalare Produkt der beiden Vektoren A und =— 
Die GréBe B ist ein Tensor zweiten Ranges. Sind a und ee’ zwei beliebige 
Tensoren zweiten Ranges, so ist w:w’ das vollstandige Produkt der 
beiden Tensoren (ein Skalar), das sich zu 
2 Ap) > 08 (tn) aa (a0 ee 
“,8= 7,92 : : 
berechnet. In den obigen Integralen entspricht das Differential de dem 
Volumelement im Geschwindigkeitsraum der Molekiile, und & ist die 
BOLTZMANN-Konstante. Nach CHAPMAN und CowLinG werde weiter 
gesetzt: 
oT 
cr 


By ihye 
f= A"(E)- O° | BE) CC: —e,, 

wo £ die Energie der Molekiile und € der Vektor der thermischen Ge- 
schwindigkeiten. Das Symbol €@ ist ein Tensor zweiten Ranges, dessen 
Spur Null ist. Seime Komponenten sind: 


(5s aaa oot OF mae oer, (x, B =x, y,2), 


wo C? das Quadrat des absoluten Betrages von C ist und 6, , das WEIER- 
STRASS-Symbol, das gleich 1 fiir « = 6, sonst aber Null ist. 

In den obigen Integralen bedeutet /(D'’) eine Integraloperation, 
angewandt auf”), die bei CHAPMAN und CowWLING definiert, und ebenso 
bezeichnet ist. Die Funktionen A’(£) und B’(£) k6énnen nur durch 
explizite Lésung der MAXWELL-BOLTZMANN-Gleichung unter Be- 
nutzung eines speziellen Modells gefunden werden. Im folgenden ist 
die genaue Kenntnis dieser Funktionen jedoch nicht erforderlich. 

Nach CHAPMAN-COWLING (l.c. nach Gl. (15.3,14) S. 263) ist das dem 
Koeffizienten @, im Ausdruck fiir p'*) entsprechende Glied gegeben durch: 


a oa (ce ig ee (F)Jeede, (6) 


Entsprechend ist nach Gl. (15.3,12) S, 263 (unter penugane der 
Rechenregel 1.32,7) der dem Gliede 9, im Ausdruck fiir q'”) entsprechende 


Beitrag zum Warmestrom: 


er fae CCn, \CCrelse, (7) 


n i 
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Darin ist e der gewohnliche Tensor der Deformationsgeschwindigkeit. 
Durch Spezialisierung auf den Fall eindimensionaler Gasstromung (nur 
u von Null verschieden, v und w =0, und w nur von x abhangig) gewinnt 
man sofort folgende vereinfachte Ausdriicke fiir die beiden Integrale: 


; oe pe cod [ iss ( a4 ) 

é (2) — ae fl eee = dc, 6a 
Beitwas ot pas Jo GE. : C2V ae (6a) 
itrag 9 Pt Ou [Ak caf : + 
Beitrag 2 Qs | 70) A Ca (Os ; C*\dee (7a) 


Die beiden Integrale sind vollkommen identisch, und damit die Koeffi- 
zienten von @?7/0x2 und @?u/dx? (bis auf den Faktor T im letzteren) 
einander gleich. Aus den Formeln (1) und (2) folgt in dem betrachteten 
Spezialfall eindimensionaler Str6mung: 


2 eT 
. OE Mie ag Cas Us 4a 
Beitrag zu p\) = w, of 3 ax (1a) 
und 
2 a2 
: ar ay ON SA b 
Beitrag zu q° QO, ae (1b) 


Durch Vergleich mit den Beziehungen (6a) bzw. (7a) folgt sofort die 
zu beweisende Gleichung: 


Ws = O4. (5) 


Da es sich in (1) und (2) um allgemeine tensorielle Zusammenhange 
handelt, hat die Ableitung von (5) durch Spezialisierung auf eindimen- 
sionale Str6mungsvorgange keinerlei einschrankende Bedeutung. 

Die Konstanten @, und @, in (1) und (2) sind deshalb von besonderer 
Bedeutung, weil die ihnen entsprechenden Beitrage zu p™ bzw. q®) linear 
von den raumlichen Ableitungen der Geschwindigkeitskomponenten und 
der Temperatur abhangen. Sie sind daher (neben den vom Operator 
D/Dt abhangigen Gliedern) die einzigen, die auch in der akustischen 
Naherung iibrig bleiben. 

Im Falle von MAxweELt-Molekiilen ist, wie schon erwahnt: @3; = 
O,=3. Im Falle starrer Kugelmolekiile ist nur @; bekannt, und zwar 
nach (4) gleich 3-0,806. Daher hat auch @, den gleichen Wert. Dies 
deckt sich mit dem Ergebnis eigener direkter numerischer Rechnungen, 
die demniachst ver6ffentlicht werden. 

Die Symmetriebeziehung (5) hat eine gewisse Ahnlichkeit mit den 
OnsAGERschen! Reziprozitatsbeziehungen. Sie teilt mit diesen die 


Unabhangigkeit ihrer Giiltigkeit vom speziellen molekularen Wechsel- 
wirkungsgesetz. 


* OnsaGerR, L.: Phys. Rev. 37, 405 (1931). 
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I. Die Tragerneuerzeugung. 

IJ. Differentialgleichung und Randbedingungen fiir die Konzentrationsvertei- 
lung der Trager. 

III. Ebenes Problem. Lésung der Differentialgleichung fiir die Konzentrations- 
verteilung der Trager unter alleiniger Beriicksichtigung der beiden Neben- 
bedingungen in der Entladungsmitte. 

IV. Ebenes Problem. Beriicksichtigung der dritten Nebenbedingung NRana = 0. 

V. Die zyinder-symmetrische Entladung. 

VI. Zylinder-symmetrische Entladung. N&aherung fiir den Fall kleiner Konzen- 
trationen (y—0). 

VII. Zylinder-symmetrische Entladung. Naherung fiir den Fall groBer Konzen- 
trationen (y— oo). 

Zusammenfassung. Literatur. 


Bezeichnungen. 


D Ambipolarer Diffusionskoeffizient, 

D* Diffusionskoeffizient der positiven lonen, 
D- Diffusionskoeffizient der freien Elektronen, 
igh Beweglichkeit der positiven Ionen, 

b- Beweglichkeit der freien Elektronen, 


hi SOO tone _ “8 _ Bortrzmannsche Konstante, 
grad K 


e = + 4,80: 10-1°cm?- g? sec} Elementarladung, 

m=—9:10 78g = Elektronenmasse, 

Y Temperatur der freien Elektronen, 

T, Temperatur der freien Elektronen nach der Scuotrkyschen Theorie, 
x  Abstand von der Entladungsmitte, 

(se x/) Dt = dimensionsloses MaB fiir den Abstand yx, 


B  Gesamtbreite der Entladuung, 
y Abstand von der Symmetrieachse einer zylindrischen Entladung, 


* Die Arbeit war bereits am 19.10.43 bei den Wiss. Veréff. Siemens-Werk zur 
Ver6ffentlichung eingegangen. Infolge Fliegerschadens der Druckerei kam es nicht 
mehr zum endgiiltigen Druck. Ein im Besitz des Verfassers verbliebener Korrektur- 
abzug ermoglicht die jetzige Veréffentlichung. 
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D= r[\ Dt — dimensionsloses MaB fiir den Radius 7, 

F  Rohrradius, 

N Konzentration der freien Elektronen, 

N, Konzentration der freien Elektronen in der Mitte der Entladung, 

n =N/No = dimensionsloses MaB fiir die Elektronenkonzentration, 

Nz Konzentration der angeregten Gasmolekile, 

9% mittlere Lebensdauer der angeregten Gasmolekile, 

t «mittlerer zeitlicher Abstand zwischen zwei einstufigen Ionisierungsprozessen 
eines Elektrons, 

T, mittlerer zeitlicher Abstand zwischen zwei einstufigen Jonisierungsprozessen 
eines Elektrons in der ScHotrKyschen Theorie, 

o  Proportionalitatsfaktor des quadratischen Gliedes in der Tragerneuerzeugung, 


- . Z : ae 2 1 - 
vy = aN, t = Verhaltnis der Tragerneuerzeugungen aN, und —N, durch zwei- 
T 


bzw. einstufige Prozesse, genommen in der Entladungsmitte, 


Jacosische elliptische Funktionen. 


sn(u|m) = sinus amplitudinis wu, 
cn(u|m) = cosinus amplitudinis w, 
dn (u|m) = delta amplitudinis w, 
m = Modulquadrat. 


Evnleitung. 
Die Diffusionstheorie der positiven Saule von W. SCHOTTKY {1 ] setzt 
als Stationaritatsbedingung die Gleichheit von Tragerneuerzeugung im 
Volumen und Tragervernichtung durch Adsorption an der Wand des 
EntladungsgefaBes an. Die Elektronen und Ionen gelangen dabei durch 
ambipolare Diffusion aus dem Volumen an die Wand, wo als Trager- 
konzentration der Wert 0 angesetzt wird. Die Gasdichte und damit der 
ambipolare Diffusionskoeffizient 
D* b- + D~ b* Da 


oe kT > 
De 


wird innerhalb des ganzen Querschnitts als konstant angenommen. Die 
Tragerneuerzeugung im Volumen wird der am jeweiligen Ort vorhandenen 
Konzentration N proportional angesetzt. Von diesen Voraussetzungen 
ausgehend, leitet die Diffusionstheorie der positiven Sdule folgende 
zwei Ergebnisse ab: 

A. Die Elektronenkonzentration N ist tiber den Entladungsquer- 
schnitt einer zylinder-symmetrischen Entladung (Rohrradius R) nach 
einer BEssEL-Funktion verteilt. 

NYH=Nh (2,40 z) | (1) 


\ 


Beim ,,ebenen“ Problem (Entladungsbreite B) lautet die entspre- 
chende Gleichung 


N (x) = Ny cos (x + : “gage (2) 
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B. Ambipolarer Diffusionskoeffizient D, mittlerer zeitlicher Ab- 
stand t zwischen zwei Ionisierungsprozessen und Rohrradius R (bzw. 
Entladungsbreite B) sind nicht unabhangig voneinander, sondern stehen 
in folgender Beziehung R 


| Dt ie (3) 
bzw. oe 


Experimentelle Nachpriifungen dieser Theorie haben hauptsdchlich an 
Folgerungen angekniipft, die sich aus (3) ziehen lassen, wenn in dieser 
Gleichung D und 1 als Funktionen der Elektronentemperatur T ein- 
gesetzt werden. Dann fordert (3) namlich einen bestimmten Zusammen- 
hang zwischen Rohrradius R und Elektronentemperatur 7, der experi- 
mentell im allgemeinen recht gut bestatigt wurde. Bei gréBeren Strom- 
dichten und daher groBeren Elektronenkonzentrationen wurden aber 
Elektronentemperaturen gemessen, die kleiner als die aus (3) folgenden, 
konzentrationsunabhangigen Werte J, waren. 

Uber die Ursache fiir diese Abweichungen besteht keine GewiBheit. 
Man vermutet aber seit langem, daf stufenweise Ionisierungsprozesse 
dafiir verantwortlich zu machen sind. Qualitativ leuchtet das ohne 
weiteres ein, denn stufenweise Ionisierungsprozesse k6nnen sich ja erst 
bei gréBeren Konzentrationen gegeniiber der Ionisierung durch Einzel- 
stoB bemerkbar machen, stellen dann aber eine zusatzliche Quelle fiir 
die Tragerneuerzeugung dar, so dafi die schon beriicksichtigte Quelle, 
die Tragerneuerzeugung durch EinzelstoB, weniger intensiv als bei 
Nichtvorhandensein der stufenweisen Ionisierung zu sein braucht. Da 
die Ionisierung durch EinzelstoB stark mit der Elektronentemperatur 
ansteigt, heiBt das aber, dab schon kleinere Elektronentemperaturen 
als bei Nichtvorhandensein der stufenweisen Lonisierung zur Aufrecht- 
erhaltung des Gleichgewichtes zwischen Tragerneuerzeugung und Trager- 
verlusten durch Abdiffusion an die Wand genigen. 

In der vorliegenden Arbeit wird die Diffusionstheorie der positiven 


Saule mit einem Ansatz —N + aN? fiir die Tragerneuerzeugung 
durchgefiihrt, der durch das Glied + «N? wenigstens die Ionisierung 


in zwei Stufen beriicksichtigt. Es wird also untersucht, wie sich die 
geschilderten Ergebnisse A und B der einfachen Diffusionstheorie durch 


das Glied + aN? andern. 


I. Die Trdgerneuerzeugung. 
Erfolgt in dem Plasma einer positiven Saule die Tragerneuerzeugung 
durch einstufige Ionisierung, so ist die mittlere Anzahl der je Zeit und 
Volumeneinheit neu erzeugten Tragerpaare proportional der Konzen- 
tration N der freien Elektronen, da jedes Elektron im allgemeinen 
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unabhangig von den iibrigen Elektronen ionisieren wird 1. Dieser Ansatz 
' NV fiir die Tragerneuerzeugung wird in der bisherigen Diffusionstheorie 
tT 


der Sdulen zugrunde gelegt, wobei t der mittlere zeitliche Abstand 
zwischen zwei einstufigen Ionisierungsprozessen eines Elektrons ist. 


AuBerdem treten aber stufenweise Ionisierungsprozesse auf. Bei 
einem zweistufigen ProzeB fiihrt ein erster ZusammenstoB von Molekul 
und freiem Elektron nur zur Anregung des Molekiils, wahrend die vollige 
Abspaltung des Leuchtelektrons erst durch einen der folgenden Zusam- 
menst6Be bewirkt wird. In dem Plasma einer positiven Sdule wird also 
auBer den neutralen und den ionisierten Gasmolekiilen auch eine gewisse 
Konzentration N, angeregter Molekiile vorhanden sein. Der stationare 
Wert von N, ist gleich dem Produkt aus der Anzahl der anregenden 
Zusammenst6Re und der mittleren Lebensdauer # der angeregten Gas- 
molekiile, da im Mittel wahrend des Ablaufs eines Zeitintervalls 7 
samtliche zu Beginn vorhandenen angeregten Molekiile absterben und 
durch neu angeregte ersetzt werden mitissen. Die Anzahl] der anregenden 
Zusammenst6Be ist genau wie die der ionisierenden Zusammenst6Be 
proportional der Elektronenkonzentration N ?. Der andere Faktor, die 
mittlere Lebensdauer, kann und wird in vielen Fallen von der Elek- 
tronenkonzentration N unabhangig sein?, so daB die Konzentration N, 
proportional der Elektronenkonzentration N wird. 


Die Anzahl der ZusammenstoBe, die die bereits angeregten Molekiile 
in den jeweils zweiten Stufen derartiger Prozesse ionisieren, ist den 
Konzentrationen NV, und N der beiden Reaktionspartner proportional. 


1 Abweichungen hiervon sind allerdings nicht ganzlich ausgeschlossen. Sie 
ko6nnen z.B. infolge von konzentrationsabhangigen Abweichungen von der Max- 
weE.tschen Verteilung der Elektronengeschwindigkeiten auftreten. 

* Abweichungen hiervon sind allerdings nicht ganzlich ausgeschlossen. Sie 
kénnen z.B. infolge von konzentrationsabhangigen Abweichungen von der Max- 
WELLSCHEN Verteilung der Elektronengeschwindigkeiten auftreven. 

3 Das ist immer dann der Fall, wenn die mittlere Lebensdauer des angeregten 
Zustandes klein ist gegen den mittleren zeitlichen Abstand zweier ElektronenstéBe 
auf ein und dasselbe Molekil. Bei den gewohnlichen angeregten Zustanden mit 
einer mittleren Lebensdauer von etwa 10-8 sec ist das erfiillt, solange die Elek- 
tronenkonzentration kleiner als etwa 101 cm~* bleibt. Bei den metastabilen Atomen 
mit ihrer viel gréBeren Lebensdauer wird diese Bedingung schon bei sehr viel 
kleineren Konzentrationen verletzt. Es ist bekannt, daB bei Edelgasentladungen 
nur bei sehr schwachen Strémen die Konzentration der metastabilen Atome linear 
mit der Elektronenkonzentration ansteigt. Bei Konzentrationen, wie sie Strémen 
von mehr als etwa 0,1 A entsprechen, wird der itiberwiegende Teil der metastabilen 
Atome bereits durch ein folgendes zweites Elektron zerstért. Hier wird die mittlere 
Lebensdauer also proportional 1/N und die Konzentration der metastabilen Atome 
unabhangig von der Elektronenkonzentration. Die Neuerzeugung von Tragern 
iiber metastabile Atome wird in diesem Bereich also nicht durch das Glied « N?, 


sondern durch eine Verkleinerung von t im linearen Glied - N erfaBt 
Z ; 
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Wenn einer der Falle vorliegt, in denen schon N, proportional N ist, 
so fuhrt dies also zu einem N2-proportionalen Anteil an der Trager- 


es 5 ‘ 1 
neuerzeugung’, fiir die dann im ganzen der Ansatz ag Nes Se zu 
machen ist. 


II. Differentialgleichung und Randbedingungen 
fiir die Konzentrationsverteilung der Trager. 


Fur die Tragerneuerzeugung im Volumenelement dv wahrend der 
Zeit dt hat sich in Abschnitt I der Ausdruck 


N+aN2)dvdt 


ergeben. Er ist nach der Diffusionstheorie der positiven Sdule im sta- 
tionaren Fall gleich den Tragerverlusten durch Abdiffusion an die Wand 
zu setzen. Diese Tragerverluste werden durch die Divergenz des Diffu- 


sionsstromes 
—Dgrad N 


gemessen und betragen im Volumenelement dv wahrend der Zeit dt 
—div (D grad N) dv dt, 


so daB sich als Stationaritatsbedingung die Differentialgleichung 
+ div (DgradN) +—N+aN?=0 (2.01) 


ergibt. Weiter werden sowohl das Neutralgas wie das Elektronengas — 
jedes fiir sich — als gleich temperiert innerhalb des Entladungsquer- 
schnittes angesetzt, so das der Diffusionskoeffizient als Konstante an- 
zusehen ist. Dann vereinfacht sich (2.01) zu 
D div gradN + —N+aN?=0 (2.02) 
oder 
DAN +—N+aN?=0, (2.03) 


wobei der LApLAcesche Operator A speziell in kartesischen Koordinaten 


; OE ‘ 
gleich 52 4 dy + Ga ist. 
AuBer der Stationaritatsbedingung (2.01) bzw. (2.02) mu die Kon- 


zentrationsverteilung aber noch gewissen Nebenbedingungen genigen, 
die wir am besten sofort fiir das ebene Problem formulieren, d.h. ftir eine 


vee wollen dann von ,,quadratischen Ionisierungsprozessen‘‘ sprechen, die 
also ein Sonderfall der zweistufigen lonisierungsprozesse sind. In dieser Arbeit 
werden also nur quadratische Ionisierungsprozesse und nicht ganz allgemein zwei- 
stufige Ionisierungsprozesse neben den einstufigen Prozessen behandelt. 
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Entladung, die in einer Querrichtung («) durch unendlich ausgedehnte 
Ebenen begrenzt wird, wahrend sie in der anderen Querrichtung (y) 
und in der Langsrichtung (z) homogen ist. Die Konzentration N ist 
dann lediglich eine Funktion von x. Als erste Nebenbedingung ist an- 
zufiihren, daB die Konzentration N (x) in der Mitte « = 0 der Entladung 
einen auf dem Umweg iiber die Stromdichte vorgeschriebenen Wert Ny 
é as ’ ‘ ; 

haben mul N(0) =). (2.04) 
Weiter fordert die Diffusionstheorie der positiven Saule das Ver- 
schwinden der Konzentration an den Wanden x = +4386 des Ent- 

ladungsgefaBes 
a N(+4B) =o, (2.05) 
N(=—}B) =0. (2.06) 


Beim ebenen Problem ist Symmetrie in bezug auf die Entladungsmitte 
x = 0 zu erwarten. Deshalb kann auch an Stelle von (2.06) das Ver- 


: aN : 
schwinden des Konzentrationsgefalles ~~ = N’(x) in der Entladungs- 


mitte * = 0 gefordert werden: 


alm Se ee (2.07) 


Auf jeden Fall sind es dvex Nebenbedingungen, die der allgemeinen L6- 
sung von (2.03) aufzuerlegen sind. Da (2.03) aber nur von zweiter Ord- 
nung ist, und demgema8 die allgemeine Lésung von (2.03) nur zwei 
willkiirliche Konstanten enthalt, ist die Erfiillung von drei Nebenbe- 
dingungen! nur dann moglich, wenn zwischen den Konstanten D, t 
und « der Differentialgleichung eine bestimmte Beziehung besteht. 
Diese Beziehung tritt in der erweiterten Theorie an die Stelle der in der 
Einleitung erwahnten Gl. (4) der einfachen Theorie. 

Wir werden spater tibrigens sehen, daB in diese Beziehung noch die 
Gesamtbreite B der Entladung und vor allem die Konzentration N, in 
der Entladungsmitte eingehen. Da D, t und « von der Elektronen- 
temperatur abhangig und N, als MaB fiir die Stromdichte aufgefaBt 
werden kann, besteht der wesentliche physikalische Unterschied gegen- 
uber dem Ergebnis (4) der einfachen Theorie darin, daB jetzt in die 
Beziehung zwischen 6 und T noch die Stromdichte als Parameter 
eingeht, oder mit anderen Worten, daB in der erweiterten Theorie bei 
gegebener Entladungsbreite B die Elektronentemperatur T nicht mehr 
unabhangig von der Stromdichte ist. 


1 Dieser Tatbestand wirkt auf den ersten Blick befremdend. Er legt aber in 
der bisherigen Theorie der positiven Saule und auch bei den Eigenwertproblemen 
der Schwingungsphysik und der Knickung genau so vor, nur braucht er nicht 
besonders betont zu werden, solange die Probleme linearisiert sind. Wesentlich 
wird er erst bei nichtlinearen Aufgabestellungen. 
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III. Ebenes Problem. Lésung der Differentialgleichung fiir die Konzen- 
trationsverteilung der Trédger unter alleiniger Beriicksichtigung der beiden 
Nebenbedingungen in der Entladungsmitte. 

Nach Einfiihrung der dimensionslosen MaBe 


n= — fiir die Tragerkonzentration (3.01) 

e= B fiir den Abstand x von der Entladungsmitte «= 0 (3.02) 
t 

und des gleichfalls dimensionslosen Parameters 


y=aNyt (3.03) 


nehmen die Differentialgleichung (2.03) und die Nebenbedingungen 
(2.04), (2.05) und (2.07) folgende Gestalt an: 


d*n 


aa +h yn?—0, (3.04) 

n{0) =1, (3.05) 

n' (0) =0, (3.06) 

ee) = ns a5) =0 (3.07) 


Der Parameter y =«N,t hat tibrigens eine sehr einfache Bedeutung. 
Da durch EinzelstoB je Zeit- und Volumeneinheit —N , durch quadrati- 


sche Ionisierungsprozesse «N* Trager neu gebildet werden, ist das Ver- 
haltnis beider Erzeugungsarten 


Ein Parameterwert » bedeutet also, daB in der Mitte der Entladung, 
wo die Tragerkonzentration N ihren gréBten Wert N, hat, v-mal soviel 
Trager durch zweistufige Ionisierung wie durch EinzelstoB neu gebildet 
werden. 

Die Lésung der Differentialgleichung (3.04) fihrt auf elliptische 
Funktionen. Da es sich um eine Differentialgleichung zwester Ordnung 
handelt, treten bei der allgemeinen Lésung zwe? willkiirliche Integrations- 
konstanten auf. Fordert man weiter die Erfiillung der ersten beiden 
Nebenbedingungen (3.05) und (3.06), so sind dadurch die Werte der 
beiden zundchst noch willkiirlichen Integrationskonstanten festgelegt. 
Die in dieser Weise spezialisierte Lésung von (3.04) geben wir jetzt ohne 
Ableitung an, da der Leser die Erfiillung der Differentialgleichung (3.04) 
und der Nebenbedingungen (3.05) und (3.06) gegebenenfalls durch Aus- 
differentiieren und Einsetzen verifizieren kann. 
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Hat der Parameter » Werte zwischen 0 und + 4, so schreibt man 
die erwahnte Lésung am besten folgendermafen: 


n(€) =1—— — sn? (C(m) E|m). (3.08) 


Hierbei hangt das Modulquadrat m vom Parameter y in folgender Weise 
ab (s. auch Abb. 1) 


m = ——— eee So (3.09) 


avy +1) +3404 1738-49044) 


7,00 


™m‘ 

O94 

092 

0,90 
O OF Q2 03 OY O5 0 2 4 6 & 70 

v= 2 

Abb. 1. Abhangigkeit des Modulquadrates m vom Abb. 2. Abhangigkeit des Modulquadrates m’ vom 
Parameterwert v in der Lésung (3.08) bis (3.11). Parameterwert v in der Lésung (3.12) bis (3.15). 


B(m) und C(m) wiederum sind folgende Funktionen von m: 


3m 


Bin) = 


(3.10) 


lI ee 
Ve (972) 
1 1 


OO 
2V1—m(1—m) 


C(m) =- (3.11) 
Ist der Parameter »y > + 5, so wird nach (3.09) das Modulquadrat m 
komplex. Dann ist die eben gegebene Lésung (3.08) ... (3.11) fiir eine 
numerische Auswertung nicht mehr geeignet. Es empfiehlt sich dann, 
die die Nebenbedingungen (3.05) und (3.06) befriedigende Lésung der 
Differentialgleichung (3.04) folgendermaBen zu schreiben: 
B’(m’) 14 —cn (C’(m’) €|m’) 
2y  1-—en (C’(m’) E|m’) ~ 


m(é) = 4 (G12) 


Hierbei hangt das Modulquadrat m’ vom Parameter y in folgender 
Weise ab (s. auch Abb. 2) 


‘ 1 ec Wie i 
a = c ae Sl \) 4 ase (3.13) 
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B'(m') und C’(m’) wiederum sind folgende Funktionen von m’ 


B'(m') = - eae 2s : 3:44) 
ie V1— 16m’ (1 — m’) as} 
1 


Cp) 


(3.15) 


| 1— 16m’ (4 — m’) 
Die Lésung (3.12) bis (3.15) kann entweder direkt durch Ausdifferénti- 
ieren und Einsetzen in (3.04), (3.05) und (3.06) verifiziert oder sie kann 
auf die Lésung (3.08) bis (3.11) zuriickgefiihrt werden, indem man in 
(3.12) bis (3.15) zunachst zu den JAcoBischen Funktionen mit dem 
reziproken Modulquadrat 1/m iibergeht und dann noch eine Gausssche 
Transformation durchfiihrt. Siehe hierfiir z.B. [4]. Auf diesem Weg 
ergibt sich dann wieder die Lésung (3.08) bis (3.11). 

Um einen Uberblick iiber den Charakter dieser Lésungen zu gewin- 
nen, empfiehlt sich die Betrachtung der drei Spezialfalle » = 0, » =4 
und y > ~. 


(ge oA 
(3.09) liefert mrety=O, 
(3.10) liefert ee a 
(3.41) liefert C(m) =}. 
Ferner wird nach [4] sn(u 0) =sinu, 
also nach (3.08) n(é) =1—2sin® Zé, 
n(&) =cosé&. (3.16) 


y =aN,t =O bedeutet, dab von stufenweisen Ionisierungsprozessen 
ganz abgesehen wird. Die Theorie muB also fiir » = 0 mit der ursprting- 
lichen ScHotrKyschen Theorie identisch werden, und das ist auch tat- 
sachlich der Fall; denn fiir eine von zwei unendlichen Ebenen begrenzte 
Entladung liefert ja die ScHoTrKysche Theorie eine cos-Verteilung der 
Elektronenkonzentration [Einleitung Gl. (2)]. 


Boys, 

Dieser Fall wird von beiden Lésungsformen erfaBt. Zundachst liefert 
Gl. (3.09) (= bzw. Gl. (3.13) m =1 
Gl. (3.10) DAs bzwe Gl. (3.44) BO1)=3 
Gl. (3.11) C(t) =4 bew. Gl. (3.15) C’(4)=1. 


Ferner wird nach {4} 


sn (u|1) = 2g u, bow. en it) = Cow’ 
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also wird nach (3.08) (£) =1—3 Tg?4 


bzw. nach (3.12) 1 
a 
5 
n(é) =1—3-——e 
'T Gofg 
Beide Lésungsformen lefern demnach 
ee as 
n(&) = EO aenie : (3.17) 
C. v0. 
j yn" j | Lay V3 = 4 V3 
Gl. (3.13) liefert m'~—> 4 z 3-4 aan = 0,9330 + sa 
Gl. (3.14) liefert B' (m') > 2¥ /3 ; 
Gl. (3.15) liefert C'(m') > sd = an 


8) 


also wird schlieBlich nach (3.12) 


ape phy ieleg 
n(é) =1—-3 aes Vis (3.18) 


mit V3 
m' = 0,9330 + —— 


3297 ~ 


Trotz der einfachen Ergebnisse in diesen 3 Fallen y = 0, y = $und » + co 
empfiehlt sich eine numerische Diskussion erst, nachdem auch die dritte 
Nebenbedingung (3.07) beriicksichtigt worden ist. 


IV. Ebenes Problem. Beriicksichtigung der dritten Nebenbedingung 
NRina = 0. 
Die im vorigen Abschnitt angegebene Lésung (3.08) bzw. (3.12) der 
Differentialgleichung (3.04), die die beiden ersten Nebenbedingungen 
(3.05) und (3.06) erfiillt, hegt in ihrer Abhangigkeit von der reduzierten 


Koordinate € = = bereits vollstandig fest. Wenn sie nun also noch 
Tt 
die dritte Nebenbedingung (3.07) erfiillen soll, so ist das nur dadurch 


moglich, daB der Wert €rana = der reduzierten Koordinate 


ih Eg 
2 "Dt 
am Rande gerade mit demjenigen €-Wert & iibereinstimmt, bei dem die 
Lésung (3.08) bzw. (3.12) zum ersten Male verschwindet?. 


B 


= = fol). (4.01) 


Epand = ; oT 


‘ Die Beriicksichtigung der héheren Nullstellen wiirde in unserem Problem zu 
negativen Konzentrationen fiihren, was physikalisch sinnlos ist. 
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In dieser Formulierung (4.01) der dritten Nebenbedingung ist bereits 
berticksichtigt worden, daB die Lésung (3.08) bzw. (3.12) nur noch den 
Parameter y enthalt, so daB die Nullstelle & eine Funktion des Para- 
meters v ist. 

In (4.01) haben wir nun die schon in Abschnitt II angekiindigte 
Beziehung zwischen den Koeffizienten D, t und «, der Konzentration Ng 
und der Breite B vor uns. Der Anschlu8 an die bisherige ScHotrKysche 
Theorie wird am deutlichsten, wenn man an die schon in der Einleitung 
erwahnte Tatsache ankniipft, daB bei Beriicksichtigung der Ionisierung 
in zwei Stufen die Ionisierung durch EinzelstoB weniger ergiebig zu sein 
braucht und daB daher der mittlere zeitliche Abstand t zwischen zwei 
einstufigen Jonisierungsprozessen eines Elektrons gréfer sein darf als 
ohne Beriticksichtigung der Ionisierung in zwei Stufen. Bezeichnen wir 
also den Wert dieses zeitlichen Abstandes in der ScHotrkyschen Theorie, 
bei der nur Ionisierung in ezner Stufe beriicksichtigt wird, mit 7,, so 
mu der Quotient 2 
ae >1 
sein und immer groBere Werte annehmen, je gréBer die Anzahl der zwei- 
stufigen Ionisierungsprozesse gegentiber der Anzahl der Ionisierungs- 
prozesse in einer Stufe ist. Dieses Verhaltnis gibt aber fiir die Entla- 
dungsmitte, wie schon in Abschnitt III gezeigt, der Parameter y an, 
so daB man am besten (4.01) auf die Form 


ead (4.02) 
1 
bringen wird. Die ScHotrkKysche Theorie (t = 1,, vy = 0) hefert nun 
iB A 
2 4.0 
you 9) ( 3) 


denn die erste Nullstelle von cos é ist ja & = 2/2. 
Durch Division von (4.03) durch (4.01) und Quadrierung kommen 
wir auf die gewiinschte Form (4.02) 
iE SU 
Einen guten Uberblick iiber den Verlauf von /(v) erhalten wir bereits 
durch Verwendung der in Abschnitt III behandelten Spezialfalle » = 4 


und » — oo, f 
Im Falle von vy =4 lautet nach (3.17) die Bestimmungsgleichung 


fiir die Nullstelle Gof fy 22 (4.05) 
und es ergibt sich F317, (4.06) 
t 1 
ee eA aes : 0) 
z i() 1,423 (4.07) 
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Im Falle »—> c lautet nach (3.18) die Bestimmungsgleichung fir 


die Nullstelle a y3—1 
cn ie Som") a i = (4.08) 


mit 3 | 
LE = OOH3O0+— 3202 (4.09) 
Aus (4.08) entnimmt man! 
| ee £, = 1,8454 (4.10) 
oder pe 7 (4.14) 
und es ergibt sich schheBlich 
= = f(r) > 0,8366 r. (4.12) 


Mit (4.07) und (4.12) liegt in Abb. 3, das t/t, in Funktion von y» zeigt, 
der Kurvenpunkt bei » = 4 und der asymptotische Verlauf fiir v — oo 


700 fest. AuBerdem ist ja bekannt, 


da die Kurve fiir »v +0 sich 
dem Wert 7/t,=1 nahert: 
Damit ist der Kurvenverlauf 


Y ; - : 
zi in groben Ziigen bereits ge- 
geben. Mit Benutzung der 
noch nicht auf bestimmte y- 
: “ a sare, ere i. ’ 
hor 27 = i 79 +Werte spezialisierten Lodsun 
v=aNyt—e gen (3.08) und (3.12) wurde 
Abb. 3. Steigerung der mittleren Lebensdauer r bei stei- ae : : : : 
gendem Anteil » der quadratischen Ionisierungsprozesse. der ubrige, in Abb. 3 gezeigte 
| (Ebenes Problem.) Kurvenverlauf ermittelt?. 


Dieses Ergebnis der erweiterten Theorie kann noch in einer anderen 
Form dargestellt werden, die vielleicht etwas einpragsamer ist. Die 
Wirkung der zusatzlichen quadratischen Ionisierungsprozesse besteht ja, 
wie schon in der Einleitung auseinandergesetzt, in einer Senkung der 
Elektronentemperatur. Die gleiche Wirkung hatte auch ohne das 


1 (4.10) wiirde aus (4.08) sofort zu erhalten sein, falls Tafeln fiir cn(u|m) vor- 
hegen wiirden, die in w und vor allem in m in geniigend kleinen Intervallen fort- 
schreiten. Das ist leider nicht der Fall. Man kann sich aber dadurch helfen, da® 
man vermittels sn*(u|m) = 1—cn®(u\m) zunachst auf sn(u|m) iibergeht. Die 
Umkehrfunktion von sn (u|n) ist aber das unvollstandige elliptische Normalintegral 
erster Gattung, fiir das die geniigend dichten LEGENDREschen Tafeln [5] vorliegen. 

> Fir + 3 < v < oo ist an die Lésung (3.12) anzukniipfen, der gegeniiber der 
Sonderfall » —- oo ja keine wesentlichen Vereinfachungen aufweist, so daB der 
Rechnungsgang hier ungefahr derselbe wie im Falle y—> oo ist. Fir 0 <<» < 5 
entnimmt man (3.08) den Wert von sn(C(m) &|m). Hier kann die Umkehrung 
des sn(u|m) mit Hilfe der Tafeln von L. M. Mirne-THomson [4] erfolgen. 
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Hinzutreten quadratischer Prozesse eine Verbreiterung des Entladungs- 
gefaBes. Die Breite B,,, der Aquivalenten ScHotrKy-Siule! berechnet 


sich aus der Gleichung 


Baca = 7 Dr, 
so daB durch Vergleich mit (4.03) 
Bigs _ 1/7 
B = | Ty 


wird. Abb. 8 zeigt den Verlauf von Bsqgu/B in Abhangigkeit von » 
Diese Abhangigkeit zwischen B;,,/B und » = «Nyt tritt in der erwei- 
terten Diffusionstheorie der positiven Sdule an die Stelle des ScHoTTKy- 
schen Ergebnisses [(4) Einleitung]. Wie dndert sich nun das andere 


Abb. 4. Anderung der Konzentrationsverteilung N(*) durch steigenden Anteil » an quadratischen 
Tonisierungsprozessen. (Ebenes Problem.) 


Ergebnis [(2) Einleitung) der einfachen Diffusionstheorie, das beim 
ebenen Problem eine cos-Verteilung der Elektronenkonzentration tiber 
den Entladungsquerschnitt forderte ? 

Um die Konzentrationsverlaufe (3.17) bzw. (3.18) wirklich anschau- 
lich beurteilen zu kénnen, miissen wir noch von der reduzierten Koordi- 
nate zu dem tatsichlichen Abstand x von der Entladungsmitte tiber- 


gehen. 
poate 
E Dt 
gaat ast a0) 5. 4.43) 


Beriicksichtigen wir (4.13) und die fiir ¢, in den Fallen »y = $ und »y— 00 


ermittelten Werte (4.06) und (4.14) in den Lésungen (3.17) und (3.18), 


1 Das ist also eine fiktive Saule mit nur einstufigen Ionisierungsprozessen, 
deren Elektronentemperatur gleich der durch quadratische Prozesse herabgesetzten 


Elektronentemperatur der realen Saule ist. 
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so erhalten wir 


ee 
A Co (1,317 S| 


x ’ 
7) 

{= on (1.8454 fa 0,9330) 
im Falle y->co n(x) =1—J/3 ey, (4.45) 


1-+ cn (1, 0,9330) 


(4.14) 


im Falle »=4 m(x)=2 


1 + Goj(1. 


x 
a 1B 
In Abb. 4 sind diese Konzentrationsverlaufe zusammen mit dem SCHOTT- 


2 48 
nun, da8 der Konzentrationsverlauf duBerst unempfindlich gegen das 
Mitwirken von zweistufigen Ionisierungsprozessen ist. Die zu erwar- 
tenden Unterschiede liegen sicher innerhalb der MeBgenauigkeit und 
man kann deshalb aus Messungen des Konzentrationsverlaufes gar 
nichts tiber die Beteiligung zweistufiger Ionisierungsprozesse in der 
Tragerneuerzeugung aussagen. 


Kyschen Konzentrationsverlauf cos (> <3) aufgetragen und man sieht 


V. Die zylinder-symmetrische Entladung. 
Fiir eine zylinder-symmetrische Entladung, deren Realisierung ja 
bedeutend einfacher als die der bisher behandelten ebenen Entladung 
ist, ist in der Stationaritatsbedingung (2.03) der LApLAcEsche Operator 


zu setzen. Es ergibt sich 


aN 1 aN 1 , 
el rrerasererral aise’! ihc ret 6.01) 
Fuhren wir 
iy fd 
bzw. 
N 
a (5.03) 


als dimensionslose Masse fiir den laufenden Radius 7 bzw. fiir die T rager- 
konzentration N ein, so verwandelt sich (5.04) in 


n'" (0) + a” (0) +(e) + vn?(e) =0, (5.04) 
wobei, wie in Abschnitt III 
v=aNyt (3.03) 
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ist und das Verhaltnis der Ausbeuten der quadratischen und der einstu- 
figen Ionisierungsprozesse in der Entladungsmitte angibt. Als Neben- 
bedingungen zu (5.04) sind zu fordern: 


In der Entladungsmitte 9 = 0 


BO i= ty (5.05) 
n' (0) =0 (5.06) 
und an der Wand y = R des EntladungsgefaBes 
( 2k 
n Fis earth: (5.07) 


Beim ebenen Problem fihrt der Ubergang von der einfachen zur 
erweiterten Theorie schon von trigonometrischen auf elliptische Funk- 
tionen. Eine ahnliche Verallgemeinerung der BEsseLschen Funktionen 
dirfte zur Lésung von (5.04) erforderlich sein; denn mit BEssELschen 
Funktionen mu8 bei der zylinder-symmetrischen Entladung bereits die 
einfache Theorie arbeiten. Solche Verallgemeinerungen der BESSELschen 
Funktionen gehéren aber bisher nicht zum Kreise der ,,bekannten‘ 
und tabulierten Funktionen und eine geschlossene Integration von 
(5.04) mittels bekannter Funktionen erscheint daher wenig aussichtsreich. 
Nun ist aber wenigstens bei dem einen Ergebnis der einfachen Theorie, 
und zwar bei dem, das die Konzentrationsverteilung tiber den Entladungs- 
querschnitt betrifft, die Verallgemeinerung nur fiir den Fall vy ~ co von 
Interesse; denn von der Behandlung des ebenen Problems her wissen 
wir, daB sich dieses Ergebnis bei der Erweiterung der Theorie nur so 
wenig dndert, daf man sich mit der Untersuchung desjenigen Falles 
begniigen kann, der die starksten Veranderungen ergibt. Das ist aber 
der Fall »— oo. 

Die Verallgemeinerung der Beziehung zwischen den Konstanten D, 
t und R muB allerdings fiir alle v-Werte vorgenommen werden. Aber 
auch hier gibt uns das ebene Problem, das sich ja streng behandeln lieB, 
einen wertvollen Hinweis. Tragt man namlich in Abb.3, das die ver- 
allgemeinerte Beziehung zwischen den Konstanten der Differential- 
gleichung zeigt, die Naherungen fiir groBe und kleine »-Werte ein, so 
ergeben sich die punktierten Kurven!, Die Naherung fir kleine » fallt 
also mit der strengen Kurve bis y = 10 so gut zusammen, daB eine 
zeichnerische Trennung gar nicht méglich ist. Ab vy = 100 gilt aber mit 
ahnlicher Genauigkeit schon die Naherung fiir groBe v, so daB beim 


1 Die Naherung fiir kleine » muB dabei einen Schritt weitergetrieben werden, 
als es (3.16) auf S. 229 entspricht; denn dort wird ja nur der Fall y = 0 erfaBt. 
Die sich dann ergebende Naherung fiir kleine vy weicht von der ausgezogenen stren- 
gen Kurve in Abb. 3 nach oben hin ab, aber zunachst nur so wenig, daB im Druck 
selbst im Intervall 10 < vy < 100 eine Trennung noch kaum méglich ist. 
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ebenen Problem tatsichlich mit den beiden Naherungen schon alles 
Wissenswerte praktisch festliegt. Das gleiche wird man nun auch bei 
der zylinder-symmetrischen Entladung erwarten und wir behandeln 
deshalb in den folgenden beiden Abschnitten die Naherungen, die sich 
fiir kleine bzw. fiir groBe Konzentrationen (v + 0 bzw. » — ov) ergeben. 


VI. Zylinder-symmetrische Entladung. 
Ndaherung fiir den Fall kleiner Konzentrationen (vy — 0). 
Wir betrachten also jetzt das Glied vn? (go) in (5.04) als Korrekturglied 
und machen infolgedessen den Ansatz 


(0) = Spo) + » m4 (Q) (6.01) 
wobei Jy)(o) die nullte Besse_sche Funktion erster Art ist. Gehen wir 
mit diesem Naherungsansatz in (5.04) und die Nebenbedingungen (5.05), 


(5.06) und (5.07) ein und vernachlassigen wir GroBen von der Ordnung »?, 
so ergibt sich fiir 2,(0) eine lineare Differentialgleichung 


4 (0:) + —14 (2) + (0) = —F3 (@) (6.02) 
mit den Nebenbedingungen 
nm, (0) =0, (6.03) 
n, (0):= 0, (6.04) 
pee 
Ny he S| = (I), (6.05) 


Die zu (6.02) gehdrige homogene Gleichung 


n, (0) + 2,(0) =0 (6.06) 


ist wieder die Bessersche Differentialgleichung. Man kennt also in J) (0) 
und N)(e), den beiden Zylinder-Funktionen nullter Ordnung und erster 
bzw. zweiter Art, zwei linear unabhangige Lésungen der homogenen 
oder verkiirzten Differentialgleichung und kann nun durch das bekannte 
Verfahren der Variation der Konstanten das allgemeine Integral der 
inhomogenen Gleichung finden. Wenn sogleich die beiden Nebenbedin- 
gungen (6.03) und (6.04) in der Entladungsmitte @ = 0 beriicksichtigt 
werden, ergibt sich 


ots m (0) = Cy 8 i (0) + ¢y(e) No(e), (6.07) 
e(e)= = if =: J2(t) Ny (t) dt (6.08) 
t—0 
und fae 
al=— > f t7ewat (6.09) 
G10) 


ist. 
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Die dritte Nebenbedingung (5.07) fordert, daB der Wert 


| 
die reduzierte Koordinate @ an der Wand des Entladune gsgefaBes an- 


nimmt, gleich der ersten Nullstelle Qo von (6.01) ist: 
R 


Dr = 09> (6.10) 


wobei also 9 durch die Gleichung 
Jo (G0) + ¥ 24 (Qo) = 0 (6.11) 


definiert ist. Da es sich bereits bei (6.01) um eine Naherung handelt, 
die neben den Gliedern nullter Ordnung nur noch GréBen der Or dnung 
beriicksichtigt, braucht 0, aus seiner Definitionsgleichung (6.11) auch 
nur in dieser Naherung ermittelt zu werden. Es ergibt sich 


es m, (2,405) 
— JAD tad | foe ae ike 
Oo = 2,405 +4 T(2,405) ° 
weiter unter Beriicksichtigung von (6.07) 
€2 (2,405) No (2,405) 


— 2 ae 
09 = 405 y Ti (2,405) 


und schlieBlich unter Beriicksichtigung von (6.09) und (6.10) 
t= 2,405 


ee eg ee 
\pr = 2,405 —» ACEO bg (yee. (6.12) 


Unter Verweisung auf die physikalischen Erlauterungen in Abschnitt IT 
(Ende) und IV fiihren wir den mittleren zeitlichen Abstand 1, zwischen 
zwei einstufigen Ionisierungsprozessen bei alleiniger Beriicksichtigung 
der einstufigen lonisierung (ScHOTTKysche Theorie) ein 


= 2,405 (6.13) 
Dr, 
und erhalten schlieBlich als Folgerung aus der dritten Nebenbedingung 
(5.07) 2,405 
Th mu Ny (2,405) 6 
ST meray J; (2,405) fu (6.14) 


Eine numerische Auswertung des gee nicht ausfiihrbaren 


Integrals ergibt t= 2,405 
f te) dt =0,563. 
t=0 


Die Werte der Besserschen Funktionen J, und N, werden [6] entnom- 
men. So ergibt sich schlieBlich 


= =1+0,724y. (6.15) 


al 
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Mit (6.15) ist die Beziehung zwischen t und T = sep und) = aot 
gewonnen, die in der erweiterten Theorie der zylinder-symmetrischen 
Entladung an die Stelle von [(3) Einleitung] tritt, solange » =U gk 
geniigend klein ist. Die Verallgemeinerung des anderen Ergebnisses 
((1) Einleitung] der einfachen Theorie, die Anderung der Konzen- 
trationsverteilung iiber den Entladungsquerschnitt durch Mitbertick- 
sichtigung der quadratischen Ionisierungsprozesse, wollen wir fiir den 
Fall »->+0 nicht genauer verfolgen. In Analogie zum ebenen Problem 
steht namlich zu erwarten, daB selbst fiir groBe v-Werte diese Anderung 
so gering ist, daB sie praktisch nicht mehr interessiert. Fiir kleine 
y-Werte ist dies also a fortiori zu erwarten. 


VII. Zylinder-symmetrische Entladung. 
Naherung fiir den Fall groBer Konzentrationen (vy ov). 

Im Grenzfall beliebig groBer Konzentrationen N, auf der Symmetrie- 
achse der Entladung wird die einstufige Ionisierung gegeniiber der 
quadratischen Ionisierung ganzlich zuriicktreten. Wir streichen daher 
in (5.04) das von der einstufigen Ionisierung herriihrende Glied + 2 (@) 
ganzlich und haben dann als Stationaritatsbedingung 


n' (0) + n' (0) + vn? (0) =0. (7.01) 
An den Nebenbedingungen 
n(0) =1, (5.05) 
n' (0) =0, (5.06) 
n( =) = 0 (5.07) 
\Dr 


andert sich nichts. 
Fuhrt man als neue Veranderliche 


fe |r: 0, n(o) = N(o -v) = IN (2) (7.02) 


ein, so ist der Parameter vy aus dem Problem entfernt, und es handelt 
sich nur noch um die Ermittlung einer universellen Funktion Q(z), 
fiir die (7.01) die Differentialgleichung 


N""(z) + — Nz) + NB(2) =0 (7-03) 


hefert. Eine geschlossene Lésung von (7.03) ist nicht gelungen, obwohl 
es sich um eine ,,eindimensionale“ Differentialgleichung handelt, so daB 


sich ihre Ordnung um 1 erniedrigen la8t. Es wurde deshalb eine Reihen- 
entwicklung 


N (2) = Gy + agz* + ayz4t ag28+-:-- (7.04) 
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angesetzt, fiir deren Koeffizienten sich folgende Rekursionsformeln er- 
geben: 


2 
a 2a,a 
= 0 nae 

be re rs | 

Dante sas 20,4. 2a..4 
0% 1 4g 0%, 2% | 

4 Ayers Oe : (7.05) 
2a) 4g + 2a,a, +a? 

“10 102 nt 


Die zweite Nebenbedingung (5.06) ist durch (7.04) in jedem Falle erfiillt, 
die erste Nebenbedingung (5.05) hat ay =1 zur Folge. Fiir die ersten 
zwanzig Koeffizienten ergeben sich dann folgende Werte: 


@, =— 0,25 Qj, = + 2,6470°10°8 agg = — 0,97188- 1078 

@, = + 0,3125 Ag = — 2,3518-10°® agg = + 0,82316: 10738 

@g = — 3,47222°10°% ayy = + 2,0670°10- ay, = — 0,69467- 10727 

ag = + 3,5265 +104 ag = — 1,8004-10- agg = +. 0,58435- 10-18 | (7.06) 
4349 = — 3,4180 -10°5 ay = + 1,5566°10-12 Gag = — 0,49013- 107 

Qy_ = + 3,2062 -10-* dog = — 1,3373°10 8 agg = + 0,41003 - 10-7 

Gy, = — 2,93873°10 7 dg, = 4+ 1,1427- 10-14 


0 7 2 3 
Zz 


Abb. 5. Die Funktion A(z). 


Mit ihrer Hilfe kann der Verlauf von JA (z) mit geniigender Genauig- 
keit bis zur ersten Nullstelle berechnet werden. Das Ergebnis zeigt 


Abb«5) und Tabelle 4. 


Tabelle 1. 
earn Aigo iE? Meee ee ee ee eee 

Z Pee Beil Baie 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 
N(z) . . 2. + + + + + | +0,990]+ 0,961 | +0,914 | + 0,852 | + 0,778 | + 0,696 
Z 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 
N (2) 4.0,608 |-+0,519 | +0,430 | -+.0,343 | +0,260 | +0,182 
2 3 a ee 2,6 2,8 2,9 3,0 

obere Grenze . . |+0,108}-+ 0,040} + 0,012 — 0,003 
wie) sien: Grenze . . |-+0,108|-++.0,037 | — 0,001 | — 0,053 | 
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Fiir die erste Nullstelle ergibt sich 


Zo = 00 \» — 2,925 


so daf 
2,92 
00 — = (7.07) 
hes \v 
wird. Zur Ertfiillung der dritten Nebenbedingung (5.07) mu8 also 
C 
ce ee (7.08) 
|Pr Vv 
if 
07 07 7 70 700 
v=aNjtT—> 
Abb. 6. Steigerung der mittleren Lebensdauer 7 bei steigendem Anteil v der quadratischen 


Tonisierungsprozesse. (Zylindersymmetrische Entladung.) 


gefordert werden. Dividieren wir Gl. (6.13) der einfachen Theorie durch 
(7.08) und quadrieren, so erhalten wir in 
oo pao 


2 
ar v='O0,075 7 (7.09) 


Unt 


diejenige Beziehung, die in der erweiterten Theorie an die Stelle des 
ScHoTTkKyschen Ergebnisses [(3) Einleitung] im Grenzfall » — oo tritt. 
In Abb. 6 sind die Naherungen (6.15) und (7.09) fiir t/t, in Funktion 
von yv punktiert eingetragen. Man sieht, da gegeniiber der ftir das 
ebene Problem geltenden Abb. 3 keine qualitativen, sondern nur quan- 
titative Unterschiede, die obendrein gering sind, eingetreten sind. Wir 
werden infolgedessen die endgiiltige Kurve ebenfalls bis » = 10 mit der 
Naherung fiir kleine » zusammenfallen lassen, sie dann in dem Intervall 
von v = 10 bis y = 100 zur Naherung fiir groBe v tiberleiten und von 
y == 100 mit dieser Naherung zusammenfallen lassen. Den sich hieraus 
ergebenden Radius der aquivalenten ScHoTTKy-Saule ohne quadratische 
Prozesse zeigt in Abhangigkeit von » Abb. 8. 

Die Verallgemeinerung des anderen Ergebnisses [(1) Einleitung] der 
einfachen Theorie erhalten wir mit Hilfe von Tabelle 1. An die Stelle 
der Bresset-Verteilung der einfachen Theorie tritt 


n( 5) =N (2,92 aE (7.10) 
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In Abb. 7 ist diese fiir » + oo sich ergebende Konzentrationsverteilung 
zusammen mit der Besse-Verteilung [(1) Einleitung] der einfachen 
Theorie gezeichnet. Man sieht, daB auch bei der zylinder-symmetrischen 


0 02 OF 06 08 10 


Abb, 7. Anderung der Konzentrationsverteilung N(r) durch steigenden Anteil » an quadratischen 
Ionisierungsprozessen. (Zylindersymmetrische Entladung.) 


Entladung der Konzentrationsverlauf durch quadratische Ionisierungs- 
prozesse nicht wesentlich geandert wird, wenn auch etwas starker, als 
es bei der ebenen Entladung der Fall ist (s. Abb. 4). 


700 


70 


1 
ebenes ere | 
a SS Zylinder 


symmetr/sche 
Entladung:Raqu. 


if 
007 Qi 7 70 R700 
v=aN,t—> 
Abb. 8. Lineare Querschnittsabmessungen der aquivalenten ScnorrKy-Saule in Abhangigkeit vom 
Anteil v der quadratischen Ionisierungsprozesse. 


Herrn Dr. M. STEENBECK habe ich fiir die Anregung zu dieser Arbeit 
und zahlreiche wertvolle Diskussionen zu danken. 


Zusammenfassung. 

Die ScuottKysche Diffusionstheorie der positiven Saule beriicksich- 
tigt in ihrer bisherigen Form nur die Tragerneuerzeugung durch ein- 
stufige Ionisierungsprozesse. Damit wird sie nicht anwendbar fur 
stromstarkere Entladungen, in denen auch mehrstufige Ionisierungs- 
prozesse zu erwarten sind. In der vorliegenden Arbeit wird die Diffu- 
sionstheorie auf Entladungen ausgedehnt, in denen zweistufige Ionisie- 
rungsprozesse eine wesentliche Rolle spielen; diese liefern eine dem 
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Quadrat der jeweiligen Elektronenkonzentration proportionale Trager- 
neuerzeugung. Die Erweiterung wird fiir zwei Entladungsformen vor- 
genommen, von denen die eine seitlich durch zwei unendlich ausgedehnte 
parallele Ebenen begrenzt ist (,,ebenes Problem‘, Entladungsbreite B), 
wihrend die andere zylinder-symmetrisch ist (Rohrradius k). Als 
charakteristische GréBe fiir die Abweichungen von der ScHoTTKyschen 
Theorie ergibt sich das Verhaltnis » der in der Entladungsmitte durch 
quadratische Prozesse erzeugten Elektronenmenge zu der Elektronen- 
menge, die hier durch lineare Prozesse erzeugt wird. 

Die von der ScHotrKyschen Theorie iiber die Verteilung der Elek- 
tronenkonzentration iiber den Querschnitt gelieferten Ergebnisse andern 
sich selbst im Grenzfalle rein quadratischer Ionisierung in so geringem 
Mae, daB dieser Effekt experimentell kaum nachweisbar sein diirfte 
(s. Abb. 4 und 7). 

Dagegen wird die fiir die Haufigkeit der Ionisierungsprozesse maB- 
gebende Elektronentemperatur durch die zusatzlich hinzukommenden 
quadratischen Prozesse durchaus spiirbar gesenkt. Das gleiche ware 
auch ohne das Hinzutreten quadratischer Prozesse bei einer VergréBe- 
rung des Entladungsquerschnittes der Fall, so daB man als anschauliches 
MaB fiir die Absenkung der Elektronentemperatur die geometrischen 
Abmessungen einer ,,dquivalenten ScHoTTKy-Saule“ benutzen kann. 
Diese fiktive ScHoTTKy-Sdule ist dabei als eine mit nur linearen Pro- 
zessen arbeitende Sdule definiert, deren Elektronentemperatur gleich 
der durch die quadratischen Prozesse gesenkten Elektronentemperatur 
der realen Saule ist. Abb. 8 zeigt das Verhaltnis der linearen Querschnitts- 
abmessungen der aquivalenten ScHoTTKyY-Sdule und der realen Sdule, 
und zwar in Abhangigkeit von dem schon definierten Verhaltnis » der 
quadratischen und der linearen Ionisierungsprozesse in der Entladungs- 
mitte. 


Literatur. 
[1] ScHotrxy, W.: Phys. Z. 25, 342, 635 (1924). — [2] ENGEL, A.v., u. M. 
STEENBECK: Elektrische Gasentladungen. Bd. II, S. 35. Berlin 1932. — [3] SEE- 


LIGER, R., u. R. HiRcHERT: Ann. Phys., Lpz. (5) 11, 817 (1931). — [4] Mitnz- 
Tuomson, L.M.: Die elliptischen Funktionen von Jacopr. Berlin 1931. — 
[5] Lecrenpre, A. M.: Tafeln der elliptischen Normalintegrale. Neudruck, heraus- 
geg. von Fritz Empe. Stuttgart 1931.— [6] JAHNKE, E., u. F. Empr: Funktionen- 
tafeln. Leipzig u. Berlin 1928. 


Zeitschrift fiir Phycike date yon eta 75 (1950). 


Eine neue Methode zur Temperaturmessung 
an hochtemperierten Bogensiiulen. 
I. Teil. 


Von 
HANS BARTELS, Hannover. 


(Mitteilung aus dem Physikalischen Institut 
der Technischen Hochschule Hannover.) 


Mit 8 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 8. September 1949. ) 


Es wird gezeigt, daB sich die Temperatur in Bogensaulen an Linien mit Selbst- 
umkehr bestimmen ]48t. Die Temperatur wird aus den Strahldichten der Maxima 
erschlossen, die das zentrale Umkehrminimum flankieren. Da, wie sich zeigen wird, 
fiir diese Art der Temperaturmessung nur Linien in Frage kommen, deren unterer 
Term merklich tiber dem Grundzustand des neutralen Atoms hegt, findet die Me- 
thode ihr eigentliches Anwendungsgebiet in Temperatur- und Druckbereichen, in 
denen andere spektroskopische Methoden wegen der Absorption in der Lichtquelle 
versagen. In diesem Gebiet hat die Methode sehr weite Anwendungsméglichkeiten, 
da sie hier an keine speziellen Gegebenheiten gebunden ist. 


Die Theorie der Methode wird vorlaufig nur in ihrer Anwendung auf Bogenlinien 

entwickelt. Der vorliegende I. Teil bringt zunachst die allgemeinen Grundlagen 

der Theorie. Aus ihnen wird als erstes Resultat ein Abschatzungsverfahren fiir die 

Saulentemperatur abgeleitet und an einem MeBbeispiel demonstriert. Dann werden 

die Gesichtspunkte entwickelt, nach denen das Verfahren zu einer MeSmethode 

im eigentlichen Sinn ausgebaut werden kann. Der II. Teil wird diesen Ausbau 
in seinen Einzelheiten bringen. 


§ 1. Problemstellung. 


In der vorliegenden Untersuchung soll eine neue spektroskopische 
Methode zur Temperaturmessung an hochtemperierten Bogensdulen be- 
griindet werden. Sie erschlieBt die Temperatur der Saule durch Inten- 
sitatsmessungen an Linien, die Selbstumkehr zeigen. Um die Problem- 
stellung scharfer zu fassen, bedarf es zunachst einer Fixierung der Be- 
griffe. Von Selbstumkehr sprechen wir bekanntlich, wenn sich im 
Zentrum einer Linienkontur durch Selbstabsorption ein mehr oder 
minder tiefes Minimum ausgebildet hat. Die Maxima, die dieses Mini- 
mum flankieren, sollen als die Umkehrkuppen und die in ihnen emittier- 
ten Strahldichten als die Kuppenstrahldichten bezeichnet werden. Die 
Zielsetzung der Arbeit laBt sich nun genauer umreifBen: Es soll gezeigt 
werden, daB sich die Temperatur hochtemperierter Bogensaulen an 
Linien mit Selbstumkehr aus den Kuppenstrahldichten bestimmen 1aBt. 
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Die Grundlage fiir diese Form der Temperaturmessung ergibt sich 
aus zwei Arbeiten, in denen die Linienemission aus inhomogener Schicht, 
insbesondere die Erscheinung der Selbstumkehr, eingehend untersucht 
wurde!. Die in diesen Untersuchungen entwickelte Theorie zeigt, daB 
die Kuppenstrahldichten unter bestimmten sehr allgemeinen Voraus- 
setzungen unabhdngig von der jeweiligen Dicke der emittierenden Schicht 
nur durch die Ergiebigkeit und deren Verteilung tiber dem optischen 
MaBstab festgelegt werden. Herrscht in der Lichtquelle drtliches Tem- 
peraturgleichgewicht, so wird die Ergiebigkeit und ihre Verteilung auf 
dem optischen Mafstab in einer aus der Theorie angebbaren Form durch 
die Temperaturverteilung bestimmt. Damit ist, wie weiterhin gezeigt 
werden soll, die Méglichkeit gegeben, aus den Kuppenstrahldichten die 
Temperaturverteilung innerhalb der Lichtquelle zu erschlieBen. 


In zweierlei Hinsicht miissen wir allerdings diese Themensetzung 
noch begrenzen. Die eine der beiden Begrenzungen ist durchaus will- 
kirlicher Natur: Wir beschranken uns darauf, das allgemeine Prinzip 
der Methode an der Anwendung auf Bogenlinien zu entwickeln. Wir 
beschranken uns damit auf den Bereich, in dem sich die Methode bereits 
experimentell bewahrt hat?. Die Ubertragung der Methode auf Funken- 
spektra wiirde nichts grundsatzliches Neues bieten. Doch ist die Aus- 
weitung des formalen Apparats erst zu rechtfertigen, wenn Messungen 
an Funkenlinien vorliegen. Zweitens werden wir die Resonanzlinien 
der Bogenspektra von vornherein von der Untersuchung ausnehmen. 
Diese zweite Beschrankung ergibt sich aus der Sachlage. Es zeigt sich 
namlich, dafB die Methode eine Anwendung auf die Resonanzlinien dér 
Bogenspektra nicht gestattet. 


Mit der letzten Feststellung ist auch gleichzeitig die Anwendungs- 
moglichkeit fiir diese Form der Temperaturmessung grob umschrieben. 
Sie bezieht sich auf Bogensaulen, in denen Temperatur und Dichte so 
hoch sind, daB neben der Resonanzlinie auch andere Linien des Bogen- 
spektrums in Selbstumkehr erscheinen?. Sie wird also gerade in den 
Bereichen fruchtbar, in denen andere spektroskopische Methoden in- 
folge Absorption innerhalb der Lichtquelle unsicher werden oder ganz 


* BarteLs, H.: Z. Physik 125, 597 (1949); Z. Physik 126, 108 (1949) (im fol- 
genden als UI und UII zitiert). Infolge der bekannten Verhaltnisse bekam ich 
erst jetzt Kenntnis einer Arbeit von R. D. Cowan und G. H. Dirxe [Rey. mod. 
Physics 20, 418 (1948)], in der das gleiche Thema behandelt wird. Die Abgrenzung 
des Stoffes ist aber in beiden Fallen so verschieden, daB sich die Untersuchungen 
nur in einem sehr begrenzten Bereich tiberschneiden. Ich mu mich deshalb hier 
ganz auf die eigene Arbeit berufen. Ein Vergleich beider Arbeiten wird demnachst 
in anderem Zusammenhang gegeben. 

* Bartets, H., u. W. Gérne: Naturwiss. 36, 279 (1949). Weitere Ergebnisse 
werden demnachst von W. GérnG und von H. EuLerR veréffentlicht. 

3 Wie z. B. im Spektrum des Quecksilberhéchstdruckbogens. 
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versagen, und hat hier, da die Grundlagen sehr allgemeiner Natur sind, 
weite Anwendungsméglichkeiten. Diese weit reichenden Moglichkeiten 
rechtfertigen auch den nicht unerheblichen Aufwand, der bei der 
komplizierten Sachlage zur sicheren Begriindung notwendig ist, um 
so mehr als diese Begriindung zu einem sehr einfachen Auswerte- 
verfahren fihrt. 

Die ganze Untersuchung gliedert sich in zwei Abschnitte, deren 
erster hier vorliegt. Die Aufteilung dieses ersten Abschnitts sei kurz 
erlautert: Die in UI und UII entwickelte Theorie der Linienemission 
aus inhomogener Schicht baut sich auf sehr allgemeinen Annahmen auf 
und greift in ihrer Zielsetzung wesentlich iiber den Rahmen der vor- 
liegenden Untersuchung hinaus. Um eine klare Ubersicht iiber den im 
allgemeinen ziemlich verwickelten Tatbestand zu sichern, lésen wir 
zunachst in §2 aus der allgemeinen Theorie die Aussagen heraus, die 
fiir die laufende Untersuchung wesentlich sind, und geben ihnen eine 
dem Untersuchungsziel angepaBte Formulierung. In §3 spezialisieren 
wir den allgemeinen Formalismus, indem wir die Annahme des Grtlichen 
Temperaturgleichgewichts einfihren. Damit gewinnen wir die Ansatze, 
die den Zusammenhang zwischen Kuppenstrahldichte und Temperatur- 
verteilung beschreiben. In §4 wird als erstes Ergebnis ein Ver- 
fahren zur Abschatzung der Sdulentemperatur aus den Kuppenstrahl- 
dichten entwickelt und in §5 die Grenzen fiir die Anwendbarkeit dieses 
Verfahrens festgelegt. In §6 werden dann die Grundgedanken fiir einen 
weiteren Ausbau der MeBmethode entwickelt. Im zweiten Abschnitt, 
der demnichst erscheinerf wird, wird dieser Ausbau in seinen Einzel- 
heiten behandelt. 


§ 2. Uber die Grundlagen der Theorie. 


Die in U I und UII entwickelte Theorie baut sich auf vier sehr all- 
gemeinen Voraussetzungen auf. Zwei von ihnen beziehen sich auf die 
raumliche Verteilung der maBgeblichen GréBen in der Lichtquelle: Es 
wird erstens verlangt, daB die Lichtquelle axialsymmetrisch aufge- 
baut ist und zweitens, daB die Ergiebigkeit von der Achse bis zum 
Rande monoton abfallt. Die beiden anderen Voraussetzungen beziehen 
sich auf die spektrale Verteilung der mafgeblichen GréBen: Es soll 
namlich drittens die Ergiebigkeit im Frequenzbereich einer Linie kon- 
stant sein und es soll viertens der Absorptionskoeffizient in den einzelnen 
Linien von einem Maximum im Zentrum mit wachsendem Frequenz- 
abstand beiderseits monoton auf Null absinken. Das Plasma einer Bogen- 
siule erfiillt diese Bedingungen, wie auch die in ihm emittierten Linien 
mit verschwindenden Ausnahmen den Anforderungen entsprechen. So 
steht einer Anwendung der allgemeinen Theorie auf die Linienemission 
aus der Bogensdule nichts entgegen. 

Wie 
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Wir kénnen uns bei der Untersuchung der aus dem Bogen emittierten 
Strahldichte 7, auf Strahlen beschranken, die in einer zur Bogenachse 
senkrechten Ebene liegen. Im Rahmen dieser Beschrankung ist die 
Lage des Beobachtungsstrahles durch den Achsenabstand v eindeutig 
festgelegt. Auf dem Strahl definieren wir eine Koordinate w, indem wir 
den Koordinatenanfangspunkt in den Fu8punkt des von der Achse 
gezogenen Lots legen und die Richtung Lichtquelle~Beobachter als 
positive Richtung festsetzen. AuBer dieser geometrischen Koordinate 
legen wir mit dem Absorptionskoeffizienten x (w) eine optische Koordinate 


t= f[ x(u)du 


0 


fest. Sind ++ uw die Koordinaten des Saulenrandes! auf dem Strahl, 
so wird die optische Schichtdicke langs des Strahles durch 
+ te 
Zo | ae 


=F) 


gegeben. Die Eigenschaften der inhomogenen Schicht bestimmen die 
Kontur einer Linie durch drei Funktionen: 


1. Die Ergiebigkeit J,(w) = e,/x (e, Emissionskoeffizient bezogen 
auf die Einheit der Frequenzskala). 

2. Die Zahl der absorbierenden Zustande je Volumeneinheit A; (w). 
(Der Index 7 bezieht sich auf den unteren Linienterm, wie spater der 
Index h auf den oberen Term.) 

3. Die Linienform x’(u, 47) = rae 
der Linienmitte). Die Linienform ist also der auf den absorbierenden 
Einzelzustand und auf die Einheit der Oszillatorenstirke bezogene 
Absorptionskoeffizient. 


(Ay Frequenzabstand von 


AuBerdem fithren wir die Gr6éBe 


+ Ug 
f-M=f f Nj (u)du 


— 


ein und bezeichnen diese GréBe wie in U I und U II schlechthin als die 
Schichtdicke im Gegensatz zu der geometrischen Schichtdicke 2u) und 
der optischen Schichtdicke Ty. 


Es sei, wenn J, tiber dem optischen MaBstab aufgetragen ist, rk der 
langs des Beobachtungsstrahls tiber den optischen MaBstab genommene 


1 Der Begriff des Saulenrandes — hier zunachst rein formal eingefiihrt — be- 


darf natiirlich einer sorgfaltigen physikalischen Prazisierung. Sie wird sich im 
Laufe der Untersuchung von selbst ergeben. 
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Mittelwert der Ergiebigkeit. Da die Ergiebigkeit als ein Emissions- 
koeffizient gedeutet werden kann, der in der Strahlrichtung auf den 
optischen Mafstab bezogen ist, so ist Ie T, die Gesamtemission langs 
des Beobachtungsstrahls. Von ihr wird infclge der Absorption nur ein 
bestimmter Bruchteil® in der Strahldichte J, abgestrahlt, so daB 


Lye T,)°@ 


ist. Fassen wir ty -@ zu Y (t,) zusammen und schreiben wir den Mittel- 
wert J, als Bruchteil M von J 


y 


mn? dem Maximalwert der Ergiebigkeit 


auf dem Beobachtungsstrahl — also der Ergiebigkeit fir u = 0 —, so 
wird wie in UI 


LJ 1 (a). (1) 
Da 
ar 1 ee 
=a) hae. 
0 
so ist 
Ar x(u) du S Iy(u) > Ni(u)- x’ (u, Av) du 
ua ié bette —===. 
: rE thy - és ie Uo . . 
ee fx) du ee if Ni (u) +x’ (u, Av) du 


0 0 


Der Bruchteil® der Gesamtemission To - Ie der nicht in der Schicht 
absorbiert wird, hangt nicht nur von ty, ab, sondern auch merklich von 
der relativen Verteilung der Ergiebigkeit auf der t-Skala. Lassen wir 
nur Verteilungen zu, die mit den beiden ersten Grundannahmen verein- 
bar sind, so ist ® bei gegebenem t, am groBten im Grenzfall der homo- 
genen Schicht, am kleinsten, wenn sich die Ergiebigkeit in extremer 
Weise um den Nullpunkt der t-Skala zusammenzieht. Entsprechendes 
gilt nattirlich auch von Y(t)) =@®-t). Hier ist 


rae = a as oe 


wl st 


d.h.: Die Gesamtheit aller Funktionen Y (t,), die zu irgendwelchen mit 
den beiden ersten Grundannahmen vereinbaren Ergiebigkeitsverteilun- 
gen gehéren, verlauft ganz zwischen diesen beiden Grenzen. Sie abt 
sich, wie schon in UI gezeigt wurde, fiir nicht zu groBe to-Werte mit 
guter Naherung durch eine einparametrige Kurvenschar Y (ty, p) dar- 
stellen, die in UI berechnet und in Abb. 1 noch einmal reproduziert 
wird. Der Parameter p beschreibt den EinfluB, den die relative Ver- 
teilung der Ergiebigkeit iiber die t-Skala auf die Absorption in der 
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Lichtquelle hat. Es ist 


S (t/t? J (a) at 


To 


p variiert von dem Grenzfall der homogenen Schicht bis zum zweiten 
Grenzfall! zwischen 1 und 0. Der t,-Bereich, in dem die einzelnen 


10 aaa 5 55; 
oo | 
a f= oye) 
BO Se | 
> 0°? | Zo Coma! 09 
{ o%o 
° Tene 50°F S/o 
G6 % a 1 
us| * 3° ~~p=08 
Sake. Se : 
© ee =I — cA 
S09) ~~ Ree ee 
ee > 3° 10 Yo a 
06 oT 
ss oc ~p=06 
3 
~~ 


0 2 4 6 8 10 
Qo— 


Abb. 1. Die einparametrige Kurvenschar Y(t, p) mit den Kurven gleichen gré8tméglichen Fehlers. 


Kurven noch eine ausreichende Naherung geben, ist von Kurve zu Kurve 
verschieden, greift aber stets wesentlich tiber das Maximum der betref- 
fenden Kurve hinaus. Da sich die vorliegende Untersuchung stets nur 
auf Schichtdicken bezieht, die in unmittelbarer Nahe des Maximums 
liegen, diirfen wir die Funktionen Y(t) unbedenklich durch die Nahe- 
rungsschar Y(t), p) ersetzen. Es ist fiir die vorliegende Untersuchung 
von entscheidender Bedeutung, da die ebenfalls von p abhangigen 


1 Konzentration der Ergiebigkeit um 17 = 0. 
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Maximalwerte Y,..() der Y(t), #)-Kurven (Abb. 2) nur in relativ 
geringen Grenzen variieren kénnen. Stets ist 


730 — Yep) =41 7: (4a) 


Doch wird im allgemeinen der Variationsbereich von Y,,,, (P) noch weiter- 
hin dadurch eingeengt, daB # bei gegebenem M den Wert M2 nicht 
unterschreiten kann, wie in UII § 4,2 gezeigt wird. Setzen wir 


Yinax (M*) = Y (M), 


so tritt also bei gegebenem M an Stelle der Ungleichung (4a) die Unglei- 


chung : 
Yt) = Yao () <1. (4b) 


Die Funktion Y (M) ist in Abb. 3 wiedergegeben. 


max (P), die Maximalwerte der Kurven Abb. 3. Y — die untere Grenze fiir Ural) bei 
Y (zt, ~), als Funktion von . gegebenem M — als Funktion von M. 


ADB. 2. ¥; 


Im Rahmen dieses Formalismus sind nun ausgehend von der Gl. (1) 
die Beziehungen zwischen der Kuppenstrahldichte J ,, und dem Aufbau 
der inhomogenen Schicht zu diskutieren. 

Sehr einfach legen die Verhialtnisse, wenn die Linienform x’ vom 
Ort nicht abhangt. Dann fallt x’ aus M und # heraus, beide GroBen 
werden nicht nur von der Frequenz, sondern auch von der Linienform 
vollig unabhangig. Wir setzen fiir diesen Spezialfall M = M, und p = fy. 
Der relative Verlauf der Kontur J, (A y) wird ausschlieBlich tiber Y (to, po) 
durch die Frequenzabhangigkeit von t, bestimmt. Die Umkehrkuppen 
entsprechen dann stets dem maximalen Wert von Y (ty), #). Die Kuppen- 
strahldichten 

yb = ge “‘M, . Yinax (Po) 


sind ganz unabhangig von der Schichtdicke f/- N,, also unabhangig 
vom Entwicklungszustand der Umkehr. J,, ist also bis auf den in engen 


Grenzen abschiatzbaren Faktor Y,,,,(f9) gleich dem Mittelwert as 
Wenn die Linienform innerhalb des Bogens vom Ort abhangt, 
komplizieren sich die Verhaltnisse dadurch, daB M und # in Umgebung 


* 0,736 = 26". 
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des Linienzentrums von Ay abhangig werden und sich erst mit wach- 
sendem Ay konstanten Grenzwerten M,, und ~, nahernt. Infolge 
dieser Frequenzabhangigkeit entsprechen die Kuppenstrahldichten, so- 
lange die Kuppen noch in unmittelbarer Nahe des Linienzentrums 
liegen, nicht mehr den Maxima der Y-Kurven. Erst wenn bei fortschrei- 
tender Entwicklung der Umkehr die Kuppen in den Frequenzbereich 
eintreten, in dem sich M und # den konstanten Werten M,, und px 
nahern, ist der Kuppenstrahldichte wieder das Maximum der Y-Kurve 
zugeordnet. Das Stadium, das die Umkehr damit erreicht hat, wurde 
in UII als ,,drittes Umkehrstadium“ bezeichnet. In ihm gilt 


ioe) a J, Moo r oe (Poo) 7 (6) 


Hier ist also fiir das Verhaltnis J, / Vy die Ungleichung (4) erst im dritten 
Umkehrstadium gesichert und ist erst dann wieder wie bei konstanter 
Linienform die Kuppenstrahldichte von der Schichtdicke /- N,, also 
vom Ausbildungsgrad der Umkehrerscheinung, unabhangig geworden. 
M,, und #,, errechnen sich, indem man in (2) und (3) fiir x’ die in den 
Linienfliigeln geltenden Naherungen einfiihrt. In den Linienfligeln 
kann man x’ stets durch das Produkt zweier Funktionen darstellen 2, 
von denen die eine nur von der Frequenz, die andere nur vom Ort ab- 
hangt, so dak 

Hoo (Av, u) = p(Ay) - p(w). (7) 


Insbesondere wird 


ie (u) > Ni (u)-p(u) du 


Moo ag ies ii Uo i t " (8) 
ee [ Ni(v) - p(w): du 
0 


Hier geht also in M,, wie auch in #,, — die Linienform ein. 

Ob sich die Variation der Linienform merklich in der Kontur aus- 
wirkt und ob gegebenenfalls die Umkehr das dritte Stadium erreicht 
hat, 1aBt sich an Symptomen erkennen, die sich aus den Untersuchungen 
in U II ergeben. Fiir den Entscheid in der zweiten Frage ist z. B. der 
Vergleich mit Linien des gleichen Multipletts aufschluBreich. 


} Im folgenden sei angenommen, da Dopplereffekte auf die Ausbildung der 
Linienform keinen EinfluB haben. Bei Dopplerverbreiterung liegen die Verhaltnisse 
anders. Doch spielen in den Lichtquellen, die fiir diese Temperaturmessung in 
Frage kommen, Dopplereffekte gegeniiber den anderen Verbreiterungsursachen 
keine Rolle. 

* Natiirlich nur, soweit keine Dopplerverteilung vorliegt. Dopplerverteilung 
wurde schon oben ausdriicklich ausgenommen. 

+ Ma®geblich fiir die Naherung an die Grenzwerte M,, und p,, ist die mittlere 
Linienbreite. Deshalb werden die Grenzwerte, sofern sich die Variation der Linien- 
form merklich auswirkt, schon bei Frequenzen erreicht, bei denen (7) fiir die brei- 
testen Linienformen nur ganz unzureichend erfiillt ist. 


Eine neue Methode zur Temperaturmessung. I. 251 

Damit sind die allgemeinen Grundlagen fiir die Theorie der Tem- 
peraturmessung umrissen. Wir bringen sie nun zur Zielsetzung der 
Untersuchung in Beziehung, indem wir die Eigenschaften, die im Rahmen 
dieser Zielsetzung der Kuppenstrahldichte ihre zentrale Bedeutung 
geben, zusammenfassend formulieren: 

1. Die Kuppenstrahldichte ist von dem jeweiligen Ausbildungszu- 
stand der Umkehr, also von der Schichtstarke f- N,, véllig unabhangig. 

2. Die Kuppenstrahldichte ist nur abhangig von der Verteilung der 
Ergiebigkeit und der relativen Verteilung des Absorptionskoeffizienten 
im Ranm. In einer Saule, in der drtliches Temperaturgleichgewicht 
herrscht, sind beide Verteilungen in bekannter Weise durch die Vertei- 
lung der Temperatur festgelegt. Damit ist die Kuppenstrahldichte auf 
jedem Beobachtungsstrahl durch die raéumliche Temperaturverteilung 
eindeutig bestimmt. 

Diese Eigenschaften hat die Kuppenstrahldichte aber nur, wenn 
entweder die Linienform konstant ist oder wenn sich die Linie im dritten 
Umkehrstadium befindet. Wir werden zunachst voraussetzen, daB diese 
Bedingung erfiillt ist, werden aber nachtraglich erkennen, daB wir uns 
in vielen Fallen von dieser Voraussetzung lésen kénnen. 


§ 3. Die Einftthrung des 6értlichen Temperaturgleichgewichtes. 


Temperaturmessung, wie sie hier verstanden werden soll, setzt 6rt- 
liches Temperaturgleichgewicht voraus. Unter 6rtlichem Temperatur- 
gleichgewicht sei ein Zustand verstanden, in dem die Energieverteilung 
der Korpuskeln an jedem Ort der BoLtTzMANN-Statistik entspricht, 
obwohl die Temperatur eine Ortsfunktion ist!. Wenn wir diese Tempe- 
ratur und ihre Grtliche Verteilung in der Lichtquelle durch die Kuppen- 
strahldichten messen wollen, miissen wir die Kuppenstrahldichten mit 
der Temperaturverteilung in Beziehung bringen, also den in § 2 auf- 
gestellten allgemeinen Formalismus durch die Annahme des Ortlichen 
Temperaturgleichgewichts spezialisieren. Zu diesem Zweck sind zunachst 
die in M,, und p,, auftretenden Funktionen als Funktionen der Tem- 
peratur zu formulieren. Es sind dies die Ergiebigkeit f,, die auf die 
Raumeinheit bezogene Zahl der absorbierenden Zustande NV; und der 
ortsabhangige Faktor der Linienform y. 

Die Beziehung zwischen Temperatur und Ergiebigkeit ist durch die 
Annahme des 6rtlichen Temperaturgleichgewichts an sich nicht eindeu- 
tig festgelegt. Denn die Strahlungsdichte kann je nach der Absorption 


1 Die Voraussetzungen, unter denen diese formale Idealisierung die physika- 
lischen Verhaltnisse in brauchbarer Naherung beschreibt, werden in den Licht- 
quellen, die hier in Frage kommen, im allgemeinen erfillt sem. Es wird nachtrag- 
lich im zweiten Teil der Arbeit untersucht werden, in wieweit diese Voraussetzung 
iiberhaupt notwendig ist, und wie sich ihre Erfiillung experimentell priifen 14Bt. 
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innerhalb der Lichtquelle bei gleicher drtlicher Temperaturverteilung 
zwischen der Dichte Null und der Gleichgewichtsdichte schwanken, die 
der jeweiligen Temperatur zugeordnet ist. Dementsprechend kann auch 
bei gleicher Temperatur und der durch sie bedingten Anregungsvertei- 
lung der Anteil der erzwungenen Emission zwischen Null und dem Grenz- 
wert variieren, der dem Strahlungsgleichgewicht entspricht. Im ersten 
Fall wird, wie die Strahlungstheorie lehrt 

ae 


ii as 2hv ee kT (9) 


c2 


Im zweiten Fall ist die Ergiebigkeit gleich der PLANCK-Funktion fiir die 
schwarze Strahldichte bei der betreffenden Temperatur. Solange wir 
uns auf Messungen im Bogenspektrum beschranken, sind wir auf Tem- 
peraturbereiche angewiesen, in denen der Unterschied zwischen beiden 
Funktionen zum mindesten im Sichtbaren und UV nur klein ist. Zudem 
darf man annehmen, daB die Bedingungen in unseren Lichtquellen der 
unteren Grenze sehr viel naher liegen als der oberen. Wir werden deshalb 
fiir die Ergiebigkeit unbedenklich den WieNschen Ausdruck (9) setzen 
diirfen. 


Der untere Term der untersuchten Linie habe die Anregungsspan- 
nung V;. Dann gilt 


eV; 


IN = Noe *T, (10a) 
50 


wo fiir AN die auf die Volumeinheit bezogene Zahl der Atome im Grund- 
zustand zu setzen ist. Um die Beziehungen nicht von vornherein unnotig 
zu komplizieren, wollen wir zunachst annehmen, daB A, mit der Gesamt- 
zahl NY der Atome je Volumeinheit gleichgesetzt werden darf, so daB 


iN ee (10b) 


Die Verarmung an neutralen Atomen durch Ionisation und die Verar- 
mung an Grundzustanden durch Anregung? soll erst beriicksichtigt 
werden, wenn es im Laufe der Untersuchung notwendig sein wird. 


Bei der Formulierung der Funktion y(T) schlagen wir alle konstanten 
Faktoren, die in M,, und p,, durch Kiirzung herausfallen, dem frequenz- 
abhangigen Anteil g(4v) zu. Dann erfassen wir mit 


wT) = TH! orl=i 

1 Da uns beide Effekte im weiteren Verlauf der Untersuchung mehrfach be- 
schaftigen werden, seien sie zusammenfassend als ,, Verarmungseffekte‘‘ bezeichnet. 
In Quecksilberhéchstdruckbégen diirfen sie unter normalen Betriebsbedingungen 
vernachlassigt werden. 
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alle in Frage kommenden Falle mit Ausnahme der ElektronenstoBver- 
breiterung. Diese fiihrt zu 
‘ : eV; 
y(T) =T™-¢ 2T 
mit V; als Ionisierungsspannung. 

Um die Beziehungen zwischen den Kuppenstrahldichten und dem 
Temperaturverlauf zu formulieren, haben wir nun die Temperatur als 
Ortsfunktion in die drei Faktoren einzufiihren, deren Produkt nach (6) 
die Kuppenstrahldichte bestimmt. Da die Temperaturabhangigkeit der 
Ergiebigkeit — des ersten Faktors — bereits festgelegt wurde, ist die 
Aufgabe nur noch fiir M,, zu lésen und fiir den Parameter ,, der 
seinerseits nach dem in Abb. 2 dargestellten Zusammenhang den dritten 
Faktor Y,,..x (Poo) bestimmt. Es ist zweckmaBig, zuniachst die Verhaltnisse 
auf den einzelnen Beobachtungsstrahlen gesondert voneinander zu be- 
trachten, indem die Temperatur als Funktion der Koordinate uw auf dem 
jeweiligen Beobachtungsstrahl eingefiihrt wird. Dabei sei T,, die Maxi- 
maltemperatur auf dem Beobachtungsstrahl. 

Einfiihrung der Temperatur in M,, ergibt 


0 
Lassen wir nun fiir 7 den Bereich 
—t<l=+1 
zu, so schlieBt diese Formulierung den Fall der ElektronenstoBverbrei- 


terung mit ein. Fiir ihn wird, wenn wir die Anregungsspannung des 
oberen Linienterms mit V, bezeichnen, 


RT, 
6,0= ot 
TEM t RONG 
in allen anderen Fallen ist 
kTm 
Ol Vie 


zu setzen. p,, laBt sich aus (4) in véllig analoger Weise berechnen. Da 


1 *o 


nee, 
+ [ S@)dr=Meo I, 
Corr 


2 
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a ey en lee ere eere 
(set = ae ae 4 j2+1 Cy Ge 
a -€ u du —- -é g du 
iP dh | 


0 0 
0 


Die Funktionen 7 (uw), durch die der Temperaturverlauf auf den 
einzelnen Beobachtungsstrahlen in die Formeln eingeht, sind nicht 
von einander unabhiangig, sondern werden eindeutig durch den radialen 
Temperaturabfall T(r) und durch den Achsenabstand v des Beobach- 
tungsstrahls festgelegt. Diese Abhangigkeit bestimmt M,, und £, als 
Funktionen von v. Wir verzichten darauf, diese Abhangigkeit durch 
Einfiihrung von T (7) schon hier explizit in Erscheinung treten zu lassen, 
weil die Komplikation der formelmaBigen Darstellung, die damit ver- 
bunden ist, erst in einem spateren Stadium der Untersuchung fruchtbar 
werden wird, zunachst aber nur die Ubersicht erschweren wiirde. 

Aber in anderer Hinsicht bediirfen die Formeln (11) und (12) eines 
erganzenden Kommentars: Einen prazisen physikalischen Inhalt ge- 
winnen beide Formeln erst dadurch, daB die Randkoordinate uw) und 
die spater einzufithrende Randtemperatur 7, durch eine physikalische 
Aussage festgelegt werden, die sie mit dem Aufbau der Schicht in Ver- 
bindung setzt. M und # sind Grofen, die sich auf die Verteilung der 
Ergiebigkeit tiber der t-Skala beziehen. Wir haben also den Rand der 
Saule, soweit er sich in M,, und f,, auswirkt, an das Ende der jeweiligen 
t-Skala zu verlegen. Wahrend wir in § 2 bei Aufstellung des Formalismus 
die optische Schichtdicke durch einen rein formal eingefiihrten Ent- 
ladungsrand + u) begrenzten, geben wir jetzt nachtraglich der formalen 
Einfitthrung des Randes einen physikalischen Inhalt, indem wir umgekehrt 
den Entladungsrand durch das Ende der t-Skala festlegen. Das setzt 
natiirlich voraus, da die t-Skala in irgendeiner Form durch die physi- 
kalischen Gegebenheiten begrenzt wird. Diese Begrenzung kann z. B. 
durch eine stabilisierende Wand gegeben sein, ist aber hier, wo wir 
nur Linien zulassen, deren Grundterm wesentlich iiber dem Grund- 
zustand liegt, stets — sowohl bei wandstabilisierten wie bei frei brennen- 
den Bogen — schon durch den Temperaturabfall in der Saule gewahr- 
leistet. Der Rand wird hier also fiir jede Linie durch seine optischen 
Wirkungen festgelegt, und nicht etwa explizit lokalisiert. Auch Ty 
wird nur insofern bestimmt, als fiir T, und kleinere Temperaturen der 
Absorptionskoeffizient keinen merklichen Beitrag zur optischen Schicht- 
dicke leistet. Bei der formalen Integration kann deshalb auch, sofern 
in M,, und p,, die Temperatur als Integrationsvariable eingefithrt wird, 
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die untere Grenze 0 gesetzt werden. Im ubrigen wollen wir aber, wie es 
den physikalischen Gegebenheiten entspricht und deshalb auch einer 
durchsichtigeren Darstellung dient, an einem endlichen Wert fiir Tp 
festhalten. Denn fiir ZT, sind unter Umsténden erhebliche Werte zu- 
lassig. 

Damit haben wir den Zusammenhang zwischen der Kuppenstrahl- 
dichte und der Temperaturverteilung in der Sdule so weit geklart, dab 
wir das erste der in § 1 formulierten Probleme in Angriff nehmen kénnen. 


§ 4. Uber ein Verfahren zur Temperaturabschatzung 
an Bogensdulen. 


1. Formulierung des Grundgedankens. 


Aus der in § 2 und § 3 entwickelten Theorie begriinden wir als erstes 
ein in der Anwendung sehr einfaches Abschatzungsverfahren, das die 
Maximaltemperatur auf einem Beobachtungsstrahl in zwei Grenzen ein- 
schheBt. 


Auf jedem Beobachtungsstrahl gilt nach (6) 


fh 
ne M_Y. 


co max (Poo) 


"k 


Wir fihren nun statt der Ergiebigkeit die Maximaltemperatur 7}, ein 
und ordnen der Kuppenstrahldichte I,, durch 
hv 


Dh co hDpe 


ly, = 2a (13) 


eine ,, WIEN‘‘sche Temperatur T,, zu, die durch /,, gemessen wird. Es 
ist dann 


(14) 


M,, und Y,,,x (Po) sind unbekannt. Sie konnen aber beide den Wert 1 


nicht iiberschreiten. Ist andererseits ein Wert M@ bekannt, den Moo 
sicher nicht unterschreitet, so ist damit gleichzeitig ftir Y,,.,(f..) mit 
Y (M) eine untere Schranke gesetzt. Denn nach (4b) und Abb. 3 ist 


Yinax (Des = Y (Mo) = Y (M) ; 
So gilt die Ungleichung 
Ty ee Ts = Tw y ies . (4 5) 
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Die untere Grenze fiir T.. ist nattirlich trivial. Der Wert der Theorie 


m 


besteht darin, daB sie fiir J}, auch eine obere Grenze festlegt, indem sle 
fiir M,, eine untere Schranke M liefert. Dabei ist wesentlich, daB sich 


die GréBe M so bestimmen laft, daB sie nur von den Anregungsspannun- 
gen des unteren bzw. oberen Linienterms abhangt, also von allen Un- 
bekannten (Maximaltemperatur, relativer Temperaturverlauf, Linien- 
form) véllig unabhangig ist. Erst damit ist die Modglichkeit gegeben, 
die Ungleichung zu MeBzwecken zu benutzen. 


Wir stehen also vor der Aufgabe, die Existenz der unteren Schranke M 
nachzuweisen und ihren Wert zu berechnen. Zu diesem Zwecke schaffen 
wir uns zunichst eine geeignete Darstellung von M,,, indem wir in (8) 
die Temperatur als Integrationsvariable einfiihren, aber die Temperatur- 
abhangigkeit des Produktes y- A, einstweilen offen lassent. Nur so 
gewinnen wir den Rahmen, in dem wir die Grenzen fiir die Beweisfiihrung 
abstecken kénnen. Zur Vereinfachung der Darstellung setzen wir ferner 


oe 
(ag SPE 


yi DYN eT) 


du 


Se ae 
so dafs 
Dn 
Pec (L)-W(T)- f(T) aT 
View a 7, ; (16a) 
AC ar Mea ee 
Tr 


In Analogie zu T(u) bzw. u(T) konstruieren wir jetzt zusitzlich eine 
fiktive Temperaturverteilung T(u) bzw. u(T), so dab 


u(L,) =u(l)=0, 


m m 


u (Tp) = u (Tr) = Uo 


und ordnen ihr ebenfalls eine Funktion 


zu. Dann ist 

mn Ty 

fiat =f f(T) aT =u. 
rR TR 


" Es kénnen also hier auch die Verarmungseffekte mit einbezogen werden. 
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Mit f(Z) setzen wir 


Lie (L)Y(D) AT) at 
M = ~____ (16b) 


f W(T)- f(T) dT 


Den Nachweis fiir die Existenz einer unteren Schranke fiihren wir in 
zwei Stufen durch: Auf der ersten werden zwei allgemeine Bedingungen 
zwischen f(7) und i(T) abgeleitet, die fiir die Erfiillung der Ungleichheit 
M..>M 
hinreichend sind}?. : 
Auf der zweiten Stufe wird /(Z) im Rahmen dieser Bedingung so spe- 
zialisiert, daB M von allen unbekannten GréBen unabhangig wird?. Es 


folgt dann die Berechnung von M, Diskussion der Abschatzungsformel 
und Beispiel einer Messung. 


2. Ableitung einer allgemeinen Bedingung fiir Erfiillung der Ungletchheit 
M,, >M. 
M,, und M lassen sich auffassen als zwei verschiedene Mittelwerte 
der Funktion /,* mit den Gewichtsdichten 


: AEM ey ee), s Ne, 
G= ca und = ae Reesaty , (1 7) 
f VT) f(T) aT PPC ya od 
R TR 


Da J,*(T) monoton mit T anwachst, ist eine hinreichende Bedingung 
fiir M,, > M offenbar erfiillt, wenn fiir jedes T im Bereich T,< T< TF 


m 


ily 


wm 


paris | cniar 
rT Aly 


Das ist aber sicher erfiillt, wenn 


14a) G(T) und GT} sich im Bereich T,< T< Tj, nur in einem 
Punkt 7* schneiden, 

gaya Bereich I * = 1 f 

G>G. 

1 Wir fiihren damit den Beweis etwas allgemeiner, als es dem unmittelbaren 
Beweisziel nach notwendig ware, gewinnen so aber eine Aussage, die fiir ein spateres 
Stadium der Untersuchung fruchtbar wird. 

2 Die Erfiillung dieser Unabhangigkeit ist keineswegs trivial, weil A(T ) durch 


die zunadchst abgeleitete Bedingung im allgemeinen an f(T) und damit an unbe- 
kannte GréBen gebunden ist. 
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Wir ersetzen nun diese beiden Forderungen an G durch Forderungen 


an eae Wiirden sich G (7) und G (T) inmehreren Punkten T;* schneiden, 
so ware in jedem dieser Punkte 


Ars) a (LT) f(T) aT 
Det R tA Q 
i <i e ey 
LPT) HD) a7 
R 


wiirde also die linke Seite der Gleichung fiir jeden Schnittpunkt 7;* den 
gleichen Wert haben. Die Forderung 1a) ist also zu ersetzen durch die 
Forderung: 


1b) te darf in. dem ‘Bereich 7,= 7 = *7, “den kritischen™ Were 


nur einmal durchlaufen. 


Ebenso fiihrt 2a) zu der Forderung 
2b) Im Bereich 2*= f= 7 imu uberall celten: 


WL 


Damit ist der erste Teil des Beweisprogramms erledigt. 


3. Speztalisierung der Funktion EY 

Mit der Ableitung der Bedingungen 1b) und 2b) ist natiirlich nur 
erwiesen, daf eine Funktion / (T), die beiden Bedingungen Geniige 
leistet, auch die Erfiillung der Ungleichheit M,, >M garantiert. Es 
ist aber keineswegs gesichert, daB sich zu jedem ¥/(T) und f(T) ein / (T) 
gemaB 1b) und 2b) konstruieren 1a8t. Zum mindesten ist sicher, daB 
die Moglichkeit zu solchen Konstruktionen durch die Eigenschaften 
von ¥(T) und /(7) eingeengt wird. Die Eigenschaften von Y(T) und 
f(T) entsprechen den Bedingungen, die in der Bogensaule herrschen und 
seien deshalb in méglichst allgemeiner Form fixiert, ehe wir an die 
Spezialisierung der Funktion i (ZT) herangehen. Wir nehmen an, daB der 
Temperaturabfall im Bereich T,< T<T,,, also in den Teilen der 
Saule, die noch merklich zu M,, beitragen, héchstens einen Wendepunkt 
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durchlauft?. Aus der Definition von f(T) ergibt sich dann: /(Z) ist im 
ganzen Bereich 7, =-T = T,, positiv. f(T») ist unabhangig von der 
Lokalisierung des Randes stets endlich, dagegen wird f fir T — Teestets 
unendlich. Hat der Temperaturabfall im Bereich Ty< T < 7, keinen 
Wendepunkt, steigt (Z) vom Randwert monoton bis unendlich, im 
anderen Fall durchlauft /(T) ein Minimum, wie Abb. 4a schematisch 
andeutet. Die Funktion Y(7), die die Temperaturabhangigkeit des 
Absorptionskoeffizienten beschreibt, soll mit T monoton wachsen. Diese 
Annahme gilt nur in bestimmten, wenn auch weiten Grenzen. Wir 
werden die Abgrenzungen, die sich daraus fiir die Anwendung der 
Abschatzung ergeben, nachtraglich diskutieren. 


Die fiir unsere Absicht sinnvolle Spe- ~ 
zialisierung der Funktion T (u) ergibt sich 
aus dem Umstand, daB / fiir eine lineare 
Funktion T (u) konstant wird und deshalb 
in M durch Kiirzung herausfallt. Wir 
setzen also 


T (u) =T, (ee Tp) a H 
Uy) i ar 
1 R 7 — me 
mit 
5 Ug Abb. 4a. Zum Beweis der Ungleichung 
b= % Moo >M. 
, Tn = TR oo 


und fragen nach den Voraussetzungen, unter denen sich die Bedingungen 


4b) und 2b) mit dem linearen T (u) erfiillen lassen. Es la8t sich nun 
leicht zeigen, daB sich 1b) und 2b) im Rahmen der Annahmen iiber / (7) 
und ¥Y (7) durch —_——— 


— jedenfalls dann erfiillen lassen, wenn 
Lepr 


LORY eae ot (19) 


Aus (19) folgt naémlich zunachst, daB die konstante Funktion / die 
Funktion /(7) innerhalb des Intervalles 7,< T< TJ), nur in einem 


Punkt T** schneidet (s. Abb. 4a). Es ist also ii nus imi Bereich 7 **< 
T < T,, kleiner als f (7), dagegen im Bereich 7, << T < T** tiberall gréBer 
als f(T). Aus dieser Aussage, aus der Normierungsbedingung 


Dn Ty a 
eT CE Glee! Fad 
TR 7B 


1 Diese Annahme ist in jeder Bogensaule erfiillt. Der Temperaturverlauf in 
den iuBeren Randzonen, fiir den H. MARKER und J. SPERLING [Naturwiss. 35, 
253 (1948)] weitere Wendepunkte nachweisen, ist hier véllig belanglos, weil er zu 
den Integralen in Mz. nichts beitragt. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. 18 


iy) 
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und weil ¥(T) monoton ansteigt — hier geht diese Annahme wesentlich 
ein — ergibt sich weiter, daB 


I 


m 


Lawad 


daB also wegen (18) die Temperatur 7*, fiir die G = G wird, im Bereich 
Pe aT ee heety Da ft (T) nur in diesem Bereich kleiner als 1 
ist und auBerdem jeden Wert nur einmal durchlauft, ist 1b) erfiillt. 
Auch 2b) ist erfillt. Denn f(T) ist um Bereich, 7*= 1 < 7, uberall 


kleiner als HiHT*), weil f/f (T) mm ganzen Bereich [**=— 7 7 mie 
steigendem T monoton kleiner wird. Damit ist erwiesen, daB sich die 


Bedingungen 1b) und 2b) durch eine lineare Funktion T (w) erfiillen 


lassen, wenn {(Tp) = --“°—— ist, daB also unter der gleichen Vor- 


Im — TR 

aussetzung auch die Ungleichheit M,,>M mit T(u) garantiert ist. 
Die Beweisfithrung lat allerdings auch erkennen, daB wir uns damit 
wieder nur mit einer hinreichenden Voraussetzung begniigt haben. 


Wir haben nun den Inhalt der Forderung (19) /(Z,) = ae ; 
die uns die Erfiillung der Ungleichheit M,, > M garantiert, physikalisch 
zu deuten, und nachzupriifen, inwieweit sie in Bogensdulen erfiillt ist. 


Der Inhalt der Forderung (19) laBt sich sehr anschaulich formulieren: 
Es wird verlangt, daB der lineare Temperaturabfall T (u) die Funktion 
T(u) im Bereich 7,< T< T,, nirgends schneidet, sondern héchstens 
bei 7, beriihrt. Die Forderung (19) bezieht sich also auf den Bereich, 
dessen auBere Grenze in §3 als Ende der t-Skala festgelegt wurde. Wir 
miissen deshalb auch die Diskussion der Forderung so fiihren, daB wir 
uns auf diese Form der Randdefinition beziehen kénnen. Zu diesem 


Zweck leiten wir aus M,, und M zwei Temperaturfunktionen ab, indem 
wir die Integrale nicht von u =u) bzw. T = Tp erstrecken, sondern 
von einem beliebigen Zwischenpunkt ~ bzw. T ausgehen, und gleich- 
zeitig 

P(u) =T,,—(En—Te) | durch Fu, @) =T,, —(, — 7) 


also auch 


f= = = durch f( )= oe Ser 
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ersetzen. Es ist dann 


Typ, 
SiG) Pareer 
Ti fin en ee Sa alg 
f PUD ape) ar 
2 
fie 
fig Cera) at 
RT) = = i weet 
Sf PT) F(T) a7 
Te 


Fir T sei der ganze Bereich 0 = T = T,, zugelassen. Wir konnen nun, 
wie sich ohne weiteres aus der formalen Analogie ergibt, die Aussagen 
liber M,, und M, die wir oben bewiesen haben, 


ohne Einschraénkung auf M.. (T) und M (T) 
libertragen, wenn wir f durch /(T) ersetzen. 
Insbesondere ergibt sich: Die Bedingungen 


1b) und 2b) und damit auch die Ungleichung 
Moo (T) > M (T) 
sind mit der linearen Funktion T (wu, ut) sicher 
gewahrleistet, wenn 
i Recess 


Mal Abb. 4b. Zum Beweis der 


ist. Diese Forderung ist aber im allgemeinen Ungleichheit Mo. > M. 


uU 


nur bis zu einer bestimmten unteren Grenze T, 
bzw. oberen Grenze %, erfiillt. Den Grenzpunkt %,, J, findet man leicht 
als Bertthrungspunkt der von T=T,, uw=0O an T(u) gezogenen 
Tangente (schematische Darstellung in Abb. 4b). Daraus folgt: Durch 
unsere Beweisfiihrung ist zunachst nur die Ungleichung 

Meo (Ze) > M (Zh) (20) 


aber noch nicht M,, >M gewahrleistet. 
Da die Randtemperatur 7; als untere Grenze des Temperatur- 
bereichs festgelegt wurde, der zu den M,,-Integralen noch merkliche 


Beitrage liefert, so ist M,, = %(T,) und M = M(T,). Es ist also 
die Ungleichung M,,>M nur dann gesichert, wenn die Differenzen 
A Moo = Moo (T) — Meo (Tx) 

AM = M (T,) — Mt (Te) 


t / (T) 14Bt sich natiirlich als Konstante herauskiirzen und wird hier lediglich 
der Ubersicht halber weitergefiihrt. 


und 


18* 
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sehr viel kleiner sind als 
Mao (Te) — Mt (Tr) = Moo — M 


Inwieweit der Temperaturabfall in Bogensdulen so verteilt ist, daB 
der Wert von M,,, wie hier verlangt wird, im wesentlichen schon durch 


den zentralen Bereich T,< T< i bestimmt wird, lieBe sich in voller 
Allgemeinheit nur auf Grund einer umfassenden Theorie der Saule 
entscheiden. Eine solche Theorie steht einstweilen noch aus, weil es 
bisher nicht gelungen ist, die Differentialgleichung fiir den Temperatur- 
abfall in der Sdéule, die von ELrenpAAS! und von HELLER? aus der 
Leistungsbilanz abgeleitet wurde, explizit zu lésen. Es haben aber 
WEIZEL und Scumitz? einen weitgehenden Uberblick tiber die Struktur 
der Lésungen geschaffen, indem sie die theoretische Diskussion der 
Gleichung mit der numerischen Berechnung vieler Lésungen kombi- 
nierten. Eine eingehende Diskussion dieser theoretischen Unterlagen 
laBt selbst bei vorsichtiger Bewertung die Aussage zu, daB zum min- 
desten* bei allen Saulen, bei denen sich neben der Warmeleitung auch 
schon Abstrahlung in den Leistungsverlusten bemerkbar macht, AW. 


und AM sehr klein werden gegen M,, — M, daB hier also, wie verlangt 
wird, M,, nahezu ausschlieBlich durch den oben abgegrenzten zentralen 
Teil der Saule bestimmt wird. Insbesondere gilt das fiir Quecksilber- 
hochstdruckbogen, auf die ScHmMiTz und WEIzEL die Resultate ihrer 
Untersuchungen anwenden®. Die experimentelle Erfahrung zeigt aber, 
daB gleiches offenbar auch schon fiir Saulen gilt, in denen bei annahernd 
gleicher Temperatur der Druck — und demzufolge auch der Anteil 
der Abstrahlung an der Verlustleistung — wesentlich kleiner ist als 


1 BLENBAAS, W.; Physica, Haag 2, 169 (1935). 

2 HELLER, G.: Physics 6, 389 (1935). 

* Scumitz, G.: Phys. Z. 44, 129 (1943). — WeizEL, W., u. G. Scumitz: Phys. 
Z. 44, 383 (1943). 

* Die Ergebnisse der Scumitzschen Rechnungen wiirden weitergehende Aus- 
sagen zulassen, doch zwingen die Vernachlassigungen (konstantes Warmeleit- 
vermogen) einstweilen zu vorsichtiger Beurteilung. 

° Scumitz bezieht die Ergebnisse seiner Rechnungen auf Bogensaulen in Hg- 
Dampf, deren Achsentemperaturen zwischen 7000 und §200° liegen. Die Scumitz- 
schen Resultate lassen aber erkennen, daB die Folgerungen, die hier gezogen werden, 
auch fiir héhere Temperaturen zum mindesten bis zu der Grenze gelten, bis zu 
der Temperaturabschatzungen nach diesem Verfahren in Frage kommen (fiir 
Hg-Héchstdruckbégen etwa 13000°). Da fiir die Folgerungen, die hier gezogen 


, z ih Jee kT : 

werden, nur die GroéBen — ne Sa und ae maBgeblich sind, la8t sich die Aus- 
evi e@Vyp eva 

Sage auch auf andere Atome iibertragen. Denn das Verhaltnis Vi; = Vasey 

variiert dabei, wie es sich aus der ganzen Sachlage ergibt, nur in relativ engen 

Grenzen. Im wesentlichen verschiebt sich also nur die Temperatur proportional 


zu V;, also genau wie die Grenze, die der Methode sowieso gesetzt ist (s. weiter 
unten). 
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bei Quecksilberhéchstdruckbégen. So messen HORMANN ! sowie MAECKER 
und SPERLING? an einem normalen Kohlebogen unter Atmospharen- 
druck einen Temperaturverlauf, in dem M,, ebenfalls schon durch den 
oben bezeichneten inneren Bereich festgelegt ist. Gehen wir davon 
aus, daB Linien, deren unterer Term wesentlich iiber dem Grundzustand 
liegt, nur bei relativ hoher Temperatur und erheblicher Dichte in 
Selbstumkehr erscheinen, so diirfen wir zusammenfassend feststellen: 
In den Saulen, die fiir eine Temperaturmessung an Umkehrkonturen in 


Frage kommen, darf die oben bewiesene Ungleichung M.. (F;) >M(F) 
durch M,,>™ ersetzt werden. 


Der Nachweis dafiir, daB M als untere Schranke fiir M., gesetzt 
werden darf, ist jetzt nur noch an die Voraussetzung gebunden, dak 
Y(T) im Bereich T,< T< T,, monoton zunehmen soll. Nun durch- 


lauft aber die Funktion ¥(7) nach anfanglichem Steigen stets bei einer 
bestimmten Temperatur 7, ein Maximum. Deshalb ist auch die Un- 


gleichheit M,, > M nur gesichert, so lange T,, diese — wie sich ergeben 
wird — vom Druck abhangigen Grenztemperatur nicht tiberschreitet. 
Da wir uns im Beweisgang immer nur mit hinreichenden Bedingungen 
begniigt haben, ist diese Grenze nur eine Grenze fiir die Schliissigkeit 
des Beweises, nicht aber notwendig ftir die Ungleichheit selbst. Eine 


eingehende Diskussion der Grenze wird in §5 gegeben. 


4. Berechnung von M. 

Der Berechnung miissen zwei Bemerkungen tiber die beiden Funk- 
tionen A;(T) und w(T) vorausgeschickt werden, deren Produkt die 
Funktion ¥/(7) definiert. 

Das oben formulierte Abschatzungsverfahren ist nur dann physika- 
lisch sinnvoll, wenn M,, dem tatsachlichen Wert entspricht, wenn also 
auch die Verarmungseffekte beriicksichtigt werden. Andererseits setzt 
aber der Beweis der Ungleichung M,, + M rein formal voraus, da in 
beide GréBen die gleiche Funktion Y(T) eingetragen wird. Deshalb 
muBten auch bei der Berechnung von M die Verarmungseffekte beriick- 
sichtigt werden. Trotzdem werden wir bei der Berechnung von M fir N; 
den Ansatz (10b) benutzen, d.h.: Wir werden keinen der beiden Effekte 
beriicksichtigen. Wir werden weiter unten zu dieser Vernachlassigung 
Stellung nehmen. 

AuBer WN, geht y(7) — die Temperaturabhangigkeit der Linienform - 
in Y(T) und damit in M,, und M ein. Wenn wir die Schranke M von 
Voraussetzungen iiber die Linienform unabhangig machen wollen, so 


1 HORMANN, H.: Z. Physik 97, 539 (1935). 
2 MaEcKER, H., u. J. SPERLING: Naturwiss. 35, 253 (1948). 
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miissen wir bei der Berechnung von M die Linienform zugrunde legen, 


die zu dem kleinsten M fiihrt. Wir miissen also 


1 
setzen. Dann wird 
. J 
i eV, eV, 
deneyeAleeat eels ig 
T? 
M — v 


Die Ausrechnung fiihrt zu dem itberraschend einfachen Ergebnis 


~ V 5 


M = (21) 


Vie 

Durch obige Verfiigung tiber die Linienform haben wir uns auBerdem 
fiir alle Linienformen, deren Breite von der Mitte der Entladung bis zum 
Rande zunimmt, unabhangig gemacht von der Voraussetzung, daB die 
Umkehr das dritte Umkehrstadium erreicht haben soll. Denn fiir diese 
Linienformen ist, wie sich aus UII ergibt, M@ im Zentrum der Linie 
iiberall gr6Ber als in den Linienfliigeln. 


5. Diskussion der Abschatzungsformeln. 
Die Formulerung der Schatzungsungleichung (15) wird besonders einfach, 
wenn wir aus Y (M) eine Funktion 


A(M) rae = in (YM) 


konstruieren. Abb. 5 zeigt den Verlauf von A(M). Mit M - V;/V;, schreibt sich 
dann die Ungleichung (15) 


Tw —< Tm S< Tw 7 ra ee 7, . (22) 
pe gahey (F) 
Vin 


Diese Formel 1a8t erkennen, daB das Schatzungsintervall praktisch nur von kTy/eV, 
abhangt. Denn die Funktion A (M) variiert in dem Bereich 0,35 < V;/V;, < 0,85, 
der allein fiir V;/V, in Frage kommt, nur zwischen 1,87 und 2,03. 

Zur Diskussion fiihren wir das Schatzungsmittel TJ,, ein und bezeichnen die 
groBtmogliche Abweichung mit 17, so dak 
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mit LR iV; 
orate 
TF = EVA h 
{y= 1 Spas = 
i “ATW (¥ ) (23a) 
Las eVn V;, 
yo eee 4G 
ij wd 2 eVa Va, oy 
pie jet ae 
2 ey Vi 
ae 1 kly 7; \ : Ww 
Dabei ist — Sir A(? 4 sehr nahe gleich oe . Aus (23b) ergibt sich zweierlei, 
h wh eva 


Zunachst ergibt sich, daB das Schatzungsintervall nicht nur absolut, sondern auch 
relativ zum Schatzungswert mit steigender 
Temperatur anwachst !. Zweitens ergibt sich, 
daB die Schatzungsunsicherheit bei gleicher 


25 


Temperatur im allgemeinen um so gréBer 23 

wird, je kleiner die Anregungsspannung des { 

oberen Linienterms ist. 27 
” 


Die GréBenverhAaltnisse seien zunachst an A 
einem Beispiel erdértert, das auf die Queck- 
silberlinie 4358 A Bezug nimmt. Dabei wird , 
zweckmaBigerweise nicht V; in Volt, sondern 


hal el fT. in °K vepeb Bios Pas os Sa a 
ae ceirk in “K gegeben. Kur 2°F, — 2°5, ist Cae. G4. O6 08 40 
M — 
V: Vi: \ Abb. 5. Die Funktion 
7 = 0,63, A (+) = 1,87, ; 
h a AMET A) = —-In{MY(™M)]. 
4—™M 


Ti— 18,05 10" 


Messung der Kuppenstrahldichte an einer Osram-Hochdrucklampe? (Kugelform, 
200 W, etwa 60 Atm.) ergab auf einem Strahl] durch die Bogenachse 


Tif A OO tas 


Daraus ergibt sich fiir die Temperatur in der Bogenachse 


Tm = 7700 i 600° K 


ergibt sich also eine Schatzungsunsicherheit von 8%. Der Wert ist in guter Uber- 
einstimmung mit Messungen von P. Scuurz und W. WE1ZEL, die nach einem vollig 


1 Dieser Nachteil ist natiirlich darauf zuriickzufiihren, da das ‘Temperatur- 
intervall durch Intensitaten festgelegt wird, die in einem konstanten Verhaltnis 
stehen, wurzelt also im Grundgedanken der Methode. 

2 Die Zahlenangaben verdanke ich Herrn Dr. GOING, der die Umkehrkonturen 
im Héchstdruckbogen eingehend untersucht hat; die Arbeit wird demnachst er- 
scheinen. Hier sollen die MeBresultate lediglich zur Illustration des Verfahrens 
dienen. Die in einer vorlaufigen Publikation {Naturwiss. 36, 279 (1949) | mitgeteilte 
Temperatur ist etwas zu klein, weil damals, wie Sondermessungen inzwischen 
gezeigt haben, die Durchlassigkeit der Quarzwand zu groB angenommen wurde. 
Der weitere Ausbau der Theorie zeigt allerdings, daB das Schatzungsmittel den 
wahren Wert iibersteigt und fiihrt auf eine etwas kleinere Temperatur. 
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anderen Verfahren unter gleichen Betriebsbedingungen 7300 Kf gemessen haben. 

Uberlagert man einer stationar brennenden Hochstdrucklampe StoBentladungen, 

erreicht man in den Kuppen von 4358 A weitaus héhere Werte fir eqips while 
2 — 000° K ware 

Rime ys Tm = 12700 -—- 1700° 

wire also die Unsicherheit auf + 13% gestiegen. Trotzdem wird in vielen Fallen 


auch diese Schatzung noch rie ae sinnvoll bleiben, so lange andere Méglich- 
keiten zur Temperaturmessung 
nicht gegeben sind. Das von 
Rompe und ScHULz angewandte 
Verfahren — Temperaturbe- 
stimmung aus den Halbwerts- 
breiten von 2!1P,—21!S) und 
21P,— 31D, — ware hier nicht 
mehranwendbar, weil bei diesen 
Temperaturen auch die beiden 
gelben Linien in Selbstumkehr 
erscheinen. Mit 13000° K ist 
aber auch, wie sich im nachsten 
Paragraph erweisen wird, unter 


den angegebenen Bedingungen 
der Anwendung des Abschat- 
B — zungsverfahrens durch die wach- 
sende Ionisierung eine Grenze 
2 gesetzt. 
Bei Atomen, deren Ioni- 
sierungsspannung kleiner ist, 
7 7 ‘bei denen deshalb auch die 
| hdheren Terme niedriger liegen, 
0 0 a - a 7 werden die prozentualen Schat- 
ad 2 9 4 ee es, zungsunsicherheiten des Hg- 
=—rTr- oe 2 

: Sut Beispiels schon bei entsprechend 

Abb. 6. Abschatzung des radialen Temperaturabfalls in einem lei T t 
Hg-Hochstdruckbogen (Osram-Héchstdrucklampe, 200 W, RMOHe CMOS ATIG HL (SL 


Kugelform, 60 Atm.). +--+ gemessene Ty,-Werte; 00 be- reicht. Aber hier hegen auch 

rechnete obere Schatzungsgrenze; ausgeglichene die Grenzen, die der Tempe- 

Schatzungsmittel. raturschatzung mit Bogenlinien 

durch die lonisierung gesetzt 

sind, entsprechend tiefer, so daB auch bei Atomen mit kleineren Ionisierungs- 

spannungen die Schatzungsunsicherheit im zulassigen Temperaturbereich physi- 
kalisch sinnvoll bleibt. 

Das gleiche Verfahren, das hier zunachst zur Abschatzung der Temperatur 
in der Saulenachse angewandt wurde, laBt sich auf alle Strahlen iibertragen, die 
gegen die Achse verschoben sind, sofern auf ihnen geeignete Linien in Selbstumkehr 
erscheinen. Auf diese Weise kann man den Temperaturabfall in Grenzen ein- 
schlieBen. Abb. 6 gibt die Ty-Werte und die Kurve des Schatzungsmittels, die 
mit der gleichen Lampe und unter gleichen Bedingungen wie oben bei Ermittlung 
der Achsentemperatur an 4358 A gemessen wurden!. Meistens ist jedoch diese 


+ Letzte Angaben nach einer Auswertung von P. Scuurz [Ann. Phys. 3, 280 
(1948) ]. 

tt Nach Messungen von H. EuLErR (erscheint demnachst). 

' Messung in der Mitte zwischen beiden Elektroden senkrecht zur Bogenachse. 
Die deutlich wahrnehmbare Asymmetrie ist auf den Ziindstift zuruckzufihren, 
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Auswertung unzweckmaBig. Hat man namlich Jy nicht nur fiir den Mittelstrahl, 
sondern als Funktion von v gemessen, so lassen sich im allgemeinen mit Auswerte- 
verfahren, die weiter unten besprochen werden, weit prazisere Aussagen tber 
Achsentemperatur und Temperaturverlauf errechnen. Das Abschatzungsverfahren 
findet also sein eigentliches Anwendungsgebiet in den Fallen, bei denen man darauf 
angewiesen ist, Aussagen iiber die Achsentemperatur durch Messungen auf einem 
Mittelstrahl zu gewinnen. 


§ 5. Abgrenzung des Anwendungsbereiches 
fir das in § 4 entwickelte Schatzungsverfahren. 


1. Berechnung der Grenztemperatur T.: 
5 


Nach § 4,3 ist 7, die Temperatur, bei der die Funktion y(T) N;(T) ibr Maxi- 
mum durchlauft. Die Lage des Maximums wird entscheidend durch die Verar- 
mungseffekte beeinfluBt. Bei der Festlegung der Grenze muB deshalb die Ionisation 
beriicksichtigt und das Gewicht des Grundterms durch die Zustandssumme S des 
Atoms ersetzt werden. Fir y(T) haben wir wie in § 4 1/T zu setzen. Ist c die 
Jonenkonzentration, so wird 

eV; 


ad mss) g Pp oer {i — c(T) . 
Mle Ney eg FE 2 
Re DR eee ara ae Cer) (24) 


In der Zustandssumme soll nur das unterste Multiplett beriicksichtigt werden. 
Wir ordnen ihn eine mittlere Anregungsspannung V, zu und beziehen sein Gewicht g, 
auf das Gewicht des Grundzustandes, so daB 


AuBerdem setzen wir 


Wenn wir alle unwesentlichen Konstanten in AK zusammenfassen, so wird 


wy 
; : 1 1 = - 1 — c(z) 
p(T) -Ni(T) = Kk: oe = ce ; eres) 


babar eiw 


Der Temperatur T, entspreche der Wert z,. Nullsetzen des Differentialquo- 
tienten ergibt dann eine Beziehung zwischen z, und der Ionenkonzentration im 


Maximum: 
as 
dc = 
. = 29 
dz §s°é 
aes iz (227— o,)ictb a 2° ______ = (), (25) 
i c z= Zu 5 gf , oa 
Zz 
1tygs:e § 


der links in den Zeichenebene saB. Diese Asymmetrie stért die Auswertung nicht, 
weil bei der Abschatzung nur symmetrische Verteilung auf den einzelnen Beobach- 


tungsstrahlen vorausgesetzt wird. 
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Eine zweite Beziehung liefert die Sahaformel' 


or 


ro 


eS eee ae (26) 


Wenn wir sie namlich differenzieren und dann aus der differenzierten Gleichung 
und der undifferenzierten Formel (26) A/p eliminieren, so bekommen wir eine 
Differentialgleichung fiir c (z) 


=s 
5 
t 
Nim 
R 
a 


die fiir jedes z, also auch fir zz, Giiltigkeit hat. Kombination von (25) mit (27) 
ergibt dann eine unmittelbare Beziehung zwischen 2g und Cg, der Konzentration 
im Maximum. Es ist? 


a. 
S 
a 4 
Se 
U5-e gs 
ond 22g Se — — 

Gs 

oh 

ia gs°@ 72 

a : (28) 

= a 


tnt 


it) 
ye 
R 


Der zu c, und gehdrende Druck ergibt sich aus der Sahagleichung mit 


z g 


_ 


Paes ae ee (29) 
St esie 


Aus (28) und (29) 1aBt sich z, und damit Z, als Funktion des Drucks gewinnen. 

a, und g, haben im allgemeinen nur bei sehr hohen Temperaturen einen merk- 
lichen EinfluB auf die Grenze. «; wirkt an sich starker auf die Grenzlage ein, hat 
aber seiner Bedeutung nach nur eine ziemlich kleine Variationsméglichkeit (etwa 
zwischen 0,5 und 0,8). Ausschlaggebend ist die Ionisierungsspannung, die den 
z-Werten die Temperatur zuordnet. Um zunachst an einem Spezialfall einen 
Uberblick iiber die Lage der Grenzkurve zu bekommen, wurde T, (p) fiir die Queck- 
silberterme 2°P,(V; = 4,86) und 21P,(V; = 6,67) berechnet. Abb.7 zeigt das 
Resultat. Der EinfluB der Termlage tritt klar zutage: Wird der untere Linienterm 
gegen die Ionisierungsspannung verschoben, verschiebt sich die Grenze nach héheren 


1 Die Zustandssumme des Ions kann auch weiterhin durch das Gewicht des 
Grundzustandes genahert werden und sei der Konstanten 4 zugeschlagen. 
* Fiir nicht zu hohe Temperaturen geniigt die einfache Beziehung 
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Temperaturen!. In der Darstellung ist der Bezirk, der den normalen Betriebs- 
bedingungen der Osram-Héchstdrucklampen entspricht, umrandet und schraffiert. 
Er hegt mitten im zulassigen Bereich. Die Darstellung zeigt aber auch, daB® bei 
etwa 80 Atm. roch Messungen bis iiber 13000° K méglich sind?. 

Aus dem Quecksilberbeispiel 14Bt sich auch — wenigstens in groben Zigen — 
der Verlauf der Grenze fiir andere Falle ablesen. Bei konstantem 0G" VOR. 
und g, kénnen wir in diesem Zusammenhang absehen — ist beim U'bergang auf 
andere Atome der /-MaBstab3 im Verhiltnis 


i) |v 
1 8s \He 1 &s 


der 7-MaBstab im Verhaltnis Vig Vj zu verzerren. Den Ausschlag gibt bei 


dem flachen Verlauf der Kurven die Verzerrung des T-MaBstabes, d.h.: Die Ver- 
schiebung der Grenze besteht im wesentlichen 


darin, daB sich die Ordinaten im Verhaltnis 8 
der Ionisierungsspannungen Andern. j 
72 
2. Uber die Vernachlassigung der Ver- i: 2 
NT 


armungseffekte bei der Berechnung von M. 


Es ware nun weiter zu priifen, inwieweit 
man in dem zulassigen Bereich bei. Berech- 


102 7 10 70° Atm 


nuny der unteren Grenze M die Ionisierung rachis 

vernachlassigen und die Zustandssumme durch 45, 5 Grenzen fiir die wendene ces 
das Gewicht des Grundzustandes ersetzen Abschatzungsverfahrens bei Quecksilber. 
darf. Wir wollen aber hier zunachst auf eine Untere Linienterme 2'P, und 2*P;. FF Be- 


4 Re ueae ich der Hoch- und Hoéchstdruckbégen 
gs hten, weil sich 7 : F 8 
Untersuchung der Frage MABEETS ; EUG unter normalen Betriebsbedingungen. Be- 


das Ergebnis aus Rechnungen, die wir im merkung zu den Rechengrundlagen: V; 


0 
(OmOn 


zweiten Abschnitt durchfiihren miissen, nach- yom normalen Wert bei 1 Atm. auf 9 V 
traglich von selbst ergibt. Es wird sich zeigen, bei 1000 Atm abfallend V, = 4,86 V, 
daB man, ohne die Temperaturabschatzung zu g, = 9. 


gefahrden, im ganzen durch JT, abgegrenzten 
Bereich MW noch als untere Schranke einsetzen darf, auch wenn bei der Berechnung 
von M die Ionisierung vernachlassigt und die Zustandssumme durch das Gewicht des 


Grundzustandes ersetzt wird. Das liegt im wesentlichen daran, daB wir mit M die 
Schranke von vornherein sehr weit nach unten verschoben haben und die Grenze 


1 Um wie oben von Annahmen iiber die Linienform unabhangig zu werden, 
haben wir der Berechnung der Grenze y(7) = 1/T zugrunde gelegt. Der Uber- 
gang zur ElektronenstoBverbreiterung wiirde, wie man leicht durch eine Rechnung 
erkennt, in gleicher Richturg wirken wie eine Hebung des unteren Linienterms. 
Fiir 5791 A darf man bei hohen Temperaturen und hohen Drucken Elektronen- 
stoBverbreiterungen annehmen. Fiir Messungen an 5791 A (Grundterm 21P,) wiirde 
sich also unter diesen Bedingungen die Grenze noch weiter verlagern. 

2 Yom Standpunkt der bisherigen Untersuchung aus scheint eine Gewahr gegen 
ein Uberschreiten der Grenze nur dann gegeben, wenn die obere Abschatzungs- 
temperatur die Grenze nicht iiberschreitet. Es wird sich aber im zweiten Abschnitt 


zeigen, daB diese Forderung iibertrieben ist. Es geniigt — zum mindesten fiir 
Hochstdruckbégen — wenn die Abschatzungstemperatur die Grenze nicht iiber- 
schreitet. 


3 Die Konstante A ist proportional zu ve. 
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mit Z, zu eng gezogen ist, weil sie keine Grenze fiir die Giltigkeit der Ungleichheit 
g 3 8 3 

Moo > M, sondern nur eine Grenze fiir die Schliissigkeit des hier gegebenen Beweises 

ist. Trotzdem hat es keinen Sinn, diese Grenze durch scharfere Beweisfithrung 

hinauszuschieben, weil man dann in Bereiche kommen wiirde, in denen auch bei 


Berechnung von M Ionisierung und Zustandssumme beriicksichtigt werden miiBten. 
Dadurch wiirden die Schatzungsintervalle, die sich sowieso mit steigender Tem- 
peratur vergréBern, noch mehr ausgeweitet. Schon aus diesem Grunde scheint 
es nachtraglich gerechtfertigt, daB wir uns in § 4 mit dem begnigten, was sich durch 
einfache hinreichende Bedingungen erreichen leB. 


3. Zum Ausschlup der Resonanzlinien. 


Wir haben von vornherein Resonanzlinien von der Untersuchung ausgenommen. 
Soweit sich dieser Verzicht auf das in § 4 entwickelte Verfahren bezieht, laBt 
sich seine Notwendigkeit riickblickend leicht begriinden. In unserem Gedanken- 
gang ist eine Abschatzung der Temperatur nur dann méglich, wenn sich fiir Moo eine 
untere Schranke setzen lat, die nicht irgendwie von der Temperatur in der Saule 
abhangt. Wie der Beweisgang erkennen laBt, ist die Méglichkeit, eine solche 
Schranke zu setzen, formal dadurch bedingt, daB der Absorptionskoeffizient schon 
im Temperaturabfall der Saule so klein wird, daB praktisch nur die inneren Teile 
der Saule zu Mg beitragen. Das ist stets der Fall bei Linien, deren unterer Term 
wesentlich tiber dem Grundterm des Atoms liegt. Bei Resonanzlinien aber waren 
fiir Mao analoge Verhaltnisse nuy gegeben, wenn die Linienform, soweit sie sich 
in M.. auswirkt, durch ElektronenstoBverbreiterung bestimmt ist!. In allen 
anderen Fallen wiirde bei Resonanzlinien der Temperaturverlauf in den au®eren 
Schichten der Saule durch das Nennerintegral wesentlich in M, eingehen und 
die Festlegung einer von der Saulentemperatur und deren Verlauf unabhangigen 
Schranke unméglich machen. Wenn wir also die Abschatzung von der Linienform 
unabhangig machen wollen, miissen wir die Resonanzlinien von der Anwendung 
ausnehmen?. 


4. Erweiterung auf Gasgemische. 

Bei Begriindung des Abschatzungsverfahrens wurde stillschweigend unter- 
stellt, daB der Bogen in einem einheitlichen Atomgas brennt. Doch macht die 
Beweisftihrung von dieser Annahme nirgends wesentlichen Gebrauch. Sie la8t sich 
ohne Anderung auf jede Komponente einer Mischung und deren Bogenlinien tiber- 
tragen. Gefordert wird nur, da8 dann y(Z) N;(Z) fiir diese Komponente in der 
Saule monoton mit 7 zunimmt. Der Erfiillung dieser Bedingung kommen vor 
allem die Palle entgegen, bei denen die Konzentration der Komponente von der 


1 Es ist zu beachten, daB sich diese Aussage natiirlich auf die Frequenz bezieht, 
der die Kuppenstrahldichte zugeordnet ist und da hier vorausgesetzt wird, da® 
die Umkehr das ,,dritte Stadium‘: erreicht hat. 

2 Sehen wir davon ab, daB Resonanzlinien mit ElektronenstoBverbreiterung 
fiir unsere Temperaturabschatzungen kaum je in Frage kommen diirften, so gilt 
fir alle Linien: Darf man annehmen, da die Linienform, soweit sie sich in Moo 
auswirkt, nur durch ElektronenstoBverbreiterune bestimmt ist, so darf man in 
die Abschatzungsformel (17) 


setzen und gewinnt damit ein merklich kleineres Schatzungsintervall. Die Be- 
griindung dieser Aussage ergibt sich sofort aus dem schon in § 4 Gesagten. 
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Saulenachse bis zum Rande abnimmt, wie es z.B. der Fall ist, wenn Metalldampf 
aus den Elektroden in die Saule eintritt, oder wenn der Bogen in einem Molekiilgas 
brennt und der Temperaturmessung Linien der atomaren Dissoziationsprodukte 
zugrunde gelegt werden. Der einzige Unterschied gegen das einheitliche Atomgas 
besteht darin, daB sich die Festlegung des zulassigen Bereiches dadurch kompli- 
zieren kann, daB die Ionendichte jedes Partners vom Elektronendruck abhangt, 
also im allgemeinen durch die Konzentrationen und die Tonisierungsspannungen 
der anderen Partner mitbestimmt wird. Infolgedessen ist hier auch nur eine Dis- 
kussion von Fall zu Fall méglich. 


§ 6. Die Grundlagen fiir einen systematischen Ausbau 

einer Temperaturmessung durch die Kuppenstrahldichten. 

Es sollen nun die Gesichtspunkte behandelt werden, nach denen 
sich die Methode als solche — die Temperaturmessung aus den Kuppen- 
strahldichten — systematisch ausbauen l]aBt. Dabei sei von vornherein 
die Stellung des oben behandelten Abschatzungsverfahrens in seinem 
Verhaltnis zu den Verfahren, die sich aus diesem Ausbau ergeben, klar 
gekennzeichnet: Das in § 4 und §5 begriindete Verfahren liefert iiber 
die Sdulentemperatur die Aussage, die mit einem Minimum an Aus- 
wertegrundlagen (Messung von f,,, nur auf einem Strahl, keine speziellen 


Annahmen iiber Temperaturverlauf und Linienform) erhalten werden 
kann. Alle anderen Verfahren sind in bezug auf die Auswertegrund- 
lagen anspruchsvoller. 

Auch hier begrenzen wir die Anwendung wieder auf Bogenspektra. 
Ein Ausbau der Methode 1a4Bt sich dann nur auf zwei Wegen erreichen. 
Solange man sich weiterhin darauf beschrankt, /,, nur auf exnem Strahl 


zu messen, ist man auch weiterhin bei der Auswertung allein auf die 
Ungleichung (15) angewiesen. In diesem Fall laBt sich die Aussage 
iiber die Sdulentemperatur nur dann scharfer prazisieren, wenn spezielle 
Annahmen iiber Linienform oder Temperaturverlauf gemacht werden 
diirfen. Auf eine Méglichkeit dieser Art wurde bereits in einer Anmer- 
kung des §5 hingewiesen. Im zweiten Abschnitt der Untersuchung 
werden sich aus einer eingehenden Diskussion der GroBe M weitere 
Méglichkeiten ergeben. Wir wollen deshalb hier diesen ziemlich trivialen 
Weg nicht weiter verfolgen, zumal er nur zu einer begrenzten Aus- 
weitung der Methode fiihrt. Fruchtbarer ist der zweite Weg: Wir ver- 
breitern die Grundlage fiir die Auswertung, indem wir J, nicht nur 
auf dem Mittelstrahl, sondern auch auf den Strahlen messen, die senk- 
recht gegen den Mittelstrahl verschoben sind, so daf die Kuppenstrahl- 
dichte als Funktion J, (v) des Strahlabstandes v vorliegt. Auf die Még- 
lichkeiten, die sich auf diesem Wege 6ffnen, soll hier naher eingegangen 


werden. . . 
Da wir fiir die Saule Achsialsymmetrie vorausgesetzt haben, ist die 


Temperaturverteilung auf jedem der Beobachtungsstrahlen durch den 
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radialen Temperaturabfall T(r) und durch den Strahlabstand v ein- 
deutig festgelegt, ist somit auch J), (v) bei gegebener Linienform durch 


T(r) bestimmt. Es ist also zu untersuchen, ob sich die radiale Tem- 
peraturverteilung T(r) auf Grund dieses Zusammenhanges aus der 
gemessenen Funktion J, (v) ermitteln laBt. 

Um den Zusammenhang zwischen J, (v) und T (rv) zu fassen, formu- 


lieren wir zundchst M,, als Funktion von v, indem wir in den Integralen 
von (41) die Koordinate w als Integrationsvariable durch den radialen 
Achsenabstand 7’ + ersetzen und T als Funktion T(r) auffassen. Dabei 
sei vy, der Abstand des Saulenrandes. Dann wird 


9 1 ae 1 


‘} 1 } abe ll eae 0, ware) 2 dv’ 
= °@ ——— = 
71 Vr 2__ y2 


Mz (v) = — ie : (30) 


a eee 
2 | im , [y/% 2 


In analoger Weise kann man auch p, durch 7 (7) als Funktion von v 
darstellen, wenn wir von (12) ausgehen. Damit gewinnen wir uber die 
durch Abb. 2 gegebene Funktion Y,,., (.,) jedenfalls im Prinzip auch eine 
Formulierung, durch die Y,,,, mit Hilfe von 7 (7) als Funktion von v 
definiert ist?. Die explizite Formulierung dieser Beziehungen zwischen 
Po bzw. Ynax auf der einen und T(r) sowie v auf der anderen Seite 
wiirde auBerordentlich kompliziert und hat weiterhin auch kein Interesse. 
Wesentlich ist nur, daB grundsatzlich die Méglichkeit besteht, sie auf- 
zustellen. AuBerdem ordnen wir wieder wie oben der Kuppenstrahl- 
dichte J,, eine Temperatur Tj, zu, die damit ebenfalls als Funktion 
von v definiert ist. 


Infolge der Achsialsymmetrie gilt dann fiir jeden beliebigen Punkt 
der Saule mit dem Achsenabstand 7 


TV) =Ty 0) pp (31) 
1 ~In [ oe 


Dabei ist in den oben definierten Funktionen Ty (v), M (v) und Y,,,,(v) 
nur das Argument v durch das Argument 7 ersetzt. Wenn wir nun in 
(31) den Ausdruck (30) fir M.(v) bzw. M,,(r) und die entsprechende 
Beziehung fiir Y,,,,(7) einfiihren, so bekommen wir eine Funktional- 
gleichung zwischen der gesuchten Funktion T(r) und der bekannten 

| Bezeichnung der Integrationsvariablen mit 7’, weil spaterhin y auch als 
Parameter an Stelle von v in das Integral eintritt. 

' Das setzt natiirlich voraus, daB die Funktion Ym x(Pec), die durch graphische 


Lésung transzendenter Gleichungen gewonnen wurde, durch eine geeignete Nahe- 
rung ersetzt wird. 
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Funktion Zj(r), in die nur noch die Linienform in Gestalt des Expo- 
nenten / — und bei ElektronenstoBverbreiterung in 0, und 0, — eingeht. 

Eine eingehende Untersuchung dieser Gleichung soll erst im 
zweiten Abschnitt der Arbeit gegeben werden. Es sei hier lediglich 
vermerkt, da8B die Konstruktion geeigneter Naherungslésungen ent- 
scheidend dadurch erleichtert wird, da das Produkt M,,- Y.,., nur 
in einem Korrektionsgliede auftritt. Doch setzt eine fruchtbare Be- 
handlung des Problems eine eingehende Diskussion der Eigenschaften 
voraus, die sich fiir M,, und p,, aus dem in (11), (12) und (30) formulierten 
Aufbau der GréBen ergeben. Die Auswerteverfahren, zu denen dieser 
letzte Weg fihrt, k6nnen die Auswertefehler so weit herunterdriicken, 
dafB sie kleiner werden als die Fehler, die durch die Intensitatsmessung 
bedingt sind. 


Den Herrn Dipl. phys. GERSTENKORN und Dipl. phys. E1sett habe 
ich fiir ihre Hilfe zu danken. Herr GERSTENKORN hat in seiner Diplom- 
arbeit zahlreiche Spezialfalle durchgerechnet und damit Einblick in die 
GréBenverhaltnisse und Kontrollmoéglichkeiten fiir manche allgemeine 
Aussagen geschaffen. Herr ErsELtt hat mich bei der nummerischen 
Berechnung der Kurven unterstiitzt. 


Hannover, Physikalisches Institut der Technischen Hochschule, 
August 1949. 
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Die Abbildungseigenschaften 
magnetischer Sektorfelder unter Beriicksichtigung 
des Streufeldes ~*. 

Von 
W. PLocH und W. WALCHER. 

Mit 11 Textabbildungen. 

(Eingegangen am 17. Oktober 1949.) 


Die meisten Massenspektrometer verwenden als abbildendes und dispergierendes 
Element ein magnetisches Sektorfeld. Zur Vorausberechnung ist die Berticksich- 
tigung des Streufeldes wichtig. Es wird zunachst das Streufeld einer ublichen 
Magnetkonstruktion ausgemessen und durch Linien gleicher Feldstarke dargestellt. 
Das Streufeld hat zwei wesentliche Folgen: 1. Das Tragerbundel wird starker ab- 
gelenkt, 2. die Brennpunktslage verandert sich. Fir beide Abweichungen von der 
Gaussschen Abbildung werden Korrekturformeln berechnet, die sich mit Hilfe der 
Linien gleicher Feldstarke graphisch auswerten lassen. Aus den Formeln ergeben 
sich Hinweise auf eine empirische Korrektur entweder durch Magnetverschiebung 
oder durch einen drehbaren Polrand. Die erste Méglichkeit wird an einem vor- 
handenen Spektrometer erprobt, Ergebnisse werden mitgeteilt. Die Fehler zweiter 
Ordnung der Abbildung werden unter Einbeziehung des Streufeldeinflusses dis- 
kutiert und berechnet und fiir ein Standardfeld zahlenmaBig ausgewertet und 
angegeben. 


1. Einleitung. 

Die Eigenschaften der Fokussierung und Dispersion von elektrischen 
und magnetischen Sektorfeldern wurde in speziellen Fallen schon friih er- 
kannt und benutzt!. Als besonders fruchtbar erwies sich die von HERz0G? 
auf solche Felder tibertragene geometrisch-optische Betrachtungsweise, 
insofern als sie gezeigt hat, daB die Fokussierungseigenschaften nicht 
an spezielle Feldanordnungen gebunden sind und den AnstoB zur Kon- 
struktion verschiedener Massenspektrographen und Massenspektrometer 
gegeben hat’. Demgegeniiber herrscht in der amerikanischen Literatur 
vielfach eine nicht-optische, geometrische oder analytische Betrachtungs- 
weise vor, die einer Reihe anderer Konstruktionen zugrunde heont: 


* Die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit wurden auf der Tagung der Physi- 
kalischen Gesellschaft in Hessen am 11. 6. 49 vorgetragen. 

1 Altere Literatur in BRicHE-ScHERZER, Geometrische Elektronenoptik. 
Berlin: Springer 1934. 

® Herzoe, R.: Z. Physik 89, 447 (1934). 

3 Marraucu, J., u. R. Herzoe: Z. Physik 89, 786 (1934). — ScHAEFER, H., 
u. W. WatcuHErR: Z. Physik 121, 679 (1943). — Paut, W.: Z. Physik 124, 244 (1948). 

4 STEPHENS, W.E.: Phys. Rev. 45, 513 (1934). — BarnsBripcE, K.T., u. 
E. B. Jorpan: Phys. Rev. 50, 282 (1936). — Nrer, A.O,: Rev. sci. Instrum. 
II, 212 (1940). — BLEaKney, W., u. J. A. Hippie jr.: Phys. Rev. 53, 521 (1938). 
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Die HERzocschen Formeln gestatten die Berechnung der Kardinal- 
punkte der Abbildung erster Ordnung (Gausssche Abbildung) aus der 
Geometrie der Polschuhe und Kondensatorplatten fiir beliebige sektor- 
formige Felder; sie enthalten allerdings die entscheidende Vereinfachung, 
dafi die Streufelder véllig vernachlassigt werden kénnen. CoGGESHALL}, 
der verschiedene Feldformen untersucht hat, gibt eine Methode der 
Streufeldkorrektur an, die allerdings die einschrankende V oraussetzung 
macht, daB die spater noch zu definierenden Linien gleicher Feld- 
starke alle parallele Geraden sind. 

Eine allgemeine Betrachtung des Streufeldeinflusses, die fiir die 
praktische Verwertung von Nutzen ist, ist bisher nicht bekannt geworden. 
Die vorliegende Arbeit setzt sich das Ziel, mit einem Ansatz, der dem 
HeErzoGschen ahnlich ist, Korrekturen fiir ein magnetisches Sektorfeld 
bei beliebig geformtem Streufeld abzuleiten. Zunachst sollen die durch 
das Streufeld bedingten Abweichungen der Tragerbiindel in der Mittel- 
ebene (Symmetrieebene) des Sektorfeldes betrachtet werden. Dann 
sollen Strahlen auBerhalb der Mittelebene des Spektrometers untersucht 
und in engem Zusammenhang damit kurz die wichtigsten Fehler zweiter 
Ordnung diskutiert werden, und zwar nicht im Sinne einer konsequenten 
optischen Fehlertheorie, wie sie etwa in den umfangréichen Arbeiten von 
MARSCHALL? oder von HUTTER® niedergelegt ist, sondern mit Hilfe von 
Abschatzungen, die dem speziellen Problem angepaBbt sind. Alle Ergeb- 
nisse werden auf das ausgemessene Streufeld einer tiblichen Magnet- 
konstruktion 4 angewandt, so daB ein zahlenmaBiger Uberblick tiber den 
StreufeldeinfluB entsteht. 


2. Streufeld einer iiblichen Magnetkonstruktion. 


Die Durchfiihrung der gestellten Aufgabe erfordert zunadchst die 
Ausmessung und geeignete Darstellung des Streufeldes eines Massen- 
spektrometermagnets. Zu diesem Zweck wurde ein Mefgenerator ent- 
wickelt, bei dem auf einer Motorwelle 2 Spulen rotieren, die eine im 
MeBfeld, die andere in einem konstanten Vergleichsfeld; die in beiden 
Spulen induzierten Wechselspannungen werden in einer geeigneten 
Briicken-Kompensationsschaltung verglichen®. Rotiert die Welle in der 
Mittelebene des Luftspaltes, auf der aus Symmetriegriinden die Feld- 
linien senkrecht stehen, so miBt der MeBgenerator direkt die Feldstarke B 


2 CoGGESHALL, N. D.: Phys. Rev. 66, 187 (1944); 70, 270 (1946). — J. appl. 


Physics 18, 855 (1947). 
2 Marscualt, H.: Phys. Z. 45, 1 (1944) (fiir gekreuzte Felder und Doppel- 


fokussierung). 

3 Hutter, R.G.E.: J. appl. Physics 18, 941, 797 (1947) (fiir kleine Ablenk- 
winkel). — Phys. Rev. 67, 248 (1945). 

4 PauL, W.: Z. Physik 124, 244 (1948). 

5 Procu, W.: Z. angew. Phys. 1, 525 (1949). 
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in dieser Ebene; bei Parallelverschiebung wiirde er nur eine Komponente 
messen. Eine solche Messung auBerhalb der Mittelebene erweist sich 
jedoch nicht als notwendig, weil aus den Feldgleichungen die Feldstarke- 
komponenten auSerhalb der Mittelebene berechnet werden konnen. 


Fig. 1 stellt als Ergebnis einer solchen Messung den Feldabfall am 
Rande der Polschuhe langs der in der Nebenabbildung b gekennzeich- 
neten ,,HERzOG-Achse“ s# dar. Die Abbildung zeigt, da der relative 
Abfall des Streufeldes am Polrand innerhalb weiter Grenzen von der 
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C) Abfall an d. langen 
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Fig. 1. Abfall der Feldstarke am Polrand in der Symmetrieebene eines sektorférmigen Magnetfeldes. 


Magnetstromstarke, also von der Feldstarke im homogenen Teil (Haupt- 
feldstarke) unabhangig ist; erst im Gebiet beginnender Sattigung des 
Eisens! machen sich gréBere Abweichungen bemerkbar. Insbesondere 
meiden die Kraftlinien dann mehr und mehr die drehbaren Einsatze 
der Polschuhe (s. Nebenabbildung b), deren Bedeutung fiir die Scharf- 
einstellung der Bildweite in Ziffer 5 auseinandergesetzt wird. Der eben- 
falls aufgenommene Abfall an einer der langen Kanten des Trapezpol- 
schuhes (Nebenabbildung c) zeigt, daB es unbedingt erforderlich ist, 
die Tragerbahnen so zu fithren, da ihr Abstand von dieser Kante gréer 
als 1,5 cm ist. Alle Einzelheiten sind der Beschriftung zu entnehmen. 


Fig. 2 gibt die ,,Linien gleicher Feldstarke“ in der Symmetrieebene, 
die mit dem erwahnten MeBgenerator direkt gewonnen werden kénnen, 


* Beim vorliegenden Magneten kommt dies unter normalen Betriebsbedingun- 


gen nicht vor, da die zugehérigen Stromstarken die Wicklung zu stark erwirmen 
wurden, 
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indem man ein bestimmtes Briickenverhdltnis einstellt und unter 
Wahrung des Abgleichs mit der MeBspule den Linien gleicher Feldstarke 


nachfahrt. Die gestrichelten Linien zeigen die Wirkung einer Verdrehung 
des Polrandes um etwa 10°; man erkennt, daB die Linien gleicher 
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Fig. 2. Limien gleicher Feldstarke in der Symmetrieebene. 


Feldstarke der Verdrehung fast vollstandig folgen, abgesehen von dem 
auBersten Gebiet des Streufeldes, dessen Beitrag nicht mehr ins Ge- 
wicht fallt. Die Linien gleicher Feldstarke sind nur in der Umgebung 
des Gebiets gezeichnet, in dem 
das Tragerbiindel verlauft ; sie 
sind leicht gekriimmt. 


3. Qualitativer Uberblick. 

Fig. 3 zeigt qualitativ die 
Einwirkung des Streufeldes 
auf die optische Achse! und 
einen Paraxialstrahl in der 
Mittelebene fiir eine Halfte 
des Sektorfeldes, in die am 
linken, streufeldlos zu den- 
kenden Rand ein Biindel Fig. 3. Schematischer Uberblick tiber den EinfluB des 
senkrecht und achsenparallel Streufeldes. 


einfallt. Spiegelbildliche Zu- 
sammensetzung zweier solcher ,,Halbsektoren“ liefert z. B. den Strahlen- 


gang im symmetrischen, 1:1 vergroernden Sektorfeld. 


1 |,Optische Achse“ ist die Bahn eines ,, Normalteilchens‘‘, das man als Bezugs- 
teilchen aus dem Tragerbiindel herausgreift. Sie tritt senkrecht zum Rand ins 
Sektorfeld ein; im Herzocschen Fail ist sie im Sektorfeld ein Kreisbogen und ver- 


14Bt dieses wieder senkrecht zum Rand. 


19* 


\ 


278 WERNER PLocuH und W. WALCHER: 


Die Streuverteilung des Feldes hat zwei wesentliche Folgen: 

1. die optische Achse des Biindels ist kein Kreisbogen mehr und 
wird um einen Winkel d@ abgelenkt; 

2. der Brennpunkt wandert in Richtung der Achse um die Strecke dg. 


Machen wir die Voraussetzung, daB die Bahnstrecke 1m Streufeld klein 
gegen die Bahnstrecke im konstanten Feld einersetts und im feldjreien kaum 
andererseits ist, was praktisch meist erfiillt sein diirfte, so entfernt sich 
die ,,wirkliche Achse“ von der ,,HERzoG-Achse‘‘! innerhalb des Streu- 
feldes nur sehr wenig, und man kann den zusatzlichen Ablenkungs- 
winkel 6 durch einmalige Integration iiber die zusatzliche, der Streu- 
feldstérke proportionale Kriimmung berechnen. Eine ausreichende 
Naherung fiir die ,,wirkliche Achse‘ erhalt man dann durch Knickung 
der ,, HERzOoG-Achse‘‘ um 6g am Polrand, oder besser in einem Punkt, 
der etwa um Luftspaltbreite auBerhalb des Feldes hegt. 


Zur Bestimmung der Brennpunktsverschiebung dg beschreibt man 
den Verlauf eines Nachbarstrahles relativ zur wirklichen optischen 
Achse durch eine Differentialgleichung, die eine Verallgemeinerung des 
Herzocschen Ansatzes darstellt. Dann ergibt sich die Verschiebung des 
Brennpunkts allein als Funktion der Winkel e* zwischen dem Rand 
und den Tangenten an die Linien gleicher Feldstarke in deren Schnitt- 
punkten mit der wirklichen Achse. 


4. Streufeldkorrektur der Gaussschen Abbildung. 


Es sollen folgende Bezeichnungen eingefiihrt werden (vgl. auch 
Fig. 1 und 3): By Feldstarke langs der optischen Achse, By, Haupt- 
feldstarke, Ry, R Kriimmungsradius der optischen Achse bzw. einer 
achsennahen Bahn, B, =.B/Byyo = Roo/R und B,o = Bol Boo = Roolo 
die relativen Feldstarken, sy) Bogenlange auf der optischen Achse, ge- 
rechnet vom geometrischen Feldrand an. Ein oberer Index H soll be- 
deuten, daB die betreffende GréBe fiir den HErzocschen Fall, also fiir 
abgehacktes Feld, gemeint ist, z. B. sj’ HERzoGsche Achsenkoordinate. 
Die Koordinate x gibt senkrechte Abstande von einer Achse an, z. B. 
x,,(Sy) senkrechter Abstand der wirklichen Achse sy von der HERZOG- 
schen Achse s,'. 0, bezeichnet die innere Grenze des Streufelds, an der 
also noch praktisch B, = 1, o2 die auBere Grenze, an der praktisch 
Tey, == EMSS 


a) Achsenkorrektur. Die Winkelabweichung 6@ der wirklichen Achse 
von der HERzocschen nach Durchlaufen des gesamten Streufelds ergibt 
sich nun als Differenz der Ablenkwinkel der beiden Achsen im Gebiet 


1 |,Wirkliche Achse‘‘ im Streufeld, ,, HERzoG-Achse‘‘ im abgehackten Feld. 
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zwischen o, und oy: 


bo ie fe pm fh a) et= ole »— BH) dst. (1) 


iter nochmalige fees erhalt man aus ae Winkelabweichung 
die x-Koordinate der s)-Achse bezogen auf die HERzoG-Achse: 
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Fig. 4. Abweichung der wirklichen Achse von der Herzoc-Achse als Folge des Streufeldes fiir Ryg = 25 cm; 
Ergebnis der numerischen Integration von Forme! (2). 


Die nach Gl. (2) berechnete Abweichung ist in Fig.4 tberhoht gezeich- 
net und in Fig. 2 maBstablich eingetragen. Man sieht dort, daB diese 
Abweichung innerhalb des Streufelds selber noch so gering ist, daB die 
nach (2) durchgefiihrte Berechnung gar nicht lohnt. Es geniigt vielmehr, 
dq nach Gl. (1) aus Fig. 1 graphisch zu ermitteln, — wobei sich aus der 
Differenz der Flachen F, und Ff, ein Wert 6g = 3,09° ergibt — und 
um diesen Winkel die HeERzoc-Achse an einer Stelle abzuknicken, die 
ungefahr um Luftspaltbreite auBerhalb des Feldes liegt (vgl. Fig. 4). 


b) Brennweitenkorrektur. Nachdem so die Achse festgelegt ist, kann 
man den Verlauf der Paraxialstrahlen in der Mittelebene untersuchen. Bei 
HERzOG erscheinen sie im einfachsten Fall fiir Teilchen gleichen Impulses 
im Magnetfeld als Lésungen einer Schwingungsdifferentialgleichung : 


apt ae 2s ft — a= im Sektorfeld | 3) 
ji Seen 00 
dp Ro ni te ees, | 


+ « <0 entspricht verstdrktey Ablenkung. 
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Im Streufeld ergibt sich statt dessen durch eine ahnliche Uberlegung in 
derselben ersten Naherung der Ausdruck?: 


Ege 1 NN {eWeya\ 
5 =— i} oo (——") |. (4) 
ad sy Ire Ly Nise ID 

Um die Differenz 6g der Brennpunktsabstande vom Polrand zu 
ermitteln, vergleicht man in ei und demselben rechtwinkligen Koorda- 
natensystem (Fig. 5) diejenigen Lésungen der Gl. (3) und (4), welche 


g 


AX B=1 G85 007 
S i) A = (6p: Sy 


H 
So, So 
== _ 
G, 0 (ay of) o- 
| 7 a 
linker rechter Rand des Halbsektors 8, =const 
Fig. 5. Zur Berechnung der Brennpunktsverschiebung. Fig. 6. Definition des Winkels ¢. 


den Verlauf eines anfangs achsenparallelen Strahls beschreiben. Aus 
Fig. 5 liest man ab (5a) x) =— gw und daraus folgt 


a Ou. (5 b) 


Da nun u ¥ dx/dsy <1 ist, erhalt man dw, wie eine einfache Uberlegung 
ergibt, durch Integration zwischen den Grenzen o, und o, iiber die 


: : By (2 vH 
Differenz der Differentialquotienten - — Sats , welche ihrerseits 
So Wise = 


wieder durch die rechten Seiten der Gl. (3) und (4) ersetzt werden 
konnen. Unter der anfangs gemachten Voraussetzung eines relativ 
kurzen Streufeldes kann man hierin x = x” — const = x, setzen und 
vor das Integral ziehen: 


Gs ory 


on j 
ea 1 1 “OB, 
ree ae : 4° =a ee Jee Sos 
Ou = — Xp | R US Hi Re d si ae | Bi AiSeee (6) 


Um ob,/6x auf bequemer zu ermittelnde Gr6éBen zuriickzufihren, 
benutzt man eine einfache Beziehung zwischen den Komponenten des 
Vektors grad B,, der durch die Linien gleicher Feldstarke iiberall in 
der Mittelebene definiert ist (vgl. Fig. 6): 

ue ewe ae eB, 


eo ere ae ta (7a) 


1 PLrocu, W.: Diplomarbeit Marburg Marz 1949, 
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Aut der sy-Achse selbst gilt speziell: 


Zur Berechnung der Winkeldifferenz Ou aus (6) soll so vorgegangen 
werden, daB zunachst gerade, randparallele Linien gleicher Feldstarke 
angenommen und diese hinterher um einen Winkel e* gegen die Aus- 
gangslage verdreht werden. 

Im ersteren Falle (vgl. Fig. 7a) erhalt man fiir den Winkel ¢ (So) 
einen Wert é9(sy) durch Integration iiber die Kriimmung der wirklichen 
optischen Achse. 


Eo (So) = €9(01) — | R 


. 0 


Polrand 


C—7 


Fig. 7a u. b. a Randparallele Linien gleicher Feldstarke; 
b gekriimmte Linien gleicher Feldstarke. 


Setzt man diesen Ausdruck in Gl. (7) und diese in Gl. (6) em und formt 
mittels partieller Integration um, so ergibt sich, wenn man noch beriick- 


sichtigt, daB 
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weil sich das erste gegen das letzte und das zweite gegen das dritte 
Glied wegheben (é€)(o,) = —4,/Roo) und weil die eckige Klammer ver- 
schwindet (ihr erster Faktor verschwindet bei o, und ist bei o, endlich, 


wihrend sich der zweite Faktor [ B,) ds, gerade umgekehrt verhalt). 


oa 
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du —0 bedeutet wegen Gl. (5b) 6g =0 d.h.: Gerade, randparallele 
Linien gleicher Feldstdrke bewirken in der betrachteten Naherung keine 
Verlagerung des Brennpunkts in Strahlrichtung. 

Sind, wie in dem praktisch vorliegenden Fall, die Linien gleicher 
Feldstairke gekriimmt und gegen den Rand verdreht, ist also (vel. 
Fig. 7b) (so) = € (Sp) + €* (59), So bleibt von Gl. (6) nach einer Gl. (9) 
entsprechenden Umformung noch ein Rest tibrig: 

Ou = ie | 6rd Be. (10) 


00 « 
Sy te 


Setzt man diesen in (5b) ein und schreibt mit HERzoG (vgl. Fig. 3) 


g= Rite =, (11) 


so erhalt man fiir die gesuchte Brennpunktsverschiebung: 
» @ : 
Sg=ctg® —-Roo | e* 4 Bro f. (12) 
0 

Darin ist also e* nach Definition der Winkel zwischen dem Polrand und 
der Tangente an eine Linie gleicher Feldstarke in deren Schnittpunkt 
mit der wirklichen Achse (Fig. 3) und als solcher aus Fig. 2 zu ent- 
nehmen. 

Im vorliegenden, durch die MeBergebnisse der Fig. 1 und 2 dar- 
gestellten Feld, ergibt die Auswertung nach Gl. (12) eine Verkiirzung 
des Brennpunktabstands vom Polrand um den Betrag 


og = 23 mm. 


Da sich e* immer nur mit begrenzter Genauigkeit bestimmen 1laBt, 
erscheint die benutzte Naherung ausreichend. 


5. Méglichkeiten empivischer Korrektur. 

Die in der vorliegenden Ziffer abgeleiteten Formeln (1) und (12) 
erlauben fiir ein gegebenes Magnetfeld die Durchrechnung der Abbil- 
dung, indem man etwa bei VergréBerung 1:1 zwei gleiche Sektoren 
symmetrisch zusammenfiigt bzw. bei einem anderen AbbildungsmaBstab 
Sektorfelder mit verschiedenem Zentriwinkel kombiniert. Trotzdem 
erscheint es wtinschenswert, noch zusatzlich eine Vorrichtung zu be- 
sitzen, die empirisch die Scharfeinstellung eines durch die Konstruktion 
fest vorgegebenen Objektspaltes auf den festen Auffangerspalt erlaubt. 
Wahrend eine ,,Achsenkorrektur“ einfach durch Anderung der Magnet- 


7 Ist e* wie inFig. 3 definiert, so bedeutet og > 0 eine Verktirzung der Brenn- 
weite. 
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feldstarke ausgeftihrt werden kann, bestehen fiir eine ,,Brennweiten- 
korrektur“ zwei Moéglichkeiten. 

Die erste ergibt sich daraus, das man den Magnet in Richtung der 
Winkelhalbierenden des Sektors verschiebt; dadurch wird erstens — in 
der einfachen HERzoGschen Betrachtung — in GI.(11) der Radius Ry, und 
damit auch der Abstand g des Brennpunkts vom Polrand geadndert und 
zweitens — je nach Gestalt des Streufelds — der Winkel e* ein anderer. 

Den Erfolg einer derartigen Korrektur 
durch Magnetverschiebung zeigt Fig. 8 an 
einem Spektrometer, das im hiesigen Institut 
seit einiger Zeit im Betrieb ist!. Dort ist 
von einem willkiirlichen Nullpunkt aus die 
Magnetverschiebung und dazu die Zehntel- 
wertsbreite einer Massenlinie aufgetragen. 
Trotz der Streuung — die bei gréBeren Ab- 
szissenwerten vorhandene starke Abweichung 
nach oben lat sich durch den Einflu8 des 
Streufeldes an der Polschuhlangskante er- 
klaren — erhalt man ein deutliches Minimum 
bei einer bestimmten Magnetstellung und 
ein Anwachsen der Linienbreite, wie es nach 
HERzOG in erster Naherung und in unserem 
Fall bei geringer Anderung des Winkels ¢* Peete ces setae 
bei der Magnetverschiebung zu erwarten ist. bung des Magneten in Richtung der 
Peig. 8 ist auch die Bedeutung der Strep. Wiekelna birepdee Bes Selstove ant 
feldkorrektur ersichtlich. Stellt man Spalte 
und Magnetfeld so zueinander auf, wie die HERzoGschen Formeln es 
verlangen (Pfeil in Fig. 8), so erhalt man wegen der Vernachlassigung 
des Streufeldes eine etwa doppelte Linienbreite gegeniiber der ,,giinstig- 
sten Magnetstellung‘‘. Die zweite Méglichkeit besteht in einer Anderung 
der Winkel e* durch einen drehbaren Polschuhrand, der durch Einsatze 
an den Polschuhen realisiert werden kann (vgl. Fig. 1b). Wie die Mes- 
sungen in Fig. 2 zeigen, folgen die Linien gleicher Feldstarke der Drehung 
dieser Einsatze praktisch vollstandig, so daB aus Formel (12) folgt 
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wenn e* die Verdrehung des Randes bedeutet. Im vorliegenden Fall 
ergibt sich daraus eine relative Brennpunktverschiebung dg/e* = 
1,25 cm/grad. Geht die optische Achse durch den Drehpunkt, so wird 
man scharf einstellen kénnen, ohne die Feldstarke wesentlich nach- 
regeln zu misssen. 

73 Beschreibung erscheint demnachst: E.W. BEcKER, E. DORNENBURG u. 
W. WaLcHER, Z. angew. Phys. 
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6. Abschdtzung der Fehler zweiter Ordnung. 

a) Vorbemerkungen. Nach der Untersuchung der Paraxialstrahlen 
(,,GAusssche Abbildung“) in einem streufeldbehafteten Sektorfeld 
sollen die wichtigsten Fehler zweiter Ordnung abgeschatzt werden. Dies 
gelingt ohne Zuriickgreifen auf die allgemeine Theorie, welche auf einer 
Erweiterung der Differentialgleichung (4) aufzubauen ware; Beispiele 
einer allgemeinen trégeroptischen Behandlung abbildender Ablenk- 
systeme finden sich in den Arbeiten von MArscHALL? und HuTTER?. 

Im hier vorliegenden Fall einer Abbildung eines sehr schmalen Spalts 
interessieren auBer dem Offnungsfehler nur die Fehler, die von der 
endlichen Spalthéhe herriihren und eine Verbreiterung des Spaltbildes 
bewirken. Der Offnungsfehler ergibt sich aus dem Vergleich des ,,effek- 
tiven Feldrands“ des Streufeldes mit einem ,,idealen, offnungsfehler- 
freien Polrand“ eines abgehackten Feldes* 4. Tragerbahnen, die iiber 
der optischen Achse parallel zur Mittelebene verlaufen, weisen infolge 
des Streufelds einen ,,z?-Fehler“‘ auf. Den 2u seiner Berechnung notigen 
Feldverlauf auSerhalb der Mittelebene erhalt man durch eine Reihen- 
entwicklung auf Grund der Feldgleichungen. Der z?-Fehler ]aBt sich 
dadurch zuriickfiihren auf ein Integral tiber die Kriimmung der Linien 
gleicher Feldstarke (Fig. 2) in der Mittelebene entlang der HERzoG- 
Achse. Strahlen, die die Mittelebene schrag durchsetzen, zeigen auBer- 
dem einen ,,v?-Fehler‘‘ und einen ,,2U,-lehler’. Der erstere tritt auch 
in jedem homogenen Feld auf und wird durch das Streufeld kaum 
verandert. Er ergibt sich einfach daraus, daB die Radien der Schrauben- 
bahnen von Tragern gleichen Impulses mit zunehmender Steigung ab- 
nehmen®. Der letztere ist dagegen eine Eigenschaft des Streufelds, von 
dessen besonderer Form jedoch nicht abhangig, wenn es ,,kurz‘ ist 


b) Berechnung der Fehler: Offnungsfehler. Ein abgehacktes Feld 
wiirde in der Mittelebene in zweiter Ordnung fokussieren, wenn der 
Feldrand mit 


@P 
53 
tg 5 


hoger ee (13) 


ideal Ro 0 


gekrimmt ware*. Vergleicht man diesen Idealfall mit einem anderen 
abgehackten Feld der Randkriimmung 1/7, so zeigt eine einfache geo- 
metrische Uberlegung, daB Teilchen mit einem Achsenabstand x, um 


+ Marscuatl, H.: Phys. Z. 45, 1 (1944) (fiir gekreuzte Felder und Doppel- 
fokussierung). 

* Hurter, R. G. E.: J. appl. Physics 18, 941, 797 (1947) (fiir kleine Ablenk- 
winkel). — Phys. Rev. 67, 248 (1945). 

3 SMYTHE, W. R., L. H. RUMBOUGH u. S. S. West: Phys. Rev. 45, 724 (1934). 

* HINTENBERGER, H.: Naturforschg. 3a, 125 (1948). 

> Vgl. hierzu BotuEe, W.: Z. Physik 96, 607 (1935). 
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eme Strecke 62s = = ln f 2 langer im wirklichen Feld als im 

= ideal Me 

idealen laufen. Auf diesem Stiick erfahren sie eine zusitzliche Ablenkung 

um den kleinen Winkel 62g = 6?s/Ry9. Unter Verwendung der Gl. (5a), 

(11) und (13) ergibt sich daraus fiir die Aberration in der Brennebene: 

Offnungsfehler 2 xp =— ¢ 8g = is eee (14) 
: ‘ 

Um diese Formel auf ein wirkliches Feld mit Streufeld anwenden 
zu konnen, setzt man fiir 1/r die Kriimmung des ,,Efiektivpolrandes‘, 
d.h. des Randes eines gedachten Feld- 
streifens der Relativfeldstarke B,—1 ein, 
den man zweckmaBigerweise durch die 
Gl. (15) definiert: 


SS Bie seat oS 5) 


Gy 


Die Grenzen o, und o, entsprechen wie- 
der den Orten der Feldstarke 6, = 1 und 


Rand Lffektivrand 


3 : ; ? a Fig. 9. Zur Definition des 
B,=0, wobei die Integration langs Paral- Beek polndes) 


lelen zu der in Fig. 9 dargestellten Achse sj 

erfolgt, die auBerhalb des Polrandes mit der Hrrzoc-Achse s// iden- 
tisch ist, innerhalb desselben jedoch deren geradlinige Verlangerung 
darstellt (vgl. hierzu auch Fig. 1). Dann wird 


oO. 


Ly fe ls eS > 2B, x | 
Le —(43)_,=-]/ ax } 480 : (10) 


‘eff J 
Gy 


Aus Gl. (7a) folgt unter Verwendung der neuen Koordinate sj 


GF By OE OB, ; fees Gilbts OS CB, (17) 


: As *2 
ONG 


On = Gi. (Gs OS Teas. 
und damit ergibt sich fiir kleines und langsam verdnderliches ¢ aus 
(16) und (17): 


J 


o2 
“(GE oB : id 
ae a ee ee | aByy: (18) 
V ets AP NEES esate Rs Ip iy 
: o; 0 
Ce Sle ee ; es : ae ee 
wenn — =— [] die Kriimmung einer Linie gleicher Feldstarke 
o \OX }x=0 , 


St." @ laBt sich aus Fig. 2 bestimmen; es ist positiv, wenn die Linie 
wie in Fig.2 gekriimmt ist. Der so ermittelte Wert von o ist mit einem 
solchen Fehler behaftet, da demgegeniiber die Vernachlassigungen der 
obigen Rechnung gerechtfertigt erscheinen. 
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2-Fehley. Ein Trager, der paralell zur Mittelebene tiber der Achse 
fliegt, erfahrt relativ zu einem Trager in der Mittelebene eine Ablenkung 
in der x-Richtung (die z-Ablenkung interessiert nicht, weil sie in die 
Langsrichtung des Spaltes fallt) vom Betrage 


Oy on 

z 1 1 D : 

re ee [ eB, bie f eB. dst 

4 Roo. A Roo an” 
Oy O71 


setzt man fiir 6?B_., das entsprechende Glied der Reihenentwicklung 


7G 1 CB: ° 
(gl 8 Pete ( “) Ree 


2 Oz z= 


= \ 


und benutzt die Beziehung 4% = 0 und die Gl. (17), (18) und (11) 
so erhalt man fiir den z2-Fehler in der Brennebene: 


2°-Fehler : Oxy = —¢ Cp =- is 4 oe ie (19) 


eff 


Gl. (19) 148t den engen Zusammenhang von z?-Fehler und Offnungs- 


fehler erkennen: Der erstere verschwindet fiir * ~ — 0, der letztere 
"eff 
dagegen bei der Effektivrandkrimmung 1; diese ist zwar klein, 


"ideal 
verschwindet jedoch bei den meist tiblichen Anordnungen mit senk- 
rechtem Strahlaustritt nie ganz. 


zu,-Fehler. Von der x-Komponente der LorENTz-Kraft bleibt noch 
das Glied gv,B, zu berticksichtigen. Aus mx = qv, B, ergibt sich eine 
zusatzliche Kriimmung vom Betrage 
ax  (qBoo\ vz af Nee tae 
rT eS me Bsr = be ) as ee ee oo 
Daraus erhalt man durch Integration und Multiplikation mit dem 
Brennpunktabstand ¢: 


O42, =—¢ 01g =cte = ee [B. SOR (20) 
) i 
SchlieBt man den Integrationsweg zu dem Linienzug 1 2 3 4 der Fig. 10, 
so liefert die Anwendung des SroKesschen Satzes in Verbindung mit 
rot 8 = 0 fiir das gesuchte Integral den Wert: 


> 


[Bards = | Bur dsy SH =85 Uz [ B.,dsy~ 7 (% a Us NE 


Uv 
Gy 4 4 


Nach Fig. 10 wird 
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setzt man dies in (20) ein, so ergibt sich schlieBlich: 
Sy TOR epee 9; @ 2; 
su-Fehler: Ot == ete ts) (21) 


Der zv,-Fehler ist also allein abhangig von der Schrage des Strahls und 
der Hohe z(S), in welcher der Strahl den Effektivpolrand passiert, 
dagegen in keiner Weise von der speziellen Form des Streufelds. Er 
verschwindet infolgedessen auch nicht beim Grenziibergang zum unend- 
lich steil abfallenden (,,abgehackten‘‘) Feld. Da8 man ihn bei der iibli- 
chen Betrachtung des abgehackten Feldes itbersieht, liegt daran, daB 
ein solches Feld wegen rot 8 = 0 
in Wirklichkeit gar nicht existiert. 
v2-Fehler. Wahrend der eben yy 
diskutierte zv,-Fehler allein eine QZ/ZZ4W~. SS Br~0 
Eigenschaft des Ubergangs aus ~% aa 
dem konstanten Feld in den 
feldfreien Raum ist, tritt der 
v-Fehler auch im_ ,,unendlich 
ausgedehnten“ homogenen Feld Gy =WG 
auf. Eine Abschatzung ergibt, Yyy YH 
da8 er etwa halb so gro} wie MV} 


der erstere ist. Fig. 10. Zur Berechnung des zv,-Feblers. 


A 


7. Folgerungen aus den Fehlern zweiter Ordnung. 


Man kann versuchen, durch Wahl der Polschuhbegrenzung den 
z*-Fehler und den Offnungsfehler zu beseitigen. Dabei besteht. jedoch 
eine Diskrepanz zwischen den Korrekturbedingungen, die aus den 
Gl. (14) und (19) ohne weiteres ersichtlich ist; sie verschwindet nur bei 
speziellen Anordnungen, fiir die 7,,,;—= 00 wird. Wie HINTENBERGER! 
fiir das abgehackte Feld gezeigt hat, ist dies der Fall, wenn die optische 
Achse die Kurve des idealen Polrands in einem Wendepunkt unter einem 
bestimmten Winkel schneidet. Die vorliegende Arbeit zeigt jedoch 
deutlich, daB es nicht auf den geometrischen Polrand, sondern entschei- 
dend auf den oben definierten ,,effektiven Polrand“ ankommt, weshalb 
dieser der Korrektur zugrunde gelegt werden muB?. Unvermeidbar 
sind dagegen zv,- und v;-Fehler. Sie bedingen in jedem Fall eine Begren- 
zang der Spalthéhe. 

Von entscheidender Wichtigkeit ist die Frage, ob bei den praktisch 
iiblichen Anordnungen die Bildfehler zweiter Ordnung neben der Energie- 


1 HINTENBERGER, H.: Naturforschg. 3a, 125 (1948). Z 
2 Wiirde man etwa mit dem geometrischen Polrand Fig. 1b den Offnungs- 
fehler berechnen, so wiirde er nicht nur in der GréBe sondern auch dem Vorzeichen 


nach falsch herauskommen. 
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unscharfe der Trager bei einem Gerat ohne Doppelfokussierung wirksam 
werden kénnen. Setzt man gutes Vakuum voraus und kann man Raum- 
ladungseinfliisse vernachlassigen, so bewirkt namlich praktisch allein 


verstarkte 
—* Ablenkung 
—= G2mm=— 


70mm 


+tt+t+ 


Fig.411. Bildfehler zweiter Ordnung 
im Sektorfeld der Fig. 1 und 2, ver- 
glichen mit miédglichen Energie- 
unscharfen und Justierfehlern. Off- 
nungsfehler: ---}+----- 2% = 3°; 
+——-—— 24% = 1,5°. 2*-Fehler fir 
ein Parallelbiischel y =0: 00000. 
zv,-Fehler + v,-Febler + 2°-Fehler 
fiir ein Buischel x =O mit Schnitt- 
punkt in Feldmitte: «+++. Bildver- 
breiterung durch Energieunscharfe 
bei U= 1000 V fir 6U=0,15 V 
Se 055) . Bild- 
breite bei 0/0 = 1°/)): (===. 


die Energieunscharfe eine Bildverbreiterung 
um den Betrag 


z OU 
5b = Roo 


Dabei ist U die Beschleunigungsspannung 
und 6U das Voltaquivalent der Energie- 
unscharfe. Letzteres setzt sich zusammen 
aus der Wechselspannungskomponente der 
Beschleunigungsspannung und den im Ioni- 
sationsraum auftretenden Energieunterschie- 
den. Fiir das dieser Arbeit zugrunde gelegte 
Feld, wie es in den Fig.1 und 2 in allen 
Einzelheiten wiedergegeben ist, wurden nach 
den Gl. (14), (19) und (21) die verschiedenen 
Fehler berechnet. Dabei ist vorausgesetzt, 
da durch das 60°-Sektorfeld ein Spalt der 
GroBe 10 x 0,2mm im MaBstab 1:1 abge- 
bildet werden soll. Das Ergebnis ist in Fig. 11 
dargestellt. Das stark ausgezogene Rechteck 
entspricht dem fehlerfreien Bild, das schwach 
ausgezogene entspricht einer Verkantung des 
Objektspalts (Justierfehler) um etwa 1°; 
alle weiteren Einzelheiten sind aus der 


Unterschrift zu entnehmen. Fig. 11 lehrt, daB die Bildfehler zweiter 
Ordnung erst dann eine Rolle zu spielen beginnen, wenn die Energie- 
unscharfe etwa 1/,/, unterschreitet. 


Marburg, Physikalisches Institut der Universitat. 


Zeitschrift fir Physik, Bd. 127, S. 289—296 (1950). 


Zur lsotopieverschiebung im Spektrum des Cers. 
Von 
PETER Brix und HELMuT FRANK, Gottingen. 
Mit 5 Textabbildungen. 


(Eingegangen am 17. November 1949.) 


Zwischen 4450 und 4750A liegende Ce Il-Ubergange (4/2 6s — 4/26) zeigen 

eine Isotopieverschiebung Ce 140—Ce 142 von im Mittel 54- 10-3 cm=! (Ce 142 

nach Rot verschoben). Damit nimmt zwischen Barium und Cer die Gréfe des 

Isotopieverschiebungseffektes um einen Faktor 2 zu, was mit der ,, magischen* 
Neutronenzahl 82 zusammenzuhangen scheint. 


1. Evnleituneg. 


Der Isotopieverschiebungseffekt der schweren Elemente ist geeignet, 
Aufschliisse tiber die Anderung der Ladungsverteilung der Atomkerne 
in Abhangigkeit von der Neutronenzahl zu geben. Im Zusammenhang 
mit den ,,magischen** Nukleonenzahlen ist dabei die Umgebung der 
Neutronenzahl 82 von besonderem Interesse. An dieser Stelle des 
periodischen Systems fehlte bisher die Kenntnis der Isotopieverschiebung 
des Cers; deshalb soll im folgenden iiber entsprechende Messungen 
berichtet werden. Das Cer gehort iibrigens zu den wenigen Elementen, 
bei denen keine Aufspaltung der Spektrallinien auf Grund eines Kern- 
momentes zu erwarten ist, denn alle stabilen Cer-Isotope haben gerade 
Massenzahlen (vgl. Tabelle 1). 


Fiir unsere Untersuchungen kam das Ce I-Spektrum nicht in Frage, 
weil es bisher nicht eingeordnet worden ist. Das Ce II-Spektrum ist 
von HARRISON, ALBERTSON und Hosrorp! auf ZEEMAN-Effekt unter- 
sucht und zum Teil analysiert worden. Die Terme des Ce II zerfallen 
in zwei getrennte Gruppen, die vorlaufig noch nicht durch Interkombi- 
nationen miteinander verbunden werden konnten. Nur fiir Gruppe I, 
die wahrscheinlich um etwa 5000 cm tiefer als Gruppe II liegt, sind 
die Elektronenkonfigurationen der Terme bekannt, und zwar Al 6s; 
4f25d, 4726p und 4/3. Wir haben die zwischen 4000 und 5000 A 
liegenden Uberginge 4/%6s—4f/?6 untersucht, an denen, wenn 
iiberhaupt, eine meBbare Isotopieverschiebung auftreten sollte und 
die auch fiir eine anschlieBende Diskussion geeignet sind. 


. eee G. R., W. E. ALBERTSON u. N. F. Hosrorp: J. opt. Soc. Amer. 
31, 439 (1941). 
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2. MeBergebnisse. 


Als Lichtquelle diente eine mit fliissiger Luft gekthlte Hohlkathode 
aus Aluminium in der einfachen Bauweise, die kiirzlich von KOPFER- 
MANN, KRUGER und OHLMANN! beschrieben worden ist. Die Hohl- 
kathode hatte eine Bohrung von 6mm @ und 20mm Lange, wurde 
mit geglithtem Cernitrat? beschickt und mit Krypton bei etwa 50 mA 
Stromstirke betrieben. Trotz des fehlenden Gegenstromprinzips 
arbeitete die Lichtquelle duBerst sparsam*. Als Spektralapparat wurde 
ein STEINHEILscher Dreiprismenspektrograph mit Glasoptik (Kamera- 
brennweite 725 mm, Lineardispersion 10 A/mm bei 4500 A) und ein 
Fasry-PrRot-Interferometer+ verwandt. Die Belichtungszeiten (auf 
Perutz-Peromnia-Platten) betrugen bis zu 2 Std. 

Von den Cer-Isotopen sind spektroskopisch beobachtbar nur das 
Ce 140 und das Ce 142, deren Haufigkeiten sich sehr genau wie 8:1 
verhalten (s. Tabelle 1). Das bei vorhandener merklicher Isotopie- 
verschiebung erwartete Aufspaltungsbild der Linien (eine starke und 


Tabelle 1. Verzeichnis dev stabilen Cer-Isotope. 


Rg a 
: | 

Massena! ®)a ne | 136 | 138 140 | 142 

Neutronenzahl N ...... | 78 | 80 82 84 

Prozentuale Haufigkeit . . . | 0,19 | 0,25 88,49 | 11,07 


Nach Matraucu, J., u. A. FLAMMERSFELD, Isotopenbericht, Tiibingen 1949. 


eine schwache Komponente) ist wenig charakteristisch; bei der sehr 
groBen Liniendichte des Cer-Spektrums® bestand die Gefahr, daB eine 
zufallig dicht benachbarte schwache Linie falschlich als Isotopenkompo- 
nente 142 gedeutet werden konnte. Um derartige Irrtiimer und den 
Einflu8 des stets von schwachsten Linien vorhandenen Untergrundes 
auf die MeBgenauigkeit nach Moéglichkeit auszuschalten, haben wir 

a) nur solche Linien mit ausreichender Intensitaét ausgewahlt, die 
im Spektrum geniigend frei lagen, wobei allerdings stets mit sehr 
engem Spektrographenspalt gearbeitet werden muBte, 


1 KOPFERMANN, H., H. KriiGer u. H. OHLMANN: Z. Physik 126, 760 (1949). 

2 Fiir die freundliche Uberlassung des Praparates danken wir der Auer-Gesell- 
schaft, Berlin. 

3 Bei einer einmaligen Fiillung mit etwa 20 mg Ceroxyd wurde nach 35 Std. 
Brenndauer noch keine Abnahme der Intensitat der Linien beobachtet. 

4 Die Silberverspiegelungen wurden im Institut von Herrn cand. phys. M. 
KRAUSE hergestellt. 
> In den MIT-Wellenlangentafeln (New York 1939) ist das Cer mit 5755 von 
insgesamt 109000 Linien (zwischen 2000 und 10000 A) von allen Elementen am 
starksten vertreten. 
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b) das Intensitatsverhaltnis der Komponenten kontrolliert, und 

c) alle Messungen bei einer ganzen Reihe verschiedener Etalon- 
abstande wiederholt. 

Abb.1 gibt das Termschema der nach dem bisher Gesagten in 
Frage kommenden Ce IJ-Linien. All diese Linien zeigten auf unseren 
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Abb. 1. Termschema der untersuchten Ce II-Linien. Wellenlangen, Termbezeichnungen und Elektronen- 
konfigurationen nach G. R. Harrison, W. E. ALBERTSON und N. F. Hosrorp [J. opt. Soc. Amer. 31, 
439 (1941)]. 


Aufnahmen eine Unsymmetrie nach kleineren Wellenzahlen; in gitin- 
stigen Fallen — bei nicht zu starkem Untergrund — lieB sich eine 
Auflésung in 2 Komponenten erreichen. Abb. 2 gibt als Beispiel eine 


Ce 142 . r—Ce 140 


y 
TEE ao a BB 
ee a 
Abb. 2. Fapry-Peror-Aufnahme der Ce II-Linie 44628 A. Etalonabstand 45 mm, LinearvergréBerung 
10fach. 


Interferometeraufnahme der Linie 24628 A, bei der durch geeignete 
Wahl des Etalonabstandes die schwache Komponente annahernd in 
die Mitte des Dispersionsgebietes gelegt wurde!. 

Die Aufnahmen wurden mit einem lichtelektrischen Registrier- 
photometer von Zeifs photometriert und zur Auswertung in tblicher 
Weise quadratisch entzerrt. Am besten lieB sich die Photometrierung 
fiir die Linien 2 4471, 4562 und 4628 A durchfihren, die iibrigen Linien 
waren intensitatsschwacher oder von anderen Linien so dicht benach- 
bart, daB bei der Photometrierung mit extrem schmalem Photometer- 
spalt die MeBgenauigkeit durch die Kornschwankungen begrenzt wurde. 


1 Die schwache Komponente wird dann von beiden Seiten gleich stark ,,ange- 
zogen*. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. 20 
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Fir die drei giinstigsten Linien haben wir die Photometerkurven 
_— pei Kleineren Etalonabstiinden — auf Intensitaten! umgezeichnet. 
An den Intensitatskurven wurde gepriift, ob sie sich in 2 Komponenten 
mit gleicher Linienbreite und einem Intensitatsverhaltnis 1:8 zerlegen 
lieBen und dann der Komponentenabstand graphisch ermittelt. In 
Abb. 3 ist eine derartige Analyse, diesmal fiir 2 4562 A, durchgefiihrt. 
Wie ersichtlich ergibt eine Zerlegung im richtigen Intensitatsverhaltnis 
innerhalb der Fehlergrenzen die gemessene Struktur. Dabei bleibt ein 
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Abb. 3. Intensitatsverteilung der Ce II-Linie 2 4562 A. Kreise: MeBpunkte. Die Linienform wurde dem 
ausgezogenen Kurvenzug entnommen; die gestrichelten Kurven sind konstruiert. Etalonabstand 35 mm. 


kontinuierlicher Untergrund stehen, fiir den im wesentlichen die natiir- 
liche Intensitatsverteilung des FABRy-PrRot-Interferometers verant- 
wortlich gemacht werden kann. 

Tabelle 2. Verzeichnis der gemessenen Isotopieverschiebungen im Cer II-Spektrum. 


Isotopieverschiebung Ce 140 — Ce 142 [107° cm~?] 


Wellen- iets ARE Pap a le : aie 
lange : eee ant {mm} Mittel- 
tA] 27 33 aoe 40 eas 47 | 48 ve 

ey OS Perse eer eT iT ee CTT SEC TiT ToT oT 

4450,7 SOse5 | B/S (63) ~57 
4460,2 57a 5, (54,5455 (55) 54-45 
4471,2 s5+ts5 |51,5+2) 5344 Meee 53 H35e4 |) G8ae2 
4528,5 5455 56-+5 Vase 3 bo Biao 
4562,4 53-4 | 53-55 54.3 S58 sae! Sosa sh SSSee 
4572,3 SOs SA See 54 (> 56) Liane: 
4606, 4 54+5 (56) 510 
4628,2 | 50+5 | 59-+5 |52,5+-2) 55+-3 |53,54+2| 5643 )|53,5+3] 54+2 
4714,8 50+ 5 | (> 56) | de) 


Ce 142 (schwache Komponente) liegt stets nach kleineren Wellenzahlen ver- 
schoben. Fettgedruckte Werte wurden durch graphische Analyse gewonnen 
(wie im Beispiel der Abb. 3). Eingeklammerte Werte sind weniger zuverlassig. 


1 Die Schwarzungsstufen wurden mit einem Stufenblendenkondensor nach 
HANSEN gedruckt. 
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In Tabelle 2 sind die auf diese Weise graphisch ermittelten Kom- 
ponentenabstande in Fettdruck aufgefiihrt. Die tibrigen Zahlenwerte 
der Tabelle wurden ohne Umzeichnung direkt an den Photometerkurven 
gemessen; das Intensitatsverhiltnis lieB sich dabei an Hand der mit- 
photometrierten Schwarzungsstufen abschatzen und war stets mit dem 
Mischungsverhiltnis der Cer-Isotope vereinbar. 

Die Ausfiihrlichkeit in der Wiedergabe der MeBergebnisse soll 
zeigen, daB es sich bei den beobachteten Aufspaltungen nur um eine 
Isotopieverschiebung des Isotopenpaares Ce 140 — Ce 142  handeln 
kann. Es ist namlich ganzlich unwahrscheinlich, da8B bei jeder der ins- 
gesamt 9 Linien zufdllig stets im gleichen Abstand eine Nachbarlinie 
mit 1/8 Intensitat liegen sollte. 


3. Berechnung der experimentellen Isotopieverschiebungskonstanten. 

In einer vorhergehenden Arbeit haben KOPFERMANN und einer von 
uns! den Isotopieverschiebungseffekt der schweren Elemente, insbe- 
sondere des Samariums, ausfiihrlich diskutiert. Um Wiederholungen 
zu vermeiden, setzen wir im folgenden das in den Kapiteln 4 und 5 
dieser als ,,I“‘ zitierten Arbeit Gesagte voraus. 

In I wurde die von der Elektronenhiille unabhangige ,,experimentelle 
Isotopieverschiebungskonstante (Is.V.K.)“ C,,, eingefiihrt: 

n3/(4 — do/dn) 

Cexp a Alem - Z , (1) 
wobei 7, die effektive Quantenzahl, do/dm die Differenz der RYDBERG- 
Korrektionen, Z, = 2 fiir ionisierte Atome und AZ), der gesamte 
Beitrag eines s-Elektrons zur Isotopieverschiebung ist. Um AT,,, fiir 
das Ce II-Spektrum anzugeben, miissen wir zundchst von der fiir die 
Linien gemessenen Isotopieverschiebung (Tabelle 2) auf die Isotopie- 
verschiebung der Terme iibergehen. 

An der innerhalb der MeBfehler gleichen Aufspaltung der Linien 
44562 und 4628 A (mit gemeinsamem oberen Term) sieht man, dab 
die Terme 4/?(?H) 6s, a4H,, und a 4H,, recht genau dieselbe Isotopie- 
verschiebung haben. Leider reicht die MeBgenauigkeit und die Zahl 
der vermessenen Linien nicht aus, um auf diese Weise alle vorkommenden 
Terme aneinander anzuschlieBen. Nun haben HARRISON, ALBERTSON 
und Hosrorp?2 auf Grund ihrer ZEEMAN-Daten durch Vergleich von 
beobachteten und berechneten g-Summen gezeigt, daB die hier in 
Betracht kommenden Terme nicht wesentlich von fremden Elektronen- 
konfigurationen gestért sein kénnen. In Ubereinstimmung mit der 


1 Brrx, P., u. H. Koprermann: Z. Physik 126, 344 (1949). (Als I zitiert.) 
2 Harrison, G. R., W. E. ALBERTSON u. N. F. Hosrorp: J. opt. Soc. Amer. 
31, 439 (1941). 
20% 
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Tatsache, daB alle Linien der Tabelle 2 innerhalb der Fehlergrenzen 
gleich weit aufspalten, ist hieraus zu schlieBen, daB die gemessene 
Isotopieverschiebung von im Mittel 54-107? cm™ (fiir die drei am 
genauesten vermessenen Linien) als Differenz zwischen den Beitragen 
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Abb. 4. Linearer Zusammenhang zwischen 5 Ie 5 und (t— daldn)|nj flir das 6s-Elektron in den Spektren 
Ba II bis Hg IT}. OT,» ist fiir die alkaliadhnlichen Spektren (Ba II, Yb II und Hg II) der Abstand 
vom Schwerpunkt des 6p *P zum 6s *S1 . Bei den tbrigen Elementen wurden zur Berechnung von OT, = 
jeweils alle 6s- bzw. 6p-Terme, die auf demselben Term des 4 /#- oder §d'-Rumpfes (La: 5d 2D; Eu: 4f7 8S; 
Pt: 5d°2Bys) Aws 5id® *D5) aufbauen, zu ihrem Schwerpunkt zusammengefaBt. Mq und do/dn sind eben- 
falls fiir den Schwerpunkt berechnet worden, wobei als Seriengrenze der Schwerpunkt des betreffenden 
Rumpfes im zweiten Funkenspektrum zugrundegelegt wurde. Die in der Abbildung mit einem Kreis 
bezeichneten Werte sind wegen bisher unvollstandiger Termanalyse etwas weniger zuverlassig. Insbesondere 
war beim Au und Pt nur ein Energieniveau des Rumpftermes bekannt, beim Pt konnte auBerdem ein Teil 
der 6-Terme nur durch Vergleich mit ahnlichen Spektren berticksichtigt werden. Die in der Zeichnung 
fehlenden Spektren zwischen Ba I] und Hg II sind fiir diese Systematik bisher nicht hinreichend analysiert. 


eines ungestérten 6s- und 6p-Elektrons zur Isotopieverschiebung anzu- 
sprechen ist. Indem wir den 6#-Termen noch etwa 0 bis 20% der 
Verschiebung eines 6s-Elektrons zubilligen (vgl. Hg I1?), wollen wir 


A Lexy = (60 + 6) +1072 em se) 
angeben. Die Isotopentermlage ist normal. 


1 Literatur zur Klassifikation der Spektren: Ba, Hg: Bacuer, R.F., u. S. 
Goupsmit: Atomic Energy States. New York 1932. La: Russet, H.N., u. 
W.F. Meccers: Bur. Stand. J. Res., Wash. 9, 625 (1932). Eu: RussEe1z, H.N., 
W. ALBERTSON u. D. N. Davis: Phys. Rev. 60, 641 (1941). Yb: Meccrrs, W. F., 
u. B. F. ScRIBNER: Bur. Stand. J. Res., Wash. 19, 654 (1937). Pt: SHENSTONE, 
A. G.: Phil. Trans. roy. Soc. Lond. A 287, 453 (1938). Au: Pratt, J.R., u. 
R. A. SAwvER: Phys. Rev. 60, 866 (1941). 


? Mrozowsk1, S.: Phys. Rev. 61, 605 (1942). 
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Im Ce I]-Spektrum sind héhere Serienglieder und damit die Ioni- 
sierungsspannung bisher unbekannt, so daB nm, und do/dn nicht dem 
Spektrum entnommen werden kénnen. Auf Grund einer empirischen 


GesetzmaBigkeit (s. Abb. 4) l4Bt sich jedoch aus dem Abstand 67, _, 


Ss 


\% 


80 bY 88 9 
Neutronenzah/N—= 


Abb. 5. Verhaltnis von experimenteller zu theoretischer Isotopieverschiebungskonstante (jeweils fiir das 

Isotopenpaar mit N — 2 und N Neutronen) in der Umgebung der Neutronenzahl N = 82. Ausgezogene 

Verbindungslinie beim Sm: Relativwerte (auch vorn Nd her) genauer bekannt (vgl. I). Gestrichelte Tem 

Gleichheit der verbundenen Werte (entspricht Aquidistanz in der relativen Isotopenlage) beim Sm vom Nd 
her nahegelegt (vgl. I), beim Ba bei der Analyse vorausgesetzt. 


der Schwerpunkte von 4/?(?H)6s und 4/?(@H)6p die Abschatzung 
n2/(4 —da/dn) = 10,9 (3) 


fiir den Schwerpunkt von 4/?(?H) 6s gewinnen. Indem die Fehler- 
grenzen vorsichtshalber noch um 10% erhéht werden, folgt aus (1), 


(2) und (3): Cap 10410 em 200. 


4. Diskussion. 


In Abb.5 ist, soweit bisher bekannt!, fir die Elemente in der 
Nachbarschaft des Cers das Verhaltnis C,, /Cy, +t, 1n dem sich eine 


1 Literatur siehe I. | 
+ Cth berechnet mit Ry = 1,4: 10°%cm (ROSENFELD, L., Nuclear Forces, 


Amsterdam 1948) und Beriicksichtigung der zweiten Naherung nai A. Bour 
al J. In der dort angegebenen Formel fiir Cin ist die zweite Naherung nicht 


mit enthalten). 


i oa 
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charakteristische Kerneigenschaft der betreffenden Isotope wieder- 
spiegeln sollte, in Abhangigkeit von der Neutronenzahl N aufgetragen. 
Neben dem ,,Sprung‘‘ zwischen den Neutronenzahlen 88 und 90, der 
in I diskutiert worden ist, fallt der ,,Sprung“’ zwischen den Neutronen- 
zahlen 82 und 84 auf, der in I versuchsweise in Zusammenhang mit 
der ,,magischen‘’ Neutronenzahl 82 gebracht wurde. Diese Inter- 
pretation findet in dem neugewonnenen Cer-MeBpunkt eine starke 
Stiitze, vor allem spricht dieser MeBpunkt gegen einen allmahlichen 
Anstieg der experimentellen Is.V.K. in Abhangigkeit von Z, wie er 
insbesondere vielleicht durch die zunehmende Zahl von f-Elektronen 
in der Elektronenhiille vorgetauscht sein kénnte. Eine endgiiltige 
Entscheidung wiirde durch einen Vergleich der Isotopieverschiebungen 
Ce 136—Ce 138—Ce140 mit der hier gemessenen Isotopieverschiebung 
Ce 140—Ce 142 moglich sein!; leider sind die betreffenden Isotope im 
normalen Isotopengemisch (vgl. Tabelle 1) fiir eine optische Beobachtung 
zu selten, so da nur eine Anreicherung zum Ziele fithren kann. 


Gottingen, I1. Physikalisches Institut der Universitat. 


1 Das Cer ist das einzige Element, das mit seinen stabilen Isotopen iiber die 
Neutronenzahl 82 hiniibergreift. 


Berichtigung zur Arbeit von R. Hosemann, 
R6ntgeninterferenzen an Strichgittern 
mit Flissigkeitsunordnung *. 


1. S.24: In der Klammer vor Gl. (19) miissen Zahler und Nenner vertauscht 
werden. 


2. S.26: In Gl. (26) muB vor arg der Faktor } eingefiigt werden. 
3. S.30: Am Schluf& von Gl. (50) mu8B der Nenner lauten (x? os p,)?. 


* HosEMaANN, R,: Z. Physik 127, H. 2 AG: 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, S. 297—323 (1950). 


Die Absorption von R6éntgenstrahlen 
im Fall der Interferenz. 
Von 
G. BORRMANN. 
(Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Physik, Hechingen [Hohenzollern].) 
Mit 8 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 6. Juli 1949.) 


Die Durchleuchtung von Kalkspatkristallen mittels der Strahlung einer Kupfer- 

Antikathode brachte neben den gewohnten, der v. Laugeschen Beziehung geniigen- 

den Beugungsmaxima auch die in den Einfallsrichtungen dieser Beziehung még- 

lichen Interferenzen zum Vorschein. Die Absorption aller interferierenden Strah- 

lung war erheblich geringer als sie nach MaBgabe der normalen Absorptionskoeffi- 
zienten hatte sein miissen. 


A. Die Absorption spielt im Gebiet der R6ntgeninterferenzen im 
allgemeinen die Rolle einer Korrekturgr68e, die beim Arbeiten mit 
Reflexintensitaten in Betracht zu ziehen ist. Bei der Analysierung von 
Kristallstrukturen etwa erfordert diese Korrektur desto mehr Sorgfalt, 
je schwieriger die Aufgaben werden (vgl. G. MENZER in [1]). Fragt 
man, ob die Absorption auch einmal das Wesen der Erscheinungen be- 
stimmen k6nne, so ist wohl in erster Linie der Nachweis, da die Absorp- 
tion FRIEDELs Regel iiber das obligate Symmetriezentrum auBer Kraft 
setzen kann, zu nennen (hierzu M. v. LAvE, [2], §17). Doch geniigte 
auch dort die Auffassung, die Absorption wirke auf die Interferenz ein; 
nur werden die Intensitaten der Interferenzmaxima unter Anderung der 
Phasen der Partialwellen herabgesetzt. Umgekehrt gibt es aber auch 
eine Wirkung der Interferenz auf die. Absorption. Dies zeigte sich, als 
Rontgenstrahlen im LAvE-Fall der Interferenz ,,ideale“ Kristalle durch- 
queren muBten und dabei starker Absorption ausgesetzt waren. Aus 
den vor einiger Zeit mitgeteilten Extinktionsdiagrammen von Quarz [3] 
war zu schlieBen, im fehlerlosen Kristallgitter miisse die Absorption 
in einer Einfallsrichtung 8, der v. LAureschen Interferenzbedingung 
3 — 8, = A kleiner als auBerhalb einer solchen Richtung sein. Die am 
Quarz beobachteten Erscheinungen traten auch am Kalkspat auf. Bei 
weiterem Studium erwies sich die Reflexionsrichtung $ ebenfalls als eine 
Richtung mit herabgesetzter Absorption. Die merkwirdigste Beobach- 
tung bestand darin, daB& der Absorptionskoeffizient mit wachsender 
Kristalldicke abnahm. Infolgedessen konnte am Ende interferierende 
Strahlung noch photographisch registriert werden, nachdem sie Kristall- 
platten durchquert hatte, die, galte der normale Absorptionskoeffizient, 
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fiir Strahlen der betreffenden Wellenlange ganz undurchdringlich 
gewesen waren. Die einfachste zu diesen Experimenten benutzte An- 
ordnung ist in Fig. 1 dargestellt. 
Das divergente Strahlenbiindel einer handelsiiblichen Rohre mit 
Cu-Antikathode fiel durch eine planparallele Kalkspatplatte auf einen 
oe Film. Die Divergenz des Biindels war 
S durch das Fenster des Strahlenschutz- 
= ee kérpers im Innern der Rohre gegeben; 
eine an der Rohre befestigte Messing- 
ee a3 SES platte mit einer dem /Strahlenkegel 
alt angepaBten Offnung trug den Kristall, 
der die Offnung zudeckte, so daB weder 
| direkte noch unerwiinschte gestreute 
Strahlung den Film treffen konnte. 
Das Strahlenbiindel fand an meh- 
reren Netzebenen Gelegenheit zur Re- 
flexion, vor allem auch an den Spalt- 
ebenen des Kalkspates, deren LAuEsche 
Indizes {200} sind?, und die erfahrungs- 
gemaB unter allen Netzebenen des 
Kalkspates das gré8te Reflexionsver- 
mogen besitzen. Der Strahlengang der 
Reflexion an einer der Spaltebenen, 
némlich an (200), ist in der Figur 
dargestellt. Es ist derselbe, mit dem 
W.L. Brace die elliptische Form der 
LAvE-Flecken erklart hat [4], und 
Fig. 1a (oben) u“ b (unten). a Buperimentaie Cer idadurch» charaktérisierttastyn aan 
ieee ce ee tee ee Strahlen verschiedener Wellenlange 
ende, vom Film aus gesehen. Anmerkung: . . 
In a ist die zeichnerisch einfachste Kristall- an parallelen ,,Spiegeln“ reflektiert 
sath, gevait yb fie Seng vabrend werden und sich nach der Reflexion 
durch eine Drehung der Kristallplatte um uberkreuzen. 
PEL abr Ane: ses PARE In der Fig. 2 liegt der Reflex an 
(200) oberhalb des Primarflecks. Er 
enthalt das Spektrum der Cu-Antikathode von K, (A = 1,54 A) an 
uber K, (A = 1,39 A) bis zur kurzwelligen Grenze A,in. Die harten 
Komponenten des Kontinuums sind zum Teil intensiver als die Linien K, 
und K,. Diese Umkehrung des gewohnten Intensitatsverhaltnisses 
beruht in der Hauptsache einfach auf der starken Absorption im Kristall; 
zudem ist die K,-Linie wegen des beinahe streifenden Austritts der 


i Strahlenkege/ 


783MM —— 


(20 \ \e kolkspart 
Messing. 


VVZZN 
SSSESSSEL-HSSSSSS SS 
Lindemanntenster 


| 
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| 
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M355 Mm: 


Strichfokus 10x17 ta ae teal 


1 Zugrunde gelegt ist die der Elementarzelle von NaCl ahnelnde (jedoch rhombo- 
edrische und nicht elementare) Zelle, worin die {100}-Ebenen im Abstand 6,06 A 
aufeinander folgen. 
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erzeugenden primaren Strahlung etwas schwach ausgefallen. Etwa 2mm 
vor Amin ist ein starker Anstieg der Intensitat zu bemerken; Ursache 
ist die Br-Absorptionskante des Films, die bei 7 = 0,918 A oder 13,5 kV 
liegt. Ein wenig héher muf also die Spannung an der Réhre gewesen 
sein; sie betrug nach direkten Messungen 17 kV. 

Die auBer (200) noch auftretenden Reflexe bestehen wegen der maBi- 
gen Divergenz des Strahlenbiindels nur aus einem Teil des Spektrums. 
Der langs des linken Bildrandes sich erstreckende Reflex (020) enthalt 
K,, K, und einen Teil des Kontinuums. Die K-Linien sind in diesem 
Fall tiber 1mm breit und besitzen eine gewisse Struktur; beides ist durch 
die Eigenschaften des Brennflecks, seine Breite und seine nicht ganz 
gleichmaBige Belegung, bedingt. Die (200)-Linien sind scharf, weil hier 
im wesentlichen die nach Fig.1 sehr kleine Projektion der Brennfleck- 
lange abgebildet wurde. Die iibrigen Reflexe, namlich (220), (220), 
(131), bestehen offenbar aus dem durch Br—K-Absorption hervorge- 
hobenen Teil des Kontinuums. 


Nun ist leicht emzusehen, dab zumindest die langwelligen Kompo- 
nenten des Spektrums, also etwa K,, nur dank reduzierter Absorption 
in Erscheinung treten konnten. Der Absorptionskoeffizient der Cu—K,- 
Strahlung in Kalkspat hat den Wert ~ = 193 [cm™] (nach [5]), bzw. 
205 [cm™+] (nach [6]). Da der Kristall 2,71 mm dick war, betrug die 
Durchlassigkeit senkrecht zur Oberflache 


ft — e— HD = e— 198 + 0,271 = e7 92.8 = 40-227, 


Io 
Unter diesen Umstanden ist es einem Primarstrahl unmoglich, in einer 
Belichtungszeit von 1 Std die Kristallplatte mit merklicher Energie 
zu durchdringen. Von einem reflektierten Strahl ist dies also auch 
nicht zu erwarten, zumal er nicht den kiirzesten Weg im Kristall ein- 
schlagen wird. 

Aus der extrem kleinen Durchlassigkeit des Kristalls fiir die nicht 
interferierende Cu—K,-Strahlung folgt, daf§ der Primarfleck der Fig. 2 
durch die hartesten Komponenten des Bremsstrahlkontinuums erzeugt 
worden sein mu. Auch diese Komponenten konnten den Kristall kaum 
noch durchdringen: die Schwarzung des Films im Bereich des Primar- 
flecks war nicht viel gréBer als in den Reflexen. Nach geringer Ernie- 
drigung der Roéhrenspannung verschwand der Primarfleck, wahrend die 
Reflexe erhalten blieben. Dies zeigt Fig.3. Also muf die Absorption 
nicht nur im Fall der Linie K,, sondern im gesamten Spektralbereich der 
Reflexe in Fig.3 geringer als normal gewesen sein. Anzumerken ist, dak 
die Spannungsainderung die Reflexe der Erwartung gema} verandert 
hat: der Abstand zwischen den K-Linien und der kurzwelligen Grenze 
ist kleiner geworden; die K-Linien sind etwas starker geworden, weil der 
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mit der Spannungserniedrigung verbundene Riickgang der Strahlungs- 
intensitat durch die verdoppelte Belichtungszeit mehr als ausgeglichen 
worden ist. 

Nachdem der Primarfleck verschwunden ist, zeigt sich der Platz 
nicht leer, sondern von einer Anzahl Spektren ausgefiillt. Diese Spektren 
werden durch Strahlen in Richtung 8) erzeugt. Wie es dazu kommt, 
ist im Prinzip klar. Denn jede Einfallsrichtung 8, ist zugleich eine Rich- 
tung, in der interferierende Strahlung auftreten kann; daf sie wirklich 
auftritt, liegt an dem groBen Reflexionsvermégen des idealen Gitters, 


(020) a8 (220) 


Cu-K 
Br-K (200) 
Amin 


(731) (220) 


Fig. 2. Aufnahme yon Kalkspat nach Fig.1a und b. 17 kV, 20 mA, Belichtungszeit 1 Std; Dicke der 
Kristallplatte D, = 2,71 mm. 


Zu den Fig. 2, 3 und 5: Ma&stab der Verkleinerung 4:5; GréBe der vom Strah- 
lenkegel getroffenen Oberflache des Kristalls etwa 8 * 10 mm?; die Diagramme 
wurden unter den gleichen Bedingungen kopiert, mit Ausnahme des Primarflecks 
Lechisei De Eso. 


Anmerkung ber der Korrektur. Die im Text gegebene ausfiihrliche Beschreibung 
der Diagramme bezieht sich auf die Filme; im Druck diirften wohl die meisten 
Details richtig wiedergegeben werden. Die Linie (131) in Fig. 2 muBte hervorge- 
hoben werden, um sichtbar zu sein. Manche Einzelheiten lassen sich an Hand der 
Photometerkurven in Fig. 6 und 7 nachpriifen. 

Ein Haupteindruck bei der Betrachtung der Filme ist der einer groBen Regel- 
maBigkeit der Linien und ganzen Spektren; im Druck diirften hiervon vor allem 
die kraftig hervortretenden R)-Reflexe ein gutes Bild geben. 


Die Absorption von Rontgenstrahlen im Fall der Interferenz 301 
Z = 


(020) a 8 & x(k, 


St oe — ath 


| 


S 
(220) Rs 


(220) Ry he (220)R 


Fig 3. Wie Fig. 2, aber 15 kV, 20 mA, Belichtungszeit 2 Std. 


Fig. 5. Aufnahme von Kalkspat nach Fig.1a und b. 15 kV, 20 mA, Belichtungszeit 40 min; Dicke der 
1 


Kristallplatte D, = 2, 


welches dafiir sorgt, daB der einmal reflektierte Strahl (an parallelen 
Netzebenen) zum zweiten Mal und Ofter reflektiert wird: so kehrt ein 
Teil der Energie in die Einfallsrichtung zuriick. Im Diagramm Fig. 3 
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haben die gewohnten Reflexe den Index R erhalten, die andern den In- 
dex Ry. (200) R bedeutet einen Reflexionskegel, der sich in Richtung 
[200] des reziproken Gitters dffnet, (200) Ry einen Kegel, der parallel 
zum Einfalls- (oder Extinktions-)kegel verlauft und sichin Richtung [200] . 
éffnet (vgl. Fig. 1; man denke sich den Kristall als Teil eines beliebig 
ausgedehnten Gitters und in diesem Gitter die vollstandigen Einfalls- 
kegel konstruiert). 

(200) Ry enthalt ebenso wie (200) R das Spektrum von K, an bis 
Amin» Nur entsprechend dem Strahlengang in Fig.1 weiter auseinander 
gezogen. Ebenso ist (020) Ry vorhanden, auch (220) Ry und (220) Ro 
sind deutlich zu erkennen. Die R )-Spektren sind im Primarfleck der 
Fig.2 bereits angedeutet. Im Film sind sie sehr gut zu sehen, es ist 
aber schwierig, sie in der Kopie zusammen mit den tibrigen Einzelheiten 
gut wiederzugeben. Daher ist der Primarfleck rechts neben Fig. 2 
nochmals reproduziert. Die Geometrie der R,-Kegel ist einfacher als 
die der k-Kegel, denn die Lage der ersteren auf dem Film ist vom Ab- 
stand Quelle—Kristall unabhangig. Die R,-Linien wird man also heran- 
ziehen, um etwa mit Hilfe der Bezugslinien K,, K, und der Br-Kante 
auf Amin, und damit auf die Spannung an der Rohre zu schlieBen. Diese 
ergab sich aus Fig. 3 (aus einer Photometerkurve des Diagramms) zu 
15,1 kV, wahrend ein Voltmeter 15,0 kV zeigte. Somit war die Spannung 
um rund 2 kV niedriger als im Fall des Diagramms Fig.2. Der Schnitt- 
punkt der K,-Linien von (200) Ry und (020) R, fallt nahezu mit einem 
zur geometrischen Orientierung niitzlichen Bezugspunkt zusammen, 
namlich mit dem DurchstoBpunkt eines zur Kristalloberflache senk- 
rechten Strahles. Denn der Winkel zwischen 2 Spaltebenen betragt 
74,9°, der Reflexionswinkel #/2 betragt 14,7°, und dies ergibt zusammen 
89,6°. Der Abstand zwischen jenem DurchstoBpunkt und einer unbe- 
kannten /t)-Linie im Diagramm kann dazu dienen, der Linie die erzeu- 
gende Netzebene zuzuordnen. 

Soweit man schatzen kann, sind die Reflexe R und Rg gleich stark. 
Die K-Linien der Fy zwar erscheinen etwas heller als die der R, aber der 
Untergrund ist abzuziehen; dieser besteht, wie man sieht, aus den Kon- 
tinua der Ro-Reflexe der verschiedenen Netzebenen und, wie die nahere 
Priifung zeigt, aus einem Rest von primarer Strahlung. Das Kontinuum 
von (200) Ay wiederum erscheint weniger hell als das von (200) R, aber 
es ist doppelt so weit ausgedehnt, und so wird man im ganzen doch 
Gleichheit der Energie vermuten. Der genaueren Untersuchung sind 
die Linien eher zuganglich als das Kontinuum. Das Photometer regi- 
strierte in den (200) R-Linien « und 6 86% der Energie der zugehérigen 
Ro-Linien. Nun war (nach Fig.1) der Weg von der Strahlenquelle bis 
zum Film im Fall Ry nur 91% des Strahlweges im Fall R, und demgemaB 
findet man auch die R-Linien langer als die R,-Linien. Etwa im gleichen 
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MaBe mu8 auch die Energie in R zu klein gefunden werden, weil der 
Spalt des Photometers nur einen Teil der Linienlange erfaBte. Es trifft 
sich, daB die hierdurch gegebene Korrektur des MeBwertes (nach beson- 
derer Messung) dadurch annulliert wird, daB ein den Film schrag durch- 
querender Strahl diesen mehr schwarzt als ein senkrecht einfallender. 
Somit ist die Energie jedenfalls zu nahezu gleichen Teilen, genauer im 
Verhdltnis 0,86 + 0,10 zu 1 auf die die Reflexe R und R, erzeugenden 
Strahlen verteilt; die Fehlerspanne ist geschatzt. 

FolgendermaBen kann nun der Absorptionskoeffizient w,, der die 
Absorption der Cu—K,-Strahlung im Fall der {200}-Interferenz bestimmt, 
geschatzt werden. In Fig.2 ist der Primarfleck heller als die R—K,- 
Linien, in Fig.3 dunkler. Lag die Réhrenspannung in der Mitte 
zwischen den zur Aufnahme der beiden Diagramme benutzten Span- 
nungen, also bei 16 kV, so erschienen Linien und Primarfleck ungefahr 
gleich hell. Vom Primarfleck kann angenommen werden, daf er ganz 
uberwiegend durch Strahlung hervorgerufen wurde, deren Wellenlange 
zwischen der kurzwelligen Grenze (16 kV) und der Br-Kante (13,5 kV) 
lag. Erscheinen Linien und Primarfleck im Bilde gleich hell, so kénnen 
die erzeugenden Roéntgenstrahlen, unter den gegebenen Umstanden, in 
der Intensitat nicht sehr verschieden gewesen sein. Andererseits war 
in dem Biindel, das den Kristall traf, die K,-Intensitat nach den Regeln 
der Rontgenspektren ebenfalls von derselben GréSenordnung wie die 
Gesamtintensitat im betrachteten Spektralbereich des Kontinuums. 
Ein mittlerer Absorptionskoeffizient, den man dem Spektralbereich zu- 
zuordnen hatte, um die Absorption dieser Strahlung im Kristall zu 
beschreiben, miiBte zwischen den Koeffizienten der 16kV- und der 
13,5 kV-Strahlung liegen. Die Mitte zwischen den beiden Spannungen 
mége als die dem gesuchten Koeffizienten entsprechende Spannung 
angesehen werden, und demnach der Koeffizient der interferierenden 
Cu—K,,-Strahlung gleich dem einer gew6hnlichen monochromatischen 
Strahlung von 14,75 oder rund 15 kV gesetzt werden. Die Wellenlinge 
dieser Strahlung ist A = 0,827 A. Nach den Tabellen gehért zu 2 =0,88A 
ein Koeffizient, die Absorption in Kalkspat betreffend, in Hohe von 
44 [em]. Hieraus folgt, wenn # proportional zu /* gesetzt wird, fur 
A = 0,827 A der Wert uw =p,(Cu—K,) = 34 [cm]. Die Durchlassig- 
keit der Kristallplatte wird hiermit 


e—34°0,271 __ p—9,2, 


Diese Schatzung ist ohne Zweifel grob, sie ist aber gut genug, um mit 
Sicherheit sagen zu kénnen: Die Durchlassigkeit der Kalkspatplatte 
fiir interferierende Cu—K,-Strahlung hatte, wenn durch {200} im LAUE- 
Fall gebeugt wurde, einen Wert in der Nahe von e~®, nicht den bei 
normaler Absorption zu erwartenden Wert von e-?. 
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Auf anderem Wege kann dieses Resultat bestatigt und verbessert 
werden. ju, ist durch die Durchlassigkeit im Fall der Interferenz defi- 
niert gemaB 

J& =p D 

Aa Eas (1) 
T, die Intensitat einer Linie nach Absorption, ist aus Fig.2 oder 3 be- 
kannt; Jj, die Intensitat derselben Linie ohne Absorption, miiBte aus 
einer Wiederholung des Versuchs bestimmt werden, wobei die Dicke 
soweit zu reduzieren ware, daB die Absorption zumindest naherungs- 
weise vernachlassigt werden kénnte. Es war zunachst einfacher, /, durch 
Reflexion an der Oberflache des Kristalls (im symmetrischen BRAGG- 
Fall der Interferenz) zu ermitteln. Diese Spiegelung erfolgt fast ohne 
Verluste (vgl. [5], Tabelle VI, 4 und 5), und es ist bekannt, da8 das 
integrale Reflexionsvermégen im BraGG-Fall ohne Absorption doppelt 
so groB wie im LAvE-Fall ohne Absorption ist (unter den gegebenen 
Umstanden sehr nahezu, nach [2], Fig. 108 und 110); dabei ist nur k 
beriicksichtigt; wird R, hinzugenommen, so ist das integrale Reflexions- 
vermogen in beiden Fallen gleich groB, falls das obige Ergebnis tiber das 
Energieverhaltnis von R zu R, auch bei verschwindender Absorption 
richtig bleibt. Wird somit /, (LAvE-Fall) durch $J (Bracc-Fall) er- 


setzt, so folgt aus (1) 
I(B) 


a, D = \n BI (L) (2) 


Bekanntlich gentigt bei Reflexion an der Oberflache eines Kristalls eine 
Belichtungszeit in der GroBenordnung einer sec, um die Cu—K,-Linie 
zu photographieren. Nach orientierenden Messungen waren 2 sec 
erforderlich, um diese Linie bei Reflexion an der Oberfliche des Kalk- 
spatkristalls und unter sonst gleichen Bedingungen in derselben Starke 
erscheinen zu lassen, mit der in Fig.3 (020) R—K, auftritt. Das Inten- 
sitatsverhaltnis 1(B):J(L) war also gleich 2 Std:2sec. Damit wird 
jf, D = In 1800 = 7,5 (gegen 9 der vorangegangenen Schatzung) und 
M@,;= 28{cm™]. w,: als MaB fiir die tibernormale Durchlassigkeit wird 
0,143. Diese Gruppe von Werten, die zur Netzebene {200} im LAvE-Fall, 
zur Cu—K,-Strahlung und zur Plattendicke 2,71 mm geh6rt, werde mit a 
bezeichnet. Die Fehlerspanne von yw, D wird wie folgt geschatzt. Der 
Wert 1:1800 diirfte, unter Einrechnung nicht nur der MeBgenauigkeit, 
sondern auch der erwahnten Approximationen und gewisser Unsicher- 
heiten, héchstens um den Faktor 2 zu gro oder zu klein sein. Die 
Fehlerspanne von «, D folgt daraus zu rund + 10%. 


B. uw, kann zwar, wie geschehen, auf die Kristalldicke bezogen werden, 
doch ist es unerlaBlich, den wahren Absorptionsweg zu kennen. Die 
Fig. 4 enthalt nur den Strahlengang im AuBenraum und das Schema 
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der Spiegelung, nicht den Strahlengang im Kristallinnern. Findet nun 
im Innern mehrfache Reflexion statt, ist diese Reflexion jedesmal total, 
und gentigt wie im BRAGG-Fall eine Schichtdicke der GroBenordnung 1 py, 
um den Strahl umzulenken, so folgt der Strahlengang der Fig.4: die 
Energie wandert langs der Netzebene, und die Strahlen % und Ry bilden 
sich erst an der Austrittsoberfliche. Nach dieser Vorstellung miiBten 
in der 2,7 mm dicken Kristallplatte hunderte von totalen Spiegelungen 
stattfinden, und man méchte wohl zweifeln, ob dies méglich sei. Es ist 
aber daran zu erinnern, da der gezeichnete Strahlengang schon von 
C.C. Murpock, unter Berufung auf C.G. 
DARWINs Theorie der Réntgeninterferenzen 
in Betracht gezogen und durch Ausmes- 
sung von “‘triple LAUE-Spots”’ bestatigt 
worden ist [7]. Fraglich ist wohl nur, ob 
dieses Ergebnis, das sich wegen der hohen 
Rohrenspannung (55 kV) auf schwache 
Absorption beziehen diirfte, auf den Fall 
extrem hoher Absorption tibertragen wer- 
den darf. Die Antwort auf diese Frage 
ist im Diagramm Fig. 3 enthalten. 

Liegt gemaB Fig.4 der gemeinsame 
Ursprung von %t und i, an der dem Film 
zugekehrten Oberflache des Kristalls, so Fig.4. Der Strahlweg im Kristall. 
muf8 der aus dem Abstand 6 und dem 
Beugungswinkel # zu berechnende Wert des Abstandes A Kristall—Film 
mit dem direkt zu messenden Wert iibereinstimmen. Liegt im anderen 
Extremfall der Ursprung, wie punktiert gezeichnet, an der Eintritts- 
oberflache, so muB das berechnete A das gemessene um die Kristall- 
dicke iibertreffen. Berechnet wurde aus den Abstanden & der K,- und 
der K,-Linien von (200) und (020) A = 78,5mm, direkt gemessen wurde 
A =78,3mm. Die Ausmessung anderer Diagramme, darunter des 
spater zu besprechenden Diagramms Fig. 5, ergab keine groferen Unter- 
schiede. Abweichungen zwischen den beiden Werten von A in Hohe 
von 0,2mm, auch noch vom doppelten Betrage, waren zu erwarten,, 
vor allem, weil der Abstand gegen einen zwar eingespannten, aber doch 
etwas durchhangenden Film zu tasten war. 

Das Diagramm enthalt auBer dem geometrischen Hinweis darauf, 
da® der in Fig. 4 ausgezogene Strahlweg der richtige ist, noch einen 
anderen. Die Energien von R und R, waren gleich gro8 gefunden worden. 
Die einfachste Vorstellung, die man sich hiernach bilden kann, ist 
diese: daB ohne Absorption R und Ry die gleiche Energie haben, und 
daB mit Absorption die Energie der beiden Reflexe im gleichen Mabe 
weil sie erstens der gleichen reduzierten Absorptions- 


8 Film 


abnimmt , 
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wahrscheinlichkeit unterliegen, zweitens den gleichen Weg im Gitter 
haben. Wiirden die zu den Reflexen R und R, gehorenden Strahlen sich 
schon an der Eintrittsoberflache trennen, so waren die Absorptionswege 
verschieden lang, und dies ware ein Grund fiir einen wegen der starken 
Absorption grofen Unterschied der registrierten Energien; es ist schwer 
einzusehen, wie die Symmetrie wieder hergestellt werden sollte. 

Nun war ein kleiney Unterschied der registrierten Energien nicht zu tibersehen 
gewesen; es fragt sich, ob das Bild zu diesem Ergebnis pa8t. Da man im Gitter 
die beiden einander in den Interferenzrichtungen immer neu hervorrufenden Wellen 
nicht anders als gleich stark denken kann, muB die beobachtete geringe Differenz 
der Energien von % und ty an der Austrittsoberflache entstehen: in deren Nahe, 
im Abstand einiger 10-? mm, mu8 es (nach Fig. 4) einen Punkt geben, von dem 
ausgehend eine in der gewohnten Reflexionsrichtung laufende Welle gerade noch 
vollkommen reflektiert wird — der Hauptbeitrag zur Bildung von Rij —, eine 
parallel zu 8, laufende Welle aus Mangel an Schichtdicke nur noch partiell?. 

Praktisch wichtig ist zunachst nur, daB der Weg langs der Netzebenen 
(200) und (020) nur um 3,5% langer als der Weg senkrecht zur Ober- 
flache ist (solange die Strahlenebene senkrecht zur Oberflache steht) ; 
dementsprechend ware mu, zu erniedrigen, eine Korrektur, die unerheb- 
lich ist. 

Nach der Vorstellung von der mehrfachen Spiegelung wird der Weg 
langs der Netzebene in Zickzackbewegung zuriickgelegt. Hier. taucht 
die Frage auf, ob der Weg parallel zur Netzebene oder der [im Fall (200) 
wiederum 3,5% langere| Zickzackweg als wahrer Absorptionsweg, d.h. 
als Weg der Energie, zu betrachten ist. Solange das Hin- und Herfluten 
der Energie im Innern des Kristalls nicht wirklich nachgewiesen ist, 
moge was als Strahlweg sichtbar ist, namlich der gerade Weg langs der 
Netzebene, dem Absorptionsweg gleichgesetzt werden. 


C. Fahrt man bei variierter Kristalldicke darin fort, die im Inter- 
ferenzfall beobachteten Intensitéten durch den Ansatz I:Iy=e~"“1? zu 
beschreiben, so findet man u, veranderlich. Aus Diagrammen eines 
relativ sehr diinnen Kristalls (D = 0,1mm), nach Art der in [3] 


' Der aus den Diagrammen erschlossene Strahlweg wurde wie folgt augen- 
fallig bestatigt. An Stelle des divergenten Strahlenbiindels fiel ein eng aus- 
“®geblendetes Biindel auf den Kristall, der gema® Fig. 4 fiir K, in Reflexions- 
stellung stand; der Film befand sich in nur 1,2 mm Abstand von der Austritts- 
oberflache des Kristalls und parallel zu dieser, er lag ferner plan, da er bis auf 
eine freie Oberflache von 4 x 10mm eingespannt war. Es traten drei nahezu 
gleich scharfe Linien auf: die K,-Linien R und Ry sowie, in Verlangerung von 
$9 und von Ry durch etwa eine Linienbreite getrennt, der Primdrfleck. Um diesen 
weder zu stark noch zu schwach zu erhalten, war auf Grund der schon beschrie- 
benen Erfahrungen bei einer Spannung von 16 kV belichtet worden. Die gegen- 
seitigen Abstande der 3 Linien entsprachen dem in Fig. 4 ausgezogenen Weg 
der interferierenden Strahlung, auch dann, wenn der einfallende Strahl nach einer 
Drehung des Kristalls (samt Film) statt an der ,, Vorderseite‘‘ an der , Rickseite‘‘ 
derselben Netzebene reflektiert wurde. 
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mitgeteilten, resultierten Werte von 4;, die dem normalen yw naher lagen 
als der soeben ermittelte Wert, w,: 40 war 3t. Die Absorption war auch 
in diesem diinnen Kristall sehr merklich, denn die normale Durchlassig- 
keit war e®. Ob nun im Grenzfall schwacher Absorption, solange 
namlich die e-Funktion durch eine Gerade ersetzt werden darf, i, mit w 
zusammentallt, ist eine Frage, welche durch jene Versuche nicht be- 
antwortet wird. Dagegen ist es eine unmittelbare Konsequenz jener 
und der fortgesetzten Versuche, daB , mit stets wachsender Kristall- 
dicke einem Grenzwert ,(min) zustreben muB. Jedes bei endlicher 
Dicke bestimmte 1, muB gréBer als yu,(min) sein. 


Die klarsten der bei variierter Kristalldicke erhaltenen Resultate 
gab eine 2,12 mm dicke Platte. Aus den Diagrammen dieses Kristalls, 
bzw. deren Photometerkurven, ging hervor, daB die Linien {200}-K, 
die gleiche Starke wie in Fig. 3 dann haben wiirden, wenn, unter sonst 
gleichen Bedingungen, die Belichtungszeit um den Faktor + geringer 
gewahlt wiirde. Fig.5 zeigt die so belichtete Aufnahme: een sich 
schatzen ]aBt, sind alle vier K,-Linien ebenso hell wie in Fig.3. Im 
ubrigen sieht das Diagramm ein wenig anders aus als das frtihere. Er- 
stens treten die kurzwelligen Komponenten weniger hervor; dies ist die 
Folge der ganz allgemein geringeren Absorption in dem diinneren Kri- 
stall. Zweitens kommt der Primarfleck wieder zum Vorschein; dies 
weist darauf hin, daB das mw, der K,-Strahlung groBer geworden sein 
k6nnte. Hieriiber ]aBt sich etwas Naheres sagen. Die Fig. 6 gibt die 
Photometerkurven des Reflexes (200) R (und Ry) der Diagramme Fig. 3 
und 5, die Fig.7 gibt die entsprechenden Kurven des Reflexes (020) R. 

im wtes ie wie hier nur angedeutet werden kann, auf einfache Weise aus der 
Beobachtung symmetrischer Helldunkellinien. Bei diinnen Kristallen tiberwiegt 
nicht die interferierende Strahlung, sondern der Untergrund. In den Richtungen 8) 
fehlt Energie infolge Extinktion, etwa, wenn ein kleines Stiick einer Linie im 


Diagramm betrachtet wird, vom Betrage Ey. —F 9, als Defizit in der Nahe 

der Eintrittsoberflache, nimmt mit dem monochromatischen Anteil des Unter- 
el: 

grundes infolge Absorption langs des Weges /4(5,) ab bis auf —E = — Ey MTA (85), 


Andererseits ist +E, die an der Interferenz beteiligte Energie, die "ing eines 
(von /4(s,) jedenfalls poeedence) Weges 14 abnimmt bis E’= Eye r'A, Der 
Strahl St, erhalt die Energie } E’. Das Defizit in Richtung $) veranlaBt zusammen 
mit tj im Diagramm eine Helldunkellinie im Untergrund. Ist diese symmetrisch, 
d.h. sind Energieiiberschu8 und -defizit, gegen den benachbarten Untergrund 
gerechnet, gleich groB, so ist dies ein Zeichen dafiir, daB —E + 4E’=0. Somit 
gilt fiir die symmetrische Helldunkellinie 


fe-l4(s,) — Mr !A =In2. (3) 


Die Extinktionslinien waren im Fall (200) bei einem 0,10 mm dicken Kristall un- 
gefahr symmetrisch helldunkel (mach der Photometerkurve beurteilt). Wird 
approximierend /4(s,) = D =/4 gesetzt, so war wD = 0,01 - 193 = 1,9 und uyD 


nach (3) gleich 1,24. Somit war py: ps = 0,64. 
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Fig. 6. Obere Kurve: links (200) R, rechts (200) Ry von Fig. 3; untere Kurve: links (200) R, rechts 
(200) Ry von Fig. 5. 


Fig. 7. Obere Kurve: (020) R von Fig. 3; untere Kurve: (020) R von Fig. 5. Daneben die zu den Kurven 
Fig. 6 und 7 gehérige Intensitatsskala. Den Ausgangspunkt jeder Spur bildete das Maximum der K go Liv 
nie, ermittelt durch Langsverschiebung der Linie im Spaltbild, unter Wiederholung der Einstellung beue 
Ubergang von R zu Ry, da diese nicht genau parallel zu einander sind. (200) R, wurde bis kurz vor die 
Kreuzung der Photometerspur mit der Kk ,-Limie (020) Ry verfolgt. Auf Registrierung letzterer Linie, als 
Erginzung zu (020) R ,wurde wegen der querlaufenden Bander verzichtet. Spaltlange 10 mm, Spaltbreite 
0,15 bzw. 0,5 mm; MaBstab beim Photometrieren 5:1. 
y 


Die Tabelle 1 und die ihr angefiigten Erlauterungen enthalten die Resul- 
tate der Ausmessung der Kurven. 


Tabelle 1. Ovdinaten der Maxima in mm. 


19,86 42.8 
14,7 |27,2! 


70,2 22,4 31, 2 16,223,9 16,3 bee 8,8 78 [8,2 


) 


34,0 47,7|29,4/10,0) 17,8117,2/14,5. 115,817,516,8517,3 


| | 
ee 
al 6, 
23,513, 


5 
5| 
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Evléuterungen. 

Hf: Hohe des Linienmaximumis iiber dem Untergrund. Der Verlauf des Unter- 
grundes wurde durch eine die 2 FuBpunkte jeder K-Linie verbindende Gerade 
approxumiert. Im Fall der breiten (020)-Linien wurde der linke FuBpunkt von K, 
mit dem rechten von Kg verbunden; die Abweichung dieser Geraden vom vermut- 
lichen wahren Untergrund ist nicht so groB wie aus dem steilen Abfall des Konti- 
nuums gefolgert werden k6nnte, denn das Kontinuum andert am Ort der Kg-Linie 
seine Intensitat sprunghaft. Diese wohlbekannte Erscheinung tritt besonders 
deuthch im Spektrum F,(200) des Diagramms Fig. 3 hervor. 

Die breiten Linien R (020) wurden an 3 Stellen gemessen, in den beiden Spitzen 
und in dem von beiden eingeschlossenen Minimum. Die Kolonne 5 enthalt die 
maximalen Ordinaten des Kontinuums. 

H,: Diese Linienhéhen wiirden sich zeigen miissen, wenn der Zusammenhang 
zwischen Photometerausschlag und registrierter Energie linear ware. Korrektur 
nach einer Eichkurve, die mit einem rotierendem Sektor erhalten wurde. Einige 
Punkte dieser Kurve wurden zur Zeichnung der rechts in Fig. 7 angeordneten 
Intensitatsskala benutzt. Die an den H-Werten anzubringenden Korrekturen sind 
bei den #-Linien klein, erreichen aber bei den einem starkeren Untergrund tiber- 
lagerten /t,-Linien 78%. Die (020)-Linien wurden nicht korrigiert, weil sie ohnehin 
nicht mit derselben Genauigkeit wie die scharfen Linien ausgemessen werden 
konnen. Die Eichkurve wurde (wie in [1] beschrieben) mit gefilterter Cu— K-Strah- 
lung aufgenommen, sie gilt also streng genommen nur fiir K,; aber zur Korrektur 
der P-Linien und auch der maximalen Ordinaten des Kontinuums ist sie doch 
ohne Zweifel noch brauchbar. 

Angaben uber Linienbreiten sind nicht in die Tabelle aufgenommen worden, 
weil alle Linien, die miteinander verglichen werden sollen, gleich breit oder nahezu 
gleich breit sind. Ein Vergleich der breiten mit den scharfen Linien hatte auBer 
am Schnittpunkt keinen Sinn, weil die Intensitat im primaren Bundel raumlich 
nicht konstant war. Desgleichen kénnen die bei fast streifender Emission entstan- 
denen x-Linien von (200) nicht mit den benachbarten, merklich breiteren und durch 
die zunehmende Primarintensitat begiinstigten f-Linien verglichen werden. Von 
diesen Einschrankungen abgesehen, stellen also die H,-Werte der Tabelle bereits 
die richtigen oder nahezu richtigen relativen Werte der gesuchten Energiebetrage dar. 

Soweit n6étig, wurden die Linienbreiten aber doch beriicksichtigt. Wenn der 
Vergleich der Energien approximierend auf das Produkt aus Hohe und Breite 
gegriindet werden soll, so kommen 3 Breiten in Frage, die Breite bei H/2, die davon 
etwas abweichende Breite an der Stelle der halben wahren Intensitat und die 
Breite an der Basis, diese bestimmt aus der gradlinigen Verlangerung der Flanken. 
Das Ergebnis war: 

Die R-Linien sind um etwa 7% breiter als die fy-Linien. Als Grund kommt 
vor allem in Frage, daB die ‘Siy-Strahlen den doppelseitig begossenen Film senk- 
recht, die $t-Strahlen dagegen ihn schrag getroffen haben. 

Die (200) R-Linien der beiden Diagramme weisen keine nennenswerten Unter- 
schiede in der Breite auf. 

Die breiten (020)-Linien wurden nach dem Abstand ihrer Spitzen beurteilt. 
Die «-Linien sind hiernach breiter als die f-Linien; wichtiger ist, daB beide unter 
sich gleich breit sind. 

Hiernach bieten sich folgende Méglichkeiten zur Auswertung: 

a) Vergleich der R mit den Ry. Die Quotienten der H,-Werte sind 


: A 5 ORAS) 
im Diagramm Fig. 3 {3 at | 


: 0,8 

iY 2 Mittel: 0,805. 
‘ ; ; a: 0,80 

im Diagramm Fig. 5 12, 0 sa 
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Der Mittelwert ist um 7% zu erhdhen, weil die /t-Linien breiter als die Ro- 
Linien sind. Ergebnis: das Photometer registrierte in den -Linien 86 % der Energie 
der J?,-Linien, bei einer maximalen Streuung der Einzelwerte um = 5. 


b) Vergleich der «-Linien des Diagramms Fig. 5 mit den «-Linien des Dia- 
: 3a 8 . : . 
gramms Fig.3. Das gesuchte Energieverhaltnis = (EZ) (der Index £ ist angefiigt 
alee) 
zur Unterscheidung von dem Intensitatsverhaltnis der Formeln des Textes) wird 
gleich dem Quotienten der H-Werte gesetzt. 


F (200) | _«(5) __ f 1,005; 
R (020) J «(3) ~ | 1,06, als Mittel aus 3 Werten. 


Der erste, auf dem Vergleich der scharfen Linien beruhende Wert ist vorzu- 
ziehen. 


(E) 


c) Vergleich der B-Linien des Diagramms Fig. 5 mit den f-Linien des Dia- 
gramms Fig. 3. Das Energieverhaltnis ist. gleich dem Quotienten der H,-Werte 
[bei R(020) der H-Werte]. 

R (200) | (5) 
R (020) f B(3) 


Der erste Wert ist vorzuziehen. 


in i] O774; 
\ 0,87, als Mittel aus 3 Werten. 


(E 


d) Vergleich der maximalen Ordinaten des Kontinuums von Diagramm Fig. 5 
mit Diagramm Fig. 3. Das Energieverhaltnis ist gleich dem Quotienten der H,- 
Werte, namlich gleich 0,48. 

e) Vergleich der «-Linien mit den f-Linien. Das Energieverhaltnis ist durch 
den Quotienten der H-Werte von (020)R gegeben. 


Diagramm Fig. 3: 1,85, 1,76, 1,81; Mittel 1,81. 
5 


IDiigveaenaavany Ive ISS AAO), Bla, Ayillos Whtewesll DE ie): 


f) Die unter b und c durchgefiihrte Vergleichung der «%- und f-Linien des Dia- 
gramms Fig. 5 mit den entsprechenden Linien des Diagramms Fig. 3 kann offenbar 
auch so geschehen, da die Ordinate des Kontinuums am Ort der Linie mitberiick- 
sichtigt wird, daB also die Héhe Hy des Linienmaximums iiber der Nullgeraden 
gemessen wird. Voraussetzung ist, daB die 2 Linien, die zu solchem Vergleich be- 
; nutzt werden sollen, gleich breit sind. Dies trifft sowohl bei (200) R zu wie ganz 
' besonders auch bei den breiten (020) -Linien, die auf andere Weise nicht so genau 

ausgemessen werden kénnen. Es fragt sich, wie die (durch den Photometerausschlag 
bei unbelichtetem Film gegebene) Nullgerade zu ziehen ist. Nur die obere Kurve 
in Fig. 7 geht am linken Ende auf dasselbe Niveau wie am rechten Ende zuriick, 
die untere nicht ganz (dies ist keine Filmst6rung). Im Prinzip richtiger ist es, die 
Nullgerade von rechts her, parallel zu den Marken ,,Photometerausschlag Null‘, 
zu ziehen; sie kann aber auch durch den linken Fu8punkt von K, gelegt werden, 
denn damit wird die Unsicherheit tiber den wirklichen Verlauf der Schleierschwar- 
zung soweit wie moglich reduziert. Die beiden Arten der Auswertung stimmten bei 
K, genau tiberein, bei Kg differierten die Mittelwerte um 1% ; beide Arten wurden 
als gleichberechtigt betrachtet. Die H)-Werte und die zugehérigen korrigierten Werte 
wurden der Ubersicht halber nicht in die Tabelle aufgenommen, obwohl sie die 
Hauptstiitzen der Messung von SAD). (EZ) und B(S) 

0. (3) B(3) 
Bestimmung von «/6§ noch von R/R, gebraucht werden. Auf diese Weise werden 
je 4 Quotienten erhalten und zwar je ein von (200) R und je drei von (020) R her- 


(£) sind; sie kénnen weder zur 


riihrende, namlich (unter weiterer Verwendung der Bezeichnung LA) was jetzt 
? 
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also Vergleich der Ordinaten des Spektrums am Ort der Linien bedeutet) 


“(5 
A (E) = 0,972 und 1,012, 0,987, 0,982; 
x (3) 

5) 
PN ayaa ea nennd ee ysay Cee O48, 
P (3) 


Diese Werte stimmen mit den unter b und c ermittelten Werten 1,005 bzw. 
0,74 gut uberein. Auf dieselbe Weise wurden aus anderen, unter g naher bezeich- 
neten Aufnahmen weitere je 5 Werte gewonnen. So resultierten als Mittelwerte 
aus im ganzen je 10 Quotienten 


a 
D, 
ste! (E) = 0,99 + 0,02, 
%(D,) 
Bip.) = . 
——— (FE) = 0,756 + 0,03. 
Bip,) 


Die Indices beziehen sich auf die beiden Kristalldicken, wobei D, < D,, die 
Fehlerspannen sind die gr68ten Abweichungen eines Einzelwertes vom Mittelwert. 
g) Der Zeitfaktor. Da die Belichtungszeit des Diagramms Fig. 3 dreimal 

- Rae This rs, ar ges : : %(p,) Bip.) n 
groBer war als die des Diagramms Fig. 5, sind die GroBen ——*- (E) und ——+ (EF) 

(Ds) Bip,) 

mit drei zu multiplizieren, um die in den Formeln auftretenden Gréf8en «/p,)/%,p,) 
und B(p,)/B(D,) zu erhalten, d.h. das Verhaltnis der Intensitaten derinterferierenden 
Strahlung nach Durchqueren der Kristalle der Dicke D, bzw. D,. Dabei wird die 
Konstanz der Rohrenleistung und des photographischen Prozesses vorausgesetzt. 
Photometerkurven vorangegangener Aufnahmen derselben Kristalle bewiesen, 
daB diese Voraussetzungen erfillt waren. Die Belichtungszeiten waren 90 min 
und 33 min statt 120 min und 40 min, das Verhaltnis der Zeiten also 2,7:1 statt 


3:1. Die Kurven ergaben Werte der Energiequotienten, die nach Umrechnung 


auf das Zeitverhaltnis 3:1 mit den aus den Kurven der Diagramme Fig.3 und 5 
ermittelten Werten iibereinstimmten. Diese umgerechneten Werte sind unter f 
zur Mittelbildung mitbenutzt worden. Der Zeitfaktor ist hiernach mit 3,00 an- 


zusetzen. 


Es zeigt sich (vgl. die Erlauterungen zur Tabelle 1, besonders die 
Abschnitte f, g): die registrierte Energie von K, war im Fall des diinnen 
Kristalls 0,99 + 0,02mal so groB wie im Fall des dicken Kristalls. Be- 

_merkenswert ist, daB die beiden kristallographisch identischen Netz- 
ebenen (200) und (020) genau dasselbe Resultat ergeben. Aus dem 
Verhiltnis der Belichtungszeiten folgt somit eine 3 -0,99 — 2,97mal 
eroBere Intensitat der K,-Strahlung nach Durchqueren des diinneren 
Kristalls. Betrug die Durchlassigkeit des dicken Kristalls fiir inter- 
ferierende Cu—K,-Strahlung e~”5, so die des diinnen 2,97 - e~”? = ge 4d, 
Aus u,D = 6,41 folgt mit D = 0,212 wu, = 30 [cm™)]. (Diese Werte- 
gruppe werde mit b bezeichnet). Der dickere Kristall hatte 4, = 28 
ergeben. Also ist zunachst bestatigt, daB yz, mit wachsender Kristall- 
_dicke abnimmt. 

Weiterhin kann aber nun der Absorptionskoeffizient der beim 
Ubergang vom diinneren zum dickeren Kristall neu hinzukommenden 
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Schicht bestimmt werden. Dieser Koeffizient, der, als auf die Differenz 
zweier Kristalldicken bezogen, mit j;(4p) bezeichnet werden soll, 


folgt einfach aus 
1 — 1,09 — - AD 
goon eae 8 CHAD) F 


Dp 


ro 


Mit AD = 0,271 — 0,212 = 0,059 cm wird wy ;4n) = 18,5 [cm™]. Die 
gréBere Kristalldicke konnte auf + 0,01mm_ ermittelt werden, die 
kleinere zeigte Schwankungen um + 0,02mm. Hieraus resultiert zu- 
sammen mit der Fehlerspanne des Energiequotienten eine Fehlerspanne 
des Wertes 18,5 von + 1,3. Gegen den Wert von w;(4p) kann aber 
noch eingewendet werden, die Giite des Gitters der beiden Kristall- 
exemplare kénne verschieden gewesen, die Intensitat in beiden Fallen 
folglich ganzlich inkommensurabel sein; denn Stdrungen des Gitters 
haben nach [3] starken Einflu8 auf die Erscheinungen der tibernormalen 
Durchlassigkeit. Dieser Einwand wiegt nicht schwer, weil es sich um 
Spaltstiicke desselben Ausgangskristalls, sogar mit gemeinsamer Tren- 
nungsflache handelte, und weil die Giite des Gitters, wie die Fig. 2, 
3 und 5 zeigen, in groBen Volumen erstaunlich gleichmafig war. Jedoch 
bleibt die Moglichkeit offen, daB mit Kristallexemplaren, deren Gitter 
einen anderen Grad von Regelmafigkeit im Aufbau besitzt, andere 
Ergebnisse erhalten werden. Ferner ist es die Frage, wie weit der Wert 
18,5 von dem hypothetischen Grenzwert w,(min) noch entfernt ist. 


Allgemein gilt nach obigem die Beziehung 


1 % (Ds) 
Mr(aD) = AD In ree ; (4) 


Worin op), die Intensitat der Linie K, bei der Dicke D bedeutet. Die 


Formel (4) kann unter Benutzung der Formel (1) umgeformt werden 
gemaB 


10. 
mae En = br (Dy) * Di — Hr (p,) * Dz = A (uz D)- (5) 


Hierin bedeutet «» die Intensitat der Linie ohne Absorption, ju, (p) den 
summarischen Koeffizienten «4, bei der Dicke D; D, ist > Dg. 


D. Es fragt sich nun, wie die Absorptionskoeffizienten der inter- 
ferierenden Strahlung, der summarische Koeffizient mw, und der diffe- 
rentielle Koeffizient m;(4p), sich andern, wenn man im Spektrum von 
K, zu anderen Wellenlangen iibergeht. Die Antwort auf die zweite 
Frage erhalt man aus den Photometerkurven der Spektren der 2 Kristalle, 
wenn diese Kurven Punkt fiir Punkt miteinander verglichen und durch 
Anwendung der Beziehung (4) auf beliebige Wellenlangen ausgewertet 
werden. Bei den K,-Linien ergab sich als Quotient der registrierten 
Energien nicht wie bei den K,-Linien rund 4 sondern 0,756 + 0,03 
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Hieraus folgt nach Multiplikation mit dem Zeitfaktor das Intensitiits- 
verhaltnis zu 2,27. Mit A(u,D) =In2,27=0,82 wird Mr (ap 


: Ne 
0,82:0,059 = 13,9 |cm™], bei einer Fehlerspanne von + 1,4. 


Dab dieser fiir Cu—K,-Strahlung gefundene Wert kleiner als der fiir 
Cu—K, geltende Wert 18,5 ist, kann nicht iiberraschen, denn auch der 
normale Koeffizient von K, ist kleiner als der von K,, namlich 142 an 
Stelle von 193 (nach [5]). Als Quotient aus den Koeffizienten der 
interferierenden und der gewéhnlichen Strahlung aber ergibt sich 


aie = +55 — 0,096 im Fall Cu—K, (A =1,54 A), 
Fa) _ 139 _ 0,998 im Fall Cu—K, (4 = 1,39 A). 
Me 142 


Diese beiden Quotienten stimmen innerhalb der Fehlergrenzen iiberein, 
wenn die «-Werte als exakt richtig angesehen werden. An der Uberein- 
stimmung der beiden Quotienten andert sich nichts, wenn su, = 205, 
fg = 150 gesetzt wird (JONssons Werte nach LaNDOLT-BORNSTEIN), 
denn mit diesen Werten nehmen die Quotienten die Werte 0,090 bzw. 
0,0925 an. 


Nach den K,-Linien mégen noch die maximalen Ordinaten des 
Kontinuums miteinander verglichen werden. Der Quotient der regi- 
strierten Energien ist 0,485 und damit resultiert 1; (4p) = 6,34. Die 
Wellenlange liegt, wie die Photometerkurven zeigen, ganz nahe bei der 
schwach angedeuteten Br-Kante (mit 2 = 0,92 A), sie wurde zu 4 =0,91 A 


MT (AD) 


bestimmt. Hierzu gehort w = 45,3. Somit wird = OAA4) Der 


tt 
Sinn dieses Resultates wird klarer werden, wenn die Analyse der Dia- 
gramme noch fortgesetzt wird. 


Wie der summarische Koeffizient , sich mit der Wellenlange andert, 
wird erkennbar, wenn man zur Betrachtung eimes Diagramms zuriick- 
kehrt. Das Intensitatsverhaltnis der Linien K, und K, hat an der 
Cu-Antikathode den Wert o/8) = 7,5 (nach [5], S. 640, auf Grund von 
Messungen von E. J. WILLIAMs). In den Diagrammen 2 und 3 hat das 
Intensitaitsverhiltnis einen kleineren Wert. Der kleinste Wert, etwa 1,2, 
gehoért nach der Tabelle 1 zum Reflex (200) R. Dieser Wert ist zu ver- 
werfen, denn, wie erwahnt, ist K, hier wegen des streifenden Austritts 
der primaren Strahlung benachteiligt. Der Fall (020) liegt ersichtlich 
giinstiger, hier ist mit nahezu gleichstarker Primarstrahlung in Rich- 
tung Ht, K, und #, K, zu rechnen. Das Intensitatsverhaltnis, das mit 
ap, /B p, zu bezeichnen ist, hat hier den Wert 1,84 (Abschnitt e der 
Erlauterungen zur Tabelle 1). 
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Nun gilt allgemein im AnschluB an Gl. (1) 


— (Hz D) 
Xp) Bae ietin ac Oy _—A(u;,D) 


bs —~—_____ = “¢ : 
i Pip) Bo* po: (47 Pig Bo 
Hieraus folgt 
A (uD) = (tz De (gD) p = I — 6) 


x p)/Bi) 


Da (uD), = iy) D bekannt ist, namlich nach Wertegruppe a den 


Wert 7,5 hat, so folgt aus (6) “rip, D = 7,5- In fe = 6,08. Weiter 


wird p7(g) = 22 und py g)/(g) = 0,158. (Wertegruppe c, giiltig far 
D, =2,71mm.) Nach Wertegruppe a war bei derselben Kristalldicke 
Ly(a)[L(x) = 9,143. Geht man also zw einer kleineren Wellenldnge ber, 
so findet man eine geringere Abweichung von den normalen A bsorptions- 
verhaltnissen, o,/16 wird groBer. Anders als im Fall der oben ermittelten 
Quotienten 1; api liegt hier die Anderung des Quotienten ,/s mit 
der Wellenlange auSerhalb der Fehlerspanne. Rechnet man namlch 
nun nach riickwarts aus, wie stark die f-Linie sein mite, wenn der fir 
K, ermittelte Wert u,/u = 0,143 auch fur K, gelten wiirde, so findet 
man, da die 6-Linie ebenso stark wie die g-Linie sein mtiBte; dem wider- 
sprechen die Diagramme 2 und 3 deutlich. 


Tabelle 2. Die vier Wertegruppen. 


Gruppe Linie | D{cm] | ue {em} uD yD Ly ad da 
| | | | | 
a %D,) O274 193 Pane: 7,5 Il aneoy patie | 0,143 
» *(D,) aN 193 40,9 64%: |) 30,01" fo soa cy 
¢ Bi) 0,274 142 | 38,5 6,08 22,4 | 0,158 
| 5,182 
5,262 
5, ; 24 
CCP iol. AOS Ae Ok aa jee gine 
| Mittel: 5,18 


1 Von Gruppe b aus; ? von Gruppec aus; % von Gruppe a aus. 


Was nun zu tun sei, erkennt man, wenn die bisher erhaltenen Resul- 
tate miteinander verglichen werden. Nach Tabelle 2 steigt w,/u, wenn 
entweder ein diinnerer Kristall durchleuchtet wird (Vergleich der Grup- 
pen a und b), oder wenn hartere Strahlung angewandt wird (Vergleich 
der Gruppen a und c). Demnach kommt es darauf an, daB die normale 
Absorption gesenkt werde. Der einfachste Zusammenhang wiirde darin 
bestehen, daB y,/u allein durch das Produkt « -D bestimmt ware, denn 
dieses Produkt kann als MaB der normalen Absorption genommen wer- 
den. Nach der Tabelle 2 ist A(uD) beim Ubergang a bis b ungefahr 
ebenso grof} wie beim Ubergang a bis c; andererseits andert sich auch 
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fj in beiden Ubergingen um ungefiihr denselben Betrag. Hiernach 
scheint also w,/u = f(uD) zu sein. 

Gibt es weitere Beweise? Die friiheren (in (3]| beschriebenen) 
Extinktionsdiagramme und daran anschlieBende Beobachtungen hatten 
schon vermuten lassen, die Erscheinungen der iibernormalen Durch- 
lassigkeit seien allein durch den Wert von wD bestimmt; denn die Struk- 
tur der Helldunkellinien hatte sich als ahnlich erwiesen, wenn ein diinner 
Kristall mit Fe-Strahlung oder ein dickerer Kristall mit der harteren 
Cu-Strahlung durchleuchtet worden war. Dieser nur qualitative Beweis 
ist doch bemerkenswert, weil die Kristalldicken ganz andere waren als 
im Fall der Diagramme Fig. 2, 3 und 5, sie lagen in der Nahe von 
04mm. Die Beziehung w,/u = f(w~D) besagt nun weiter, daB es fiir 
verschiedene Wellenlangen nur einen Grenzwert ,(min)/u geben kénne. 
Der Beweis fiir diese Konsequenz ist offenbar schon erbracht worden 
und zwar durch die Quotienten 7; (4p)/“, die sich im Fall von K, und K, 
gleich gro8 gezeigt hatten. — 

In die Tabelle 2 ist noch eine Wertegruppe d aufgenommen worden, die zu den 
(200) B-Linien von Fig. 5 gehért. Der .D-Wert dieser Gruppe liegt fest, der ywyD- 
Wert ergibt sich auf verschiedene Weise. Erstens kénnen die f-Linien mit ihren 
benachbarten «-Linien verglichen werden; dies bedeutet AnschluB an Gruppe b 
unter Anwendung der Formel (6), wobei das Intensitatsverhaltnis op,)/B(p,) 
sich aus der Tabelle 1 zu 2,19 ergibt (Abschnitt e der Erlauterungen zur Tabelle 1). 
Zweitens kénnen die Linien mit den f-Linien von Fig. 3 verglichen werden; An- 
schlu8 an Gruppe c unter Anwendung von Formel (5). Drittens kénnen die f-Linien 
von Fig. 5 unmittelbar an Gruppea angeschlossen werden durch die Beziehung 
— o/Bo 
%«p,)/Bio,) 
Hierin ist (u,;D)(AZ = const) durch Formel (5) gegeben, (u~,D)(D = const) durch 
Formel (6). «/p,)/Bip,) folgt aus Tabelle 1 [Reflex (020)R] zu 0,69, als Mittel 
aus 3 Werten, unter Einrechnung des Zeitfaktors 3. Die 3 Wege fiihren, wie die 
Tabelle 2 zeigt, zu etwas verschiedenen Resultaten, wahrend es nach (7) gleich- 
giiltig sein sollte, ob der Ubergang a—b—d oder der Ubergang a—c—d gewahlt 
wird. Die Resultate differieren, weil dieselben GréBen durch MeBwerte verschie- 


dener Genauigkeit vertreten sind, und weil nur bei solchen Ubergangen, in denen 
die Wellenlange konstant bleibt, die genauen MeBwerte benutzt werden konnen. 


Die Funktion «,/ = f(D) ist, wie die Formeln (5) und (6) und der 
Aufbau der Tabelle 2 lehren, bereits eine abgeleitete GroBe. Der primiare 
Zusammenhang ist durch eine Funktion 4,D = F (uD) gegeben. Diese 
Kurve ist in Fig. 8 dargestellt. Die wichtigen Gro8en pi; (4p)/u treten 
als Sekanten der Kurve auf, denn nach den Gl. (4) und (5) gilt 

MT] (AD) A (yu, D) A (u; D) 


=e ee ee j= COnst. 
- Ps A(uD) ’ wobei 4 = co 


A (u,D) = A (uD) (2 = const) + A (uD) (D = const) = In (7) 


Durch die beiden obersten MeBpunkte ist die Sekante mit der frither 
ermittelten Neigung 1; (4p)/4 = 0,096 festgelegt. Diese Neigung ist 
a2k 
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beim Zeichnen der Kurve mehr beriicksichtigt worden als die auf dem 
weniger genauen «/f-Vergleich beruhenden MeBpunkte der Gruppen c 
und d (vgl. die Ausfithrungen zur Formel (8). 

Die Kurve wurde wie folgt, vom 0-Punkt ausgehend, erganzt. Er- 
stens erhielt sie die Gerade uw, = jc im 0-Punkt zur Tangente. Dies ist 
die nachstliegende Méglichkeit, bedarf aber wohl noch des genauen 
Beweises. Zweitens wurde die Kurve durch den Punkt wD = 1,9, 
Teo) =0,64-1,9 gefithrt, der im Abschnitt C erwahnt worden ist. 
Dieser Punkt ist mit einem punktierten Kreis umgeben, weil er auf 
anderem Kristallmaterial beruht. Drittens wurde die Kurve so gezogen, 
MO daB sie zur Sekante paBt, deren 
Bestimmungsstiicke aus dem 
Vergleich der maximalen Or- 
dinaten des Kontinuums der 
Diagramme Fig. 3 und 5 abge- 
leitet worden sind. Die Neigung 
der Sekante ist wy (4p)/u = 0,14, 
die Abszissen sind wD, = 12,3, 
uD, =9,6; die Ordinaten sind 
unbekannt}?. 


fe 1 { il ! 1 ! i | D 5 A Vie ID) 
0 70 20 30 40 Tae Der Quotient af I ae 
Fig. 8. Die Funktion “#; D = F(wD); Reflexion an {200} Li y (uD) 
von Kalkspat, Lavr-Fall. moge nun noch einmal be- 


rechnet werden, aber jetzt 
soll D konstant bleiben, A und damit yw sollen geandert werden; dem- 


My (AD) 


; ; , Tl 
gemaB ist der Quotient jetzt nicht mit ae sondern mit //!47) 


zu bezeichnen. Es mége ein « — f-Vergleich zugrunde gelegt, also, mnt 
anderen Worten, die Richtung beispielsweise derjenigen Sekante der 
Kurve Fig. 8 bestimmt werden, welche durch den, von rechts gesehen, 
ersten und dritten Punkt gelegt werden kann. Die Ordinatendifferenz 
ist durch Gl. (6) gegeben; A(uD) = D(w.,)—s)), und somit wird 


in %6/Bo 


_ __ py /Pip) 


(ero aie) =" = wae (8) 
( _ Me) 
Moe) 

} Die Kurve Fig. 8 gilt unter der Voraussetzung, daB der Strahlweg im Kristal! 
gleich dessen Dicke ist, was im vorliegenden Fall (nach Abschnitt B) nahezu stimmt. 
Soll die Abweichung beriicksichtigt werden, so sind die Ordinaten der Me8punkte 
in Fig. 8 (als auf gemessenen Durchlassigkeiten beruhend) konstant zu halten, 
die Abszissenwerte dagegen zu erhdhen, weil die gewdhnliche Absorption langs 


des wirklichen Absorptionsweges /4 zu berechnen ist, also statt 41D die GréBe uly 
aufzutragen ist. Je nachdem ob der gerade Weg oder der Hin- und Herweg langs 
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Im Nenner tritt eine Dickendifferenz D—D, auf, wobei D, eine redu- 


: 2 F oan) 7 ¢ 

zierte Dicke vom Betrage D“" bedeutet. Vergleicht man die Aus- 
©" ek) 

driicke (8) und (4), so sieht man: w;,4;, kann in Analogie zu Mr (AD, 


aufgefaBt werden als Absorptionskoeffizient der K,-Strahlung im 
Dickenintervall D, bis D. y;s)/u,) ist mit den friiher benutzten Zahlen 
vom Betrage 142/193 = 0,736 bzw. 150/205 = 0,732. Daraus moége der 
Mittelwert gebildet und somit D—D, = 0,266 D geschrieben werden. 
Wird etwa D = D, = 0,271 cm gesetzt, so folgt D, = 0,199 cm; mit 
diesem Intervall stimmt das reelle Intervall D, = 0,271 bis D, = 0,212 cm 
nahezu tiberein. 
Der Vergleich der Linien x und f von (020)R in Fig. 3 ergibt 
Hike2 
1,84 


le = == sO 9/ enn 
itt 0,271 - 0,266 97 1 J 


Ebenso gilt fiir den diinneren Kristall 
7,5 
2,19 
0,212 + 0,266 


ln 


tiga = = 21,8 [cm]. 
Der erste Wert ist mit dem frither ermittelten Wert mW, (4p)(K,) = 18,5 
zu vergleichen, denn die Dickenintervalle und folglich die Neigung der 
Sekanten sind in beiden Fallen nahezu dieselben. Die Ubereinstimmung 
der beiden Werte zeigt, was schon die Kurve Fig. 8 gezeigt hat, die 
Brauchbarkeit der Variablen 4D. Wahrend die Werte von ;;4p) mit 
einer Fehlerspanne versehen werden konnten, kann von den Werten 
von f;(4,,) Nur gesagt werden, daB sie etwas weniger genau als jene 
sein diirften, vor allem, weil die Quotienten «/f sich aus den Diagrammen, 
so wie sie vorliegen, weniger genau ermitteln lassen als die Quotienten 
Xp, /%p, und Biy,/Aip,)- 

In dem Unterschied zwischen dem zweiten der obigen Werte und 
dem ersten kommt die Kriimmung der Kurve zum Ausdruck. Der 
Abfall im Betrage von 10% ist zu vergleichen mit dem fritheren Abfall 


| 4 ty 
vom Werte */ (42) (K,) = 0,098 zum Werte a) (K,) = 0,096 in 
lt 


Hohe von 2% (oder etwas mehr, falls das andere Wertepaar ,, Ms 
benutzt wird). Die Situation ist hier diese: der Abfall um 10% ist 
unsicherer, weil er auf der «/$-Messung beruht, er hat aber ersichtlich 
den Vorzug, von der Unsicherheit der Werte von mw, und w, unabhangig 
za sein. Nun ist leicht einzusehen, daB die zuverlassigeren Quotienten 


der Netzebene eingesetzt wird, ist die Verschiebung kleiner oder groBer. Die Kurve 
streckt sich noch ein wenig mehr in die Lange, wenn nicht die kleineren, sondern 
die gréBeren Literaturwerte von ju die richtigen sind. 
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&p,)/%(D,) und Bi.)/Bw,) herangezogen werden kénnen, um den Unter- 
schied zwischen zwei nach Formel (8), bei Variation von D, berechneten 
Werten von y/4,) genauer zu fassen (denn es gilt 3 (D2) (Dy) == 
“(D,) 522) Man erhalt 1,8% Abfall, bei Einrechnung der vollen 
eauayy) Te (@ay 

Reena 9%. Somit resultiert: geht man vom Intervall «D gleich 
rund 30 bis 40 zum Intervall rund 40 bis 50 tiber, so nimmt die Neigung 
der Sekanten der Kurve Fig. 8 um 2% ab, unter Einrechnung der vollen 
Fehlerspannen um 9%; die letzte Zahl diirfte wegen des allgemeinen 
Verlaufs der Kurve als zu hoch betrachtet werden. Wie die Kurve bei 
zunehmendem yD gekriimmt ist, ist unbekannt. Da aber eine Schat- 
zung notwendig ist, konnte man auf Grund obiger Diskussion sagen: 
in den bei zunehmendem yD folgenden 5 Intervallen von je A (wD) = 10 
moége die Neigung um 4, 3, 2, 1, 0%, zusammen also noch um 10% 
abnehmen, und dies mége als die maximal mégliche Anderung der Nei- 
gung angesehen werden. Die Neigung der Asymptote ist die Grobe 
fe, (min)/t. 

Der Wert «4; (4p) = 18,5, als der genaueste, ist zunachst nach den 
Erorterungen zur Fig. 4 statt auf den Weg senkrecht zur Oberflache 
auf den wahren Absorptionsweg zu beziehen; dadurch sinkt er auf rund 
18. (min) dirfte also in der Nahe von 17 liegen, jedoch (nach Abzug 
der soeben geschatzten 10%) nicht unter 16. Unter Einrechnung der 
Fehlerspanne in Hohe von + 1,3 sollte w,(min) zwischen 15 und 19 [cm] 
liegen. Dies gilt fir Cu—K,-Strahlung bei Reflexion an {200} im 
LAvE-Fall, bezogen auf den geraden Weg langs der Netzebene. 

Der praktische Wert des Ausdrucks (8) liegt in folgendem. Nicht 
immer sind 2 Kristalle geeigneter Dicke zur Verfiigung, mit deren 
Hilfe unter Anwendung von Formel (4) der Grenzwert uw, (min) ermittelt 
werden konnte, nicht immer werden duBerlich geeignete Kristalle im 
Innern gleich gut sein. Die Beziehung (8) gestattet, aus den Diagrammen 
emmes Kristalls, durch Vergleich der registrierten Energien von «- und 
B-Strahlung eines beliebigen Reflexes, die fiir die Absorption charak- 
teristische GréBe (min) zu bestimmen, falls nur das Gitter gut genug 
und der Kristall dick genug ist. 


E. Nach den {200}-Reflexen sind noch die iibrigen Reflexe zu unter- 
suchen. Es sind nur drei, auch sind keine K-Linien zu erkennen, aber 
sie sind doch bemerkenswert. Die K-Linien treten nicht auf, weil die 
hinzugedachten Ro-Kegel auBerhalb des Primarflecks liegen; die f-Linie 
von (220)R mite allerdings vorhanden sein, und wirklich ist sie in 
den Filmen angedeutet. W.H. Brace hat die Intensitaten der Kalk- 
spatreflexe bei Reflexion an der Oberflache gemessen [8]. Sie betragen 
bei den Netzebenen {200}, {220}, {220} in willkiirlicher Skale 149, 47, 
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64; zu den Netzebenen {311} gehdért nach Rechnung etwa 45. Wie man 
aus den Figuren sieht, ist die Stufe zwischen dem stdrksten Reflex 
{200} und den tibrigen 3 Reflexen in ungefahr gleicher GréBe erhalten 
geblieben, auch diirfte (220) etwas staérker als (220) sein; (131) scheint 
ein wenig zurtick zu bleiben. Hiernach miissen die Absorptionsverhalt- 
misse der 3 Netzebenen denen von {200} sehr dhnlich sein. Ware die- 
selbe Funktion «,D = F (1D) in Kraft, so wiirde u,D = 3,2 sein miissen, 
da wD = 11 (Maximum des Kontinuums!). Andernfalls kénnte [4D 
irgendeinen Wert zwischen 3,2 und ungefahr 9 haben; u,D = 11 =D 
kommt nicht in Frage, weil sonst ein starker Primarfleck vorhanden 
sein muBte. Mit «,D=6 z.B. mii®ten die Reflexe um den Faktor 
e-*8 — 0,06 hinter den oben angegebenen Werten zuriickbleiben, sie 
diirften dann im Vergleich zu {200} kaum spurenweise auftreten. Hieraus 
folgt zumindest soviel: die Funktion u;D =F (uD) liegt im Fall jener 
Reflexe der in Fig. 8 dargestellten Funktion im Gebiet 4D = 11 nadher 
als der Geraden uw, =. 

Die Ergebnisse der Beobachtungen lassen sich durch einen Vergleich 
kurz zusammenfassen. Man kann sagen, interferierende monochroma- 
tische Réntgenstrahlung besitze Ahnlichkeit mit einem kontinuierlichen 
Spektrum: solange die Absorption sehr gering ist, kann man dem Kon- 
tinuum einen summarischen Absorptionskoeffizienten zuschreiben, der 
gleich dem Mittel aus den Koeffizienten der Komponenten ist. Nimmt 
die Absorption zu, so werden die langwelligen Komponenten zuerst 
verschluckt, und der summarische Absorptionskoeffizient des Restes 
nahert sich mehr und mehr dem Koeffizienten der kurzwelligsten Kom- 
ponente. 

Da yw, ein Bruchteil von yw sein kann, so muB die im Fall der Inter- 
ferenz beobachtete Anomalie des Absorptionskoeffizienten der ,,wahren“ 
Absorption, d.h. der Wahrscheinlichkeit (rt) des Photoeffektes zuge- 
schrieben werden. Ein Zusammenhang mit den tibrigen Phanomenen, 
die zur Schwachung eines R6éntgenstrahls beitragen, dem CoMPpTON- 
Effekt und der Streuung infolge der Warmebewegung, kann nicht be- 
stehen, weil diese Vorgange im Vergleich zum Photoeffekt viel zu selten 
sind. Zu Beginn der Versuche, als es sich um die Beobachtung sehr 
schwacher Helldunkellinien handelte, muBte an solche Moglichkeiten 
gedacht werden. 

Der Ursprung dieser Experimente liegt in den Interferenzen des 
selbstleuchtenden Eisens [9] und in dem Bestreben, die Struktur der 
dort beobachteten Helldunkellinien zu klaren. Der erste Schritt fihrte 
vom emittierenden Kristall zuriick zur Einstrahlung von auBen, denn 
dadurch schienen die Verhialtnisse einfacher werden zu miissen, der 
zweite bestand darin, die an Kalkspat und Quarz beobachteten Hell- 
dunkellinien mit Hilfe eines Doppelkristallspektrographen unter reinen 
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Versuchsbedingungen naher zu priifen, der dritte fiihrte wiederum zur 
Weitwinkelmethode, denn zur Beantwortung eines Teiles der auftau- 
chenden Fragen reicht eim Kristall aus, wofiir die obigen Aufnahmen 
ein Beispiel geben: dort ist die unerwiinschte primare Strahlung durch 
Absorption unterdriickt statt durch spektrale Zerlegung beseitigt. 


F. Die durchdringenden Réntgenwellen sind in der EwALp-v. LAUE- 
schen Theorie der Interferenzen im idealen Gitter enthalten. Sie sind 
in der Formel verborgen, mit welcher M. KouLer die Intensitaten im 
LavE-Fall der Interferenz beschrieben hat [10]. Die Theorie gestattet 
die Berechnung von y,;(min) (zur Zeit noch mit Einschrankungen im 
Quantitativen); die Beziehungen sind im allgemeinen kompliziert, 
werden aber unter speziellen Bedingungen einfach und, wenn man vom 
Experiment herkommt, héchst einleuchtend (worauf hier nicht mehr 
eingegangen werden kann)!. Im Experiment scheint aber eine Voraus- 
setzung der Theorie nicht erfiillt zu sein. Denn in der Theorie wird mit 
in den Interferenzrichtungen laufenden Wellen operiert, die sich im 
Kristall von der Eintritts- bis zur Austrittsoberflache geradlinig fort- 
pflanzen, wahrend im Experiment Strahlen begrenzten Querschnitts 
gegeben sind, die bei ihrem Eintritt in den Kristall umgelenkt werden, 
im Innern aber weder die Richtung $ noch die Richtung 8) sondern die 
Richtung $ + $9 einschlagen, gemaB Fig.4. Andererseits beweist gerade 
der nachgewiesene Strahlweg, in Verbindung mit der zugrunde liegenden 
Vorstellung von der fortgesetzten Spiegelung und der dadurch bewirkten 
bestandigen Uberlagerung der Wellen, da8 die wichtigste Voraussetzung 
der Theorie erfiillt ist: iiberall dort im Gitter, wo eine Welle in einer 
durch v. LAvEs Beziehung ausgezeichneten Richtung vorhanden ist, 
existiert auch eine Welle in der zugeordneten Richtung. Augenscheinlich 
wiirde die Schwierigkeit in der Hauptsache behoben sein, wenn in den 
Wellenfeldern der Theorie PoyntinGs Vektor parallel zu den jeweils 
reflektierenden Netzebenen lage. 


Von M. Koniers Formel bis zum Verstaéndnis der Vorgange wiirde 
noch ein Schritt zu tun tbrig bleiben, wenn nicht M. v. Lave schon 
bald nach Beginn der Experimente, als namlich die fragwiirdigen Hell- 
dunkellinien gesichert und einer t-Schwankung zugeschrieben worden 
waren, die Ursache der Erscheinungen aufgedeckt hatte: aus den Wellen 
in der Einfallsrichtung und den Wellen in der Reflexionsrichtung, die 
gleichberechtigt sind, entstehen im Gitter stehende Wellen. Deren 
Knotenebenen haben denselben Abstand voneinander wie die jeweils 
reflektierenden Netzebenen (bzw. die der Reflexion in héherer Ordnung 
zageordneten reellen oder fiktiven Ebenen) und liegen parallel zu diesen. 


1 M.v. Lave hat die Theorie in einer soeben (nach Abschlu8 vorliegender 
Mitteilung) erschienenen Arbeit ausfiihrlich dargestellt. Vel. (M2ie 
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Fallen Knoten- und Netzebenen zusammen, so ist die Wahrscheinlichkeit 
des Photoeffektes an Atomen, die 7m der Netzebene hegen, ein Minimum: 
legen im andern Extremfall die Schwingungsmaxima am Ort der Netz- 
ebenen, so absorbieren die in der Netzebene hegenden Atome maximal. 
Hierin also mute der Grund fiir die t-Schwankung liegen. Zugleich 
war die Verbindung zu W. KosseEls Interferenzen aus Gitterquellen [141] 
hergestellt: die Konsequenzen desselben Vorgangs, der Bildung stehen- 
der Wellen im idealen Gitter, werden dort in Emission, hier in Absorption 
beobachtet. 

M. v. Lave hat die Eigenschaften der stehenden Wellen, allgemein 
der ,,Wellenfelder‘‘, anlaBlich der Diskussion der Interferenzen aus 
Gitterquellen entwickelt [2]. Uber die Lage der Knotenebenen werden 
detaillierte Angaben gemacht, aber die Verhaltnisse sind gerade im Lavr- 
Fall der Interferenz, auf den es hier ankommt, nicht eben einfach. Die 
Knotenebene andert ihre Lage (nach v. LAvE) nicht nur mit dem Ein- 
fallswinkel sondern auch, bei festgehaltenem Einfallswinkel, mit der 
Tiefe im Kristall. Hier hatte man wohl auf den Gedanken kommen 
konnen, es werde, wenn alle moglichen Lagen der Knotenebene realisiert 
sind, in summa doch nichts oder wenig anderes als der normale Absorp- 
tionskoeffizient herauskommen. Theorie sowohl wie Experiment be- 
sagen aber etwas anderes. Die in der Kurve Fig. 8 dargestellten Er- 
gebnisse der Versuche zeigen, daf die Lage ,,Netzebene im Minimum 
der Erregung‘‘ den Ausschlag gibt. Zunachst zwar, in der Nahe der 
Eintrittsoberflache, oder allgemein bei schwacher Absorption, kommen 
alle Lagen vor, der Absorptionskoeffizient ist der normale. Dann aber 
sinkt der summarische Absorptionskoeffizient, weil ein Teil der inter- 
ferierenden Wellen vermége der Stellung ,,Netzebene im Maximum der 
Erregung“ und vermége benachbarter Stellungen schon verschluckt 
worden ist. SchlieBlich bleiben, bei stets wachsender Dicke oder all- 
gemein bei stets wachsender Absorption, nur solche Wellen tbrig, die 
in Gemeinschaft mit den zugeordneten reflektierten Wellen Knoten- 
ebenen bilden, welche mit den Netzebenen zusammenfallen oder ihnen 
nahe liegen, was in den von der interferierenden Strahlung erreichten 
Kristallschichten den minimalen Koeffizienten «,(min) zur Folge hat. 

Wenn die Netzebene {200} von Kalkspat reflektiert, so liegt die 
Gruppe CaCO in der Netzebene, die restlichen 2 O-Atome liegen auBer- 
halb in + + des Abstandes benachbarter CaCO-Ebenen (vgl. [8]). Liegt 
CaCO in der Knotenebene, so absorbiert es in erster Naherung gar nicht, 
in zweiter wegen der Warmebewegung, welche die Atome aus der Netz- 
ebene heraus in Gebiete fiihrt, wo die Feldstarke nicht mehr Null ist, 
und wegen der endlichen Ausdehnung der fiir die Absorption verant- 
wortlichen Schalen der Atome. Die auBerhalb der Netzebene liegenden 
O-Atome absorbieren normal, denn die Anregungswahrscheinlichkeit ist 
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proportional zu sin? 1 za setzen, worin p den Abstand der Atome von 


der CaCO-Ebene, d cn Abstand benachbarter CaCO-Ebenen bedeutet, 


: : : bee eee ; a 
und sie erreicht mit sin? - sits ihren mittleren Wert. Der normale 


Absorptionskoeffizient des Sauerstoffs im Kalkspat betragt bei Cu—K,- 
Strahlung 9,7 (nach [5]), bzw. 11,0 [cm] (nach [6]). Neben diesem 
im Vergleich zum Wert rund 200 des Koeffizienten von Kalkspat sehr 
kleinen Wert darf die Restabsorption durch die CaCO-Gruppe, in der 
Hauptsache hervorgerufen durch die Warmebewegung und die endliche 
Ausdehnung der Atome des schwersten und deshalb am starksten ab- 
sorbierenden Elements, des Ca, nicht vernachlassigt werden: j,(min) 
mu bei Reflexion an {200} merklich gr6Ber als 10 bis 11 sein. Dem steht 
der experimentelle Wert 15 bis 19 gegeniiber. Der Unterschied zwischen 
dem auf denkbar einfachen Ansatz beruhenden theoretischen Wert und 
dem experimentellen Wert ist nicht gro8, und, wie man sieht, besteht 
Aussicht, die Liicke zu schlieBen: die absorbierende Materie ist weder 
punktformig noch in Ruhe, der Ansatz kann zu einfach sein, das fehler- 
lose Kalkspatgitter k6nnte noch durchlassiger sein; und schlelich darf 
der Parameterwert # = d/4 nicht als exakt richtig angesehen werden. 

Bisher ist stillschweigend vorausgesetzt worden, da im Fall {200} 
die mit den CaCO-Ebenen zusammenfallenden Knotenebenen ein 
Minimum von Absorption bewirken. In der Tat hat jede andere Lage 
einen groBeren Koeffizienten zur Folge: der Beitrag der beiden O-Atome 
zwar bleibt immer derselbe, denn wachst die Anregungswahrscheinlich- 
keit des einen an, wenn die Knotenebene aus der Lage der Koinzidenz 
mit CaCO herausgefiihrt wird, so nimmt die des andern um denselben 
Betrag ab, als Folge der speziellen Lage dieser Atome in + 4; der Beitrag 
der CaCO-Gruppe aber ist in jeder Stellung gr6Ber, als wenn diese Gruppe 
mit der Knotenebene koinzidiert. 

Geht man von K,- zu K,-Strahlung iiber, so ist als erstes zu ver- 
merken, daB der Abstand der Knotenebenen unverandert bleibt. In- 
folgedessen behalten alle absorbierenden Volumelemente ihre Lage zu 
der wieder mit CaCO koinzidierend gedachten Knotenebene unveradndert 
bei. Da nun yw, (min) als ein durch diese Lage der absorbierenden Volum- 
elemente, im vorliegenden Fall der beiden O-Atome und der auBerhalb 
der Knotenebene liegenden Volumelemente von CaCO, bestimmter 
Bruchteil des « von CaCO, erscheint, und da alle im Kalkspat enthaltenen 
Atome ihren Absorptionskoeffizienten beim Ubergang von K,- zu 
K,-Strahlung im gleichen Verhaltnis andern, so andert sich auch der auf 
//;(min) entfallende Bruchteil im gleichen Verhaltnis. Hierin liegt die 
Erklarung fiir die Beobachtung, da ,(min)/u von 2 nicht abhing. Es 
ist sogleich hinzuzufiigen, daB dies weder allgemein noch streng gelten 
kann. Wird bei Variation von 4 eine Absorptionskante eines der 
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beteiligten chemischen Elemente iiberschritten, so muB f;(min)/1 sich 
stark dndern. Davon abgesehen Andern sich die Absorptionskoeffi- 
zienten der Elemente nicht genau im gleichen Verhiltnis sondern ge- 
maB JONnssons Absorptionskurve. Im vorliegenden Fall dndert sich 
t(Op»)/ 4 (CaCOs) beim Ubergang von K, zu Kk, nach den Tabellen um 
héchstens 1%. Hiervon kann bei der bisher erreichten MeBgenauigkeit 
von w;(min)/“ nichts bemerkt werden. 

Um die Absorptionsverhaltnisse bei Reflexion durch andere Netz- 
ebenen zu charakterisieren, geniigt fiirs erste der Hinweis, daB Ca in 
CaCO, fiir sich allein ein einfaches Gitter bildet; d.h. es gibt keinen Fall 
von Reilexion, in dem zwischen 2 Netzebenen noch eine mit Ca belegte 
Ebene eingeschaltet ware. Folglich hat u,;(min) ebenso wie im Fall {200} 
in erster Naherung einen neben ys verschwindenden Wert. In zweiter 
Naherung ist es dann entweder méglich, daB es wie bei {200} mit den 
leichten Atomen belegte und folglich mehr oder weniger schwach absor- 
bierende eingeschaltete Ebenen gibt, oder daB es solche Ebenen nicht 
gibt. Im letzteren Fall mtiBte w,(min) besonders klein sein, falls nicht 
der Abstand der Knotenebenen klein, die Amplituden der Warme- 
schwingungen und die Durchmesser der Schalen folglich relativ groB sind. 


Zum SchluB médchte ich diese erste Gelegenheit ergreifen und den 
Herren Professoren M. y. LAvE, G. MENZER und P. DEBYE fiir die mir 
freundlichst gewahrte grobziigige Unterstiitzung meinen herzlichen Dank 
aussprechen. 
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Die Energieiibertragung durch Elektronenstof 
im Quecksilberdampf-Plasma. 
Von 
THEODOR WASSERRAB. 
Mit 4 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 17. Oktober 1949.) 


Berechnung der StoBausbeute-Faktoren und der Energieabgabe bei elastischen 

und unelastischen StéBen erster Art von Elektronen mit Quecksilberatomen, 

wobei Maxwe.tische Geschwindigkeitsverteilung vorausgesetzt ist. Aus dieser 

,, Gesamtleistung’’ der positiven Saule wird der theoretische Wert des ,,Gesamt- 

gradienten‘‘ errechnet, der meist erheblich gréBer ist als der tatsachlich gemessene 

,, Wirkeradient“ (welcher der vom Plasma nach auRen abgegebenen ,, Wirklerstung™ 
entspricht). 


Die Energiezufuhr in das Plasma der positiven Saule erfolgt derart, 
daB die Ladungstrager dieses Plasmas im elektrischen Langsfeld be- 
schleunigt werden. Da jedoch die Beschleunigung der Jonen im Langs- 
feld gegentiber der Beschleunigung der Elektronen zu vernachlassigen 
ist, ist es tiblich, lediglich die Energiebilanz der Elektronen zu betrachten. 
Die Elektronen geben die im elektrischen Feld empfangene Energie 
wiederum durch St6Be mit den anderen Plasmapartnern ab, wobei 
diese St6Be elastischer oder unelastischer Art sein konnen. Da unseres 
Wissens eine Berechnung der Energieabgabe der Elektronen bei diesen 
St6Ben fiir Quecksilberdampf noch nicht vorliegt, sei diese nachstehend 
durchgefiihrt, wobei beabsichtigt ist, die wichtigsten StoBarten ge- 
sondert zu betrachten (einfach ionisierender StoB, Anregung der Reso- 
nanzlinien, Anregung der metastabilen Zustande). Die Darstellung ist 
dabei durchaus ahnlich einer von G. MIERDEL [1] durchgefiihrten 
Berechnung fiir Edelgase (Helium, Neon, Argon) mit Hilfe der von 
R. KotratH und H. Merer-Lerpnitz verdffentlichten MeBergebnisse 
tiber die Wirkungsquerschnitte dieser Edelgase: 


1. Die MeBwerte der StoBquerschnitte. 


Die bisher verdffentlichten MeBwerte der StoBquerschnitte bei 
elektrischer Anregung in Quecksilberdampf weichen zum Teil sehr stark 
voneinander ab [2], [3], [4]. Als Beispiele fiir diese Feststellung sind 
in der nachstehenden Tabelle 1 fiir die zwei wichtigsten Terme jeweils 
einige MeBwerte (fiir 1 Torr und 0°C) zusammengestellt. Das Wir- 
kungsvermégen Q [cm~!] stellt dabei die Summe der Wirkungsquer- 
schnitte g [cm?] aller N Atome im cm? dar; man erhalt Q indem man 
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q mit N, = 3,56 - 106 [cm~}, der Zahl der Atome je cm? bei 1 Torr und 
0° C, multipliziert. 


Tabelle 1. Mefwerte von Wivkungsquerschnitten bei elektrischey Anregung von 
Quecksilberdampf. 
a cm re ees RLY 


Minimale | Optimale | Wirkungs- | Differentieller | 


Rega StoB- | StoB- | vermogen Wirkungs- eee 
berich. | energie energie Onn querschnitt 99 q Autor 
nung — em geil 
ev) | ev) (eam 
ail cm? Torr | lee ne 


| | | | 
6°F, | 4,86 | 7 14,6 4,1-1076 | F.L. Arnot u. |1,08- 10-7 
| | G. O. BAInEs [2] 
| 1,1 Set Ome W. Hante_ [5] 
| 37,0 A OFA Ome | WHITNEY [6] 
Gr) 6,67 |“ 16 | 44,8 4,2-1076 | F.L. Arnot u. |1,3-10- 
| | |G. O. Barnes [2] 
| 7,0 | 1,96:1078 | Wuitney[6] 
|4,3...43,0| 1,2...3,65-10- +— WEL. Brar- 
TAIN [7] 


Von den in Tabelle 1 angegebenen MeBwerten diirften die von F. L. ARNor 
und G. O. Baines am verlaBlichsten sein und im folgenden soll nur mit diesen 
Werten weitergerechnet werden. 


Die gleichen Autoren haben jedoch nicht nur die elastischen und 
unelastischen StoBquerschnitte ermittelt, sondern auch die Anregungs- 
funktionen des 61P- und 6%P-Terms von Hg gemessen und gute 
Ubereinstimmung mit dem von PENNEY [8] nach Dirac berechneten 
Kurvenverlauf gefunden. Fiir Elektronengeschwindigkeiten groBer als 
40 V nimmt demnach der elastische StoBquerschnitt schnell ab und 
nahezu der gesamte effektive Querschnitt ist den unelastischen St6Ben 
zugeorduet. Auch B. L. SNAVELY |9] hat experimentell die verschie- 
denen Prozesse untersucht, welche bei der Stufenionisierung von 
Quecksilberdampf stattfinden. Das Ergebnis zeigt, daB fiir Elektronen 
mit Energien gréBer als 7 V die Ionisation der metastabilen Atome 
den gréBten Teil der Ionisation ausmacht. Fir kleinere Elektronen- 
energien (ungefahr 4,9 V) wird vermutet, daB die gleichzeitige Bildung 
von positiven und negativen Ionen als eine Folge von St6Ben zwischen 
angeregten Atomen stattfindet. 


2. Die StoBausbeutefaktoren. 

Fiir viele Betrachtungen ist es iiblich geworden, die StoBbilanzen 
mit Hilfe der Ausbeutefaktoren S anzuschreiben, weshalb nun die Werte 
fiir diese StoBausbeuten berechnet werden sollen, und zwar sollen diese 
Funktionen sowohl fiir elastische als auch unelastische Sto8e ermittelt 


werden. 
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a) Elastische Stope. 
Die Ausbeutefunktion fiir elastische St6Be ist durch die Gleichung 


Soo =f Joovf(v) dv 
0 


gegeben, wobei 


oe es (—}- v 

ad (=| eye! a() 

die Verteilungsfunktion der Relativgeschwindigkeit der Elektronen 
w die wahrscheinlichste Elektronengeschwindigkeit und ggg den Wir- 
kungsquerschnitt von Quecksilberatomen beim elastischen Sto8B mit 
Elektronen darstellt. Da in der Literatur meist das Wirkungsvermogen 
angegeben wird, fiir welches man bei elastischen StoBen in erster 


NTs: a GO 
Nee cTis Coo aa, satan 
gungsspannung der Elektronen darstellt, so erhalt man fiir den Wir- 
kungsquerschnitt: qo = Qoo/N,; und damit fiir die Ausbeute bei ela- 


stischen Sto6Ren 


Sa IBV , 10m 


schreiben kann, wobei U die Beschleuni- 


1 
\T 


=f 5G°10r "= Os (1) 
Die Abhangigkeit dieser Funktion von der Elektronentemperatur Z_ {°K} 
ist in Fig.1 graphisch dargestellt. Mit U_ [V] ist das Voltaquivalent 
der Elektronentemperatur 7_, gemaB der Relation 


m 2 347 =7aqT] - 
Bi = gee OU : ~ = 7730 U_; 
bezeichnet. 
b) Einfach tonisierende StéBe. 
DossE und MIERDEL [10] geben fiir das Wirkungsvermégen bei 
einfach ionisierenden St6Ben die Gleichung: 


1 
em Torr i 


Ore 0,63.(U= U) | 


i] 


’ 


wobei U; = 10,38 [V] die Tonisierungsspannung bezeichnet. 
Mit den Abkiirzungen: x = U/U, = (v/w)? und x,= U/U, kann 
man fiir den Wirkungsquerschnitt gy, = 0,93 (x — x;) U,/N, schreiben, 
i, 


wober Us == das Voltaquivalent der ,,wahrscheinlichsten“ Elek- 


tronengeschwindigkeit bezeichnet. 


Die Ausbeute bei direkt ionisierenden ElektronenstéBen S,. wird 
aus der Gleichung 
a Ne era: v ) 
= ; ~\wo & 
Soe= | fox? r= (| i a(*) 


VF 


ey) 
NG 
ba | 
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ermittelt, deren Integration 
a U;, Uy 4 
Co os <a zy = 2) 
04 = 299 0 VGlGw | UU | i) 


hefert. Der Verlauf dieser Funktion ist gleichfalls in Fig. 4 eingetragen. 


; 0° 
c) Gesamthett aller unelastischen Stéfe. om 
e - s 
Indem man fiir das Wirkungsvermégen 
die Messungen von ARNOT und BAINES zu- ‘ad 
grunde legt, deren Verlauf man durch 
(aa ea 
= 15 +2(U—U, = 
Poa pee %) loa Torr ty 
SD 
annahern kann, erhalt man, analog zu oben, S 
. a > Ss) 
fiir den Wirkungsquerschnitt Sie 
& 0 
Gog = 423 104, 5,6-10 Ue) ss 
und damit fiir die StoBausbeute ; 
10" 
[ee] v\2 
s et OF \e or fv be 
Soa | Goa | — (— ) e a) d (- r | : Sp, (lonisterende 
z a 2 wa a Lintachstobe) 
Yq Wg fe 2a tS KOS 
Ug/Uy + Elektronentemp.7—-— °K 
Euelee-19 2-9 2 ‘ 
02 ; V Ual (Ga a , Fig. 1. StoBausbeute S elastischer 
(3) und unelastischer ElektronenstéBe 
ree -g 2+ UalU» | ,— U,|U,, in Quecksilberdampf als Funktion 
i 7,05 =410 (UalUe)! e , der Elektronentemperatur T_. 


wobei man mit U, = 4,66 [V] auch U,/U, = 54000/T_ schreiben kann. 
Die graphische Darstellung dieser Ausbeutefunktion ist gleichfalls in 
Fig. 1 zu ersehen. 


3. Die Energietibertragung. 
a) Elastische ElektronenstoBe. 
Bei einem elastischen StoB gibt ein Elektron (mit der Masse 
m_ = 8,99- 1078 [g]) im Mittel den Bruchteil 


C= 2st = 555 AC * 


seiner kinetischen Energie } m_v? = eU, wobei mit U [V] wieder die 
Voltgeschwindigkeit bezeichnet wird, an das gestoBene Quecksilberatom 
ab. Da ein Elektron mit der Geschwindigkeit v in der sec v/A St6Be 


A v _ v2 ci 
mit Atomen erleidet, gibt es je sec die Energie %— m-" elastisch ab, 


bzw. mit der Annahme einer MAxwettschen Geschwindigkeitsverteilung 
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erhalt man fiir die Leistungsabgabe bei elastischen ElektronenstoBen 


r vmive 4 fu\2 — ke Lb 
Least => x We : a a Vn fon e ‘ 
0 


Die freie Weglinge der Elektronen 4 ist dabei als Kehrfunktion des 
Wirkungsvermégens Qo, [cm™, Torr] definiert. 

ee BILE 

P QooP 
Die elastische Leistungsabgabe je Elektron betragt demnach in Hg- 
Dampf: 


F Host ee io \r | 


= 3,25-10 4 )/U_. 


(4) 
Die zahlenmaBige Auswertung ist in Fig. 2 graphisch dargestellt. 


b) Gesamtheit aller unelastischen Elektronenstofe. 


Indem man wieder MAxwWE Ltische Geschwindigkeitsverteilung fiir 
die Elektronen annimmt, erhalt man fiir die gesamten unelastischen 
StoBverluste je Elektron und sec 


J melastieene Uy pw i Or. : = aE ae io 
0 


= iE eU, pw { On (2) is) 3 ie 


0 


wobei dem Vorgang von MIERDEL folgend der Einfachheit halber 
angenommen wird, daB bei jedem unelastischen StoB die Energie 
e U, (Uy = 4,86 V) welche dem niedrigsten angeregten Resonanzterm ent- 
spricht, tibertragen wird. Wie MIERDEL schon ausfiihrte, ist der dadurch 
bedingte Fehler vermutlich gering, da wegen der vorausgesetzten 
MaxweELl-Verteilung die gréBeren Geschwindigkeiten zahlenmaBig 
ohnedies seltener auftreten. 


Da der niedrigste Term einen metastabilen Zustand darstellt, schien 
es fiir eine Energiebetrachtung richtiger zu sein, den unmittelbar be- 
nachbarten Resonanzterm zu wahlen. 


Indem man das Wirkungsvermégen wieder durch 


Ove 15 +2(U u)| : 


em Torr 


(fir U > Uy = 4,86 [V]) 
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naherungsweise beschreibt und mit 


2k i Ripe Peles 
w e 


é é 


in obige Gleichung einfiihrt, erhalt man 


co lo, @) lee) 


Boe i ede es aie, (i. ff 
L unetast = = Un pw} 15 | %é-*d%4-2- : | ee et oe eera as ‘ 
- é 
\z Po & - 
wobei gleichzeitig die untere Integrationsgrenze verandert werden muB, 
da ja nur Geschwindigkeiten gréBer als die niedrigste Anregungsspannung 
interessieren. 


70° 
ae: : 
Die einzelnen Integrale ergeben ae 
oo 109 
eas Rye eee 
fxe*dz=(e-(—2—-1)Ip 
Xo 
——t mee (Z + De sig" 
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Xo Xo 3 10771 
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Indem man noch die Zahlenwerte einsetzt, Alektronentemp.T—~ °K 


erhalt man fiir die Leistungsabgabe eines  fig.2. Die Leistungsabgabe von 


= “ a Elektronen in Abhangigkeit von 
Elektrons bei unelastischen Std6Ben ps a cele nek a ON 


: und unelastischen StoBen in 
( | == 4 99-40°!8 \r ~, Quecksilberdampf. 
P Junelast ; A 
56 300 
6 300 a pe 
x {15 (252° 4-4) +-4,73- 10°47 «(FE + ate T. 


Dieser Ausdruck ist gleichfalls in Fig. 2 graphisch dargestellt. 


c) Einfach tomsterende Stofe. 


Vorstehend wurde die Gesamtheit aller unelastischen StoBe be- 
handelt. Es ist jedoch fiir eine eingehendere Betrachtung iiberaus 
wertvoll zu wissen, in welcher Weise die einzelnen StoBarten an der 
unelastischen Energieiibertragung beteiligt sind. 

Am einfachsten ist dabei der Anteil des einfachen IonisierungsstoBes 
zu beurteilen, welcher bereits von T. J. KILLIAN [11] untersucht wurde. 
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Die Berechnung erfolgt dabei vollkommen analog, wie fiir die Gesamt- 
heit der unelastischen Sté8e durchgefiihrt, und ergibt 


rs U; / Eg 


—7-410-%¢ (U;/U,)—* +°(U,/U,)— #1. 


he 1 
| p ree 2 
Bekanntlich hat die Ermittlung der Elektronentemperatur einer posi- 
tiven Sdule allein auf der Basis von Einfachst6Ben bei Entladungen 
mit geringer Stromdichte gute Ubereinstimmung mit der MeBwerten 


ergeben [10]. 


4. Die Langsfeldstarke. 


Die Elektronen erhalten ihre Energie aus dem elektrischen Langs- 
feld der Entladung und geben sie an die anderen Plasmapartner ab. 
Wie Rompe und SCHON [12] gezeigt haben, ist die in einer positiven 
Sdule von den Elektronen abgegebene ,,Gesamtleistung“ eine lineare 
Funktion der Entladungsstromstarke [13], wahrend die ,,Wirkleistung* 
welche ein MaB fiir die Verlustleistung ist, nur bei sehr kleinen Strom- 
starken der Gesamtleistung zahlenmaBig etwa gleich ist, fiir gréBere 
Stromstarken jedoch erheblich kleiner als die Gesamtleistung bleibt. 
Das Verhaltnis von Wirkleistung zu Gesamtleistung ist demgema’B 
bei sehr kleinen Stromstarken nahezu 1 und fallt mit wachsender 
Stromstarke. Die Differenz zwischen den beiden genannten Leistungen 
bildet die sog. ,,Speicherleistung“, welche ein MaB fiir die durch St6Be 
zweiter Art, Reabsorption von Resonanzstrahlung und Rekombination 
an die Elektronen zuriickgegebene Leistung darstellt. In dem MaBe, 
als bei hdheren Stromstarken die Ionisierung im wesentlichen in Stufen 
erfolgt, nimmt die Bedeutung dieser Speicherleistung zu. 


Da die vorstehend erwahnten Leistungen je cm® des betrachteten 
Plasmas jeweils als Produkt von Entladungsstromdichte und Langs- 
feldstarke dargestellt werden kénnen, scheint es zweckmaBig, den obigen 
Leistungen auch eine ,,Gesamt-", ,,Wirk-“‘ und_,,Speicher‘‘-Langsfeld- 
starke zuzuordnen. 


Unter der Annahme, da8 in erster Naherung die Elektronentem- 
peratur von der Stromdichte weitgehend unabhingig und _ lediglich 
eine Funktion des Dampfdruckes sei, kann man aus der ermittelten 
Beziehung fiir die Leistung der elastischen und unelastischen StéBe 
den Wert des Gesamtgradienten errechnen, welcher in einer Sdule 
erforderlich ware, deren Stromdichte verschwindend klein ist und bei 
welcher alle von den Elektronen durch StéBe erster Art abgegebene 
Energie nach auBen abgefiihrt wird. Wenn ein Elektron je sec den Weg 
v, in Richtung des elektrischen Langsfeldes zuriicklegt und dabei die 
Energie ev, ©) aufnimmt, so erhalt man mit dem LaNGEvin-Ausdruck 
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fiir die gerichtete Geschwindigkeit (,,Driftgeschwindigkeit‘‘) 
he ed, Ci/p 


m_ WwW 


und damit unter Gleichsetzung der abgegebenen und aufgenommenen 
Leistung eines Elektrons: 


L 1) Ah, (Ge)? 
= he — _¢ | = a fe 0) . 
( Pp ei | er ev: Go i m_W | Peps 


durch Einsetzen der entsprechenden Zahlenwerte erhalt man dann 
& 
i 


Aa Les) 

a ~~ pie. yr ciae j 
Dieser Ausdruck ist in Fig.3 graphisch dargestellt und zeigt in der 
Tat die erwartete, mit sinkender Elektronentemperatur gréBer wer- 
dende Differenz zwischen der be- : 
rechneten ©,/f-Kurve und den zie 
von B. KLarFELD [14] ermittel. ?”™ 
ten MeBwerten fiir die Wirkfeld- 

starke. Der Kurvenverlauf ist 

dabei wesentlich durch die Tat- 
sache bestimmt, daB die Elek- 7 
tronentemperatur sowohl mit é 
wachsender Stromdichte (in ge- ih: 
ringem MaBe) als auch mit i! / clast Stihe (ber) 
zunehmendem Dampfdruck (in sacl cca aoe as 


Jonislerenve 
Lintachstihe 


z ’ 0 
starkem MaBe) abnimmt. Bei (aly rome S15 Eh OTR BET AT 
kleinen Driicken, entsprechend Elektronentemp.7—— °K 
einer Elektronentemperatur von Fig. 3. Elektrische Langsfeldstarke (Gesamt- 

F é gradient ©,, und Wirkgradient ©) in Abhangigkeit 
ie 20000 K; liefert die Rech- von der Elektronentemperatur T_. 


nung fiir © kleinere Werte als 

die Messung von KLARFELD. Dies hat zum Teil darin seinen Grund, 
daB obige Naherungsgleichung fiir den Wirkungsquerschnitt der Elek- 
tronen nur fiir kleine Beschleunigungsspannungen einigermaBen mit 
dem gemessenen Verlauf tibereinstimmt, bei hdheren Elektronen- 
geschwindigkeiten aber zu kleine Werte gibt. Aus Fig.3 geht auch 
deutlich hervor, daB fiir Driicke tiber 10 mTorr die Gesamtleistung die 
Wirkleistung erheblich iiberwiegt. Da bisher nur wenige Messungen zur 
Verfiigung stehen, 1aBt sich jedoch tiber die Genauigkeit der MeBwerte 
keine zuverlassige Angabe machen. Zwischen den MeBwerten von 
KLARFELD [14] und RéssLER und ScCHONHERR [15] bestehen z. B. 
Abweichungen von iiber 50%, so daB vorlaufig bis weitere Erganzungs- 
messungen vorliegen, die vorstehenden Angaben nur als orientierende 
Richtwerte gelten konnen. 

23% 
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Um eine genauere Betrachtung zu erméglichen, ist die Abhangigkeit 
der Gesamtlaingsfeldstairke ©) vom Druck p in Fig. 4 gestrichelt dar- 
gestellt. Zum Vergleich ist auch die tatsachlich gemessene GroBe der 
Wirklangsfeldstarke © in Abhangigkeit vom Druck fir verschiedene 
Stromdichten einer Quecksilberdampfentladung aufgetragen. Diese von 
B. KLARFELD [14] ermittelten MeBwerte zeigen eine deutliche Ab- 
hangigkeit von der Stromdichte, insofern, als in dem _ betrachteten 
Druckbereich mit steigender Strom- 


Ig bg irk i leiner wird 
ve par © Wirkgradient dichte der Wirkgradient kleiner w 
) I gradient emess)| | (negative Charakteristik). 
15 a 
We Es soll nun noch kurz erortert 


werden, welche Prozesse die GréBe 
des Gradienten verringern, also der 
Speicherleistung zugezahlt werden 
k6énnen. Das ist, bei niedrigen Druk- 
ken beginnend, zuerst die Stufen- 
anregung, d.h. die Anregung der 
Resonanzlinien und der metastabilen 
Zustande. B. KLARFELD [14] hat be- 
obachtet, daB bei einem Quecksilber- 
dampfdruck von 1 [mTorr] praktisch 
nur einfach ionisierende St6Be er- 
; folgen, daB jedoch schon bei etwa 

Fig. 4. Elektrische Langsfeldstarke (Gesamt- ; : : a 
gradient €, und Wirkgradient &) in Abhangig- 3 [mTorr] eine geringe Stromabhan- 
keit vom Quecksilberdamptdruck p' juz ver- siekeit des lonisierungstaktorsavoms 

schiedene Entladungsstromdichten j. P 4 sf 
(MeBwerte von B. KLarFELD [14].) handen ist, d.h. eine Ionisierung 
uber angeregte Zustande erfolgt, die 
bei 7,5 [mTorr] bereits sehr merklich ist und bei etwa 20 [mTorr] die 
Tonisierung durch EinfachstoB klar tiberw‘egt. RO6ssLER und ScHOéN- 
HERR [15] haben festgestellt, daB die Resonanzlinie 2537 [A] ener- 
getisch die Resonanzlinie 1849 [A] bei weitem iibertrifft und mit 
zunehmendem Druck ein von der Stromdichte abhangiges Ausbeute- 
maximum zeigt, nach dessen Uberschreiten die ausgestrahlte Leistung 
infolge StéBen zweiter Art stark abnimmt. Da in dem Atomkonzen- 
trationsbereich von 10! bis 10!§ absorptionsfahigen Atomen je cm? 
bevorzugte Reabsorption erfolgt, wird von der angeregten Resonanz- 
strahlung nur ein kleiner Bruchteil nach auBen dringen und damit als 
Wirkleistung erscheinen. Bei Drucken von >107 [Torr] wird man 
auch die Rekombination zu beachten haben. 


10 


S 
4 


Longstelastirke © bzw. Eg —= 


Cis = = 
Oo 10 ee a0 
Damptaruck p—~ Torr 


Die von N_ [cm~8] Elektronen elastisch abgegebene Leistung zeigt 
5 N. , 
gemaw, Loc. > N= 1140 ee p? (N_/No bezeichnet den Ionisierungsgrad, 
0 


U_ = 1 |V] angenommen) eine Zunahme mit dem Quadrat des Druckes 
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und wird fiir Driicke tiber 1 [Torr] bestimmend fiir die gesamte Energie- 
bilanz (thermische Sdule). Die Elektronentemperatur liegt nach iiber- 
einstimmenden Messungen in diesem Druckbereich bei etwa 7000° K 
und die Gastemperatur nahert sich gleichfalls bis zu etwa 0,97 diesem 
Wert [16]. In dem MaBe als sich die Gastemperatur der Elektronen- 
temperatur ndhert, nimmt jedoch der Wirkungsgrad des Energieaus- 
tausches durch elastische Elektronenst6Be ab und es muB die ,,Riick- 


heizung’ der Elektronen durch StéBe zweiter Art Beriicksichtigung 
finden. 
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Spektroskopisch verfolgte Strukturumwandlung 
von Kristallen. 
Von 
A.-M. und K.-H. HELLWEGE. 
Mit 7 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 30. November 1949.) 


Am Pr-Bromat und Nd-Bromat wird an den Anderungen des Absorptionsspek- 
trums eine Umwandlung der Kristallstruktur im TVemperaturbereich von 85 bis 
55 °K verfolgt. Die Beobachtungen werden mit anderen am Pr-, Sm- und Eu- 
Bromat verglichen. Die Umwandlung enthalt 2 Prozesse: Verringerung der 
sechszahigen Symmetrie in der Umgebung der SE-Ionen auf héchstens Zwei- 
zahligkeit und Auftreten mehrerer, durch ihre Umgebung unterschiedener Ionen- 
sorten im Gitter. — Ferner wird eine Blauverschiebung der Schwerpunkte und 
eine Abnahme der Aufspaltung in 2 Liniengruppen des Pr***-Ions beim Ubergang 
vom Pr-Bromat zum La(Pr)-Bromat beobachtet und durch die gréere Gitter- 
konstante des La-Bromats gedeutet. 


1. Einleitung. 

Bei der Aufnahme der Absorptionsspektren von Kristallen ist es 
in vielen Fallen aus Griinden der Linienscharfe nétig, die Kristalle auf 
die Temperatur der fltissigen Luft (~ 85 °K) oder gar des fliissigen 
Wasserstoffs (20 °K) abzukthlen. Bei den Salzen der Seltenen Erden 
z. B. werden auf diese Weise Linienscharfen erreicht, die denen der 
Gasspektren kaum nachstehen. Dabei tritt auBerdem eine Linien- 
verschiebung auf, die ihre Ursache in der thermischen Kontraktion 
des Kristallgitters hat. Neben diesen beiden allgemein bekannten 
Effekten sind aber bei einigen Bromaten der Formel! SE(BrO,), -9H,O 
charakteristische Veranderungen im Spektrum beobachtet worden, die 
in einer auffalligen VergréBerung der Linienzahl beim Abkiihlen be- 
stehen. 

So haben SpEDDING und BEAR? das Samariumbromat sowohl in 
fliissigem N, (78 °K) wie in fliissigem H, (20 °K) untersucht und fest- 
gestellt, daB mach diesem Temperatursprung die Linien aufgespalten 
waren, auffallige Verschiebungen erlitten hatten und in einigen Fallen 
vielleicht sogar neu aufgetaucht waren. 

Das von denselben Autoren® untersuchte Samariumiathylsulfat 
Sm(C,H;SO,)3 *9H,O zeigte diesen Temperatureffekt nicht. 

1 SE lies ,,Seltene Erde“. 


2 


2 SPEDDING, F.H., u. R. S. BEAR: Phys. Rev. 44, 28 
’ SPEDDING, F. H., u. R. S. Bear: Phys. Rev. 46, 3 
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Dementsprechend konstatiert MERZ! bei 20 °K am Praseodymbromat 
ebenfalls ein ungewoéhnlich linienreiches Spektrum, das sich von dem des 
Pr-Athylsulfats deutlich unterscheidet und dessen Linien sich gegen- 
uber den Einwirkungen eines Magnetfeldes vollkommen unempfindlich 
zeigen’*, wahrend an 6 Linien des Pr-Athylsulfats eine lineare ZEEMAN- 
Autspaltung beobachtet wird. Im Gegensatz dazu beobachtet DEuTSCH- 
BEIN* bei Zimmertemperatur am Europiwmbromat und Europium- 
athylsulfat dasselbe einfache Spektrum. 

Der Vergleich jeweils des Bromats mit dem Athylsulfat ist wichtig, 
weil die Situation des SE-Ions in beiden Salzen sehr ahnlich ist. Nach 
den Strukturbestimmungen von HELMHOLZ3 am Bromat und KETELAAR 4 
am Athylsulfat ist (bei Zimmertemperatur!) der Aufbau des Hydrat- 
komplexes SE(H,O);** in beiden Salzen in erster Naherung identisch, 
und zwar von der hohen Symmetrie D,,. Erst durch die weitere Um- 
gebung wird die Symmetrie herabgesetzt auf C,, im Bromat und auf 
C;, im Athylsulfat. Da sowohl die Bromate wie die Athylsulfate der 
Seltenen Erden je eine isomorphe Reihe bilden, gelten diese Aussagen 
fiir alle Seltenen Erden. 


Bekanntlich entstehen die Liniengruppen in den scharfen Kristall- 
spektren durch die Aufspaltung von Linien eingebauter Ionen im elek- 
trischen Kristallfeld, wobei die Anzahl der Komponenten von der Sym- 
metrie der Punktlage des strahlenden Ions, die GréBe der Aufspaltung 
von der Starke des durch die Gitternachbarn am Ort der Leucht- 
elektronen des strahlenden Ions erzeugten elektrischen Feldes bestimmt 
werden. Das Aufspaltungsbild einer Liniengruppe hangt somit ein- 
deutig von der Kristallstruktur ab. 

Man muB8 deshalb im Fall der SE-Bromate mit SPEDDING und 
BEAR® annehmen, daB die Struktur in der Umgebung der SE-lIonen 
zwar bei Zimmertemperatur praktisch die gleiche ist wie in den Athyl- 
sulfaten, daB sie aber nach Abkiihlen auf 20 °K eine Umwandlung 
erlitten hat, die in den Athylsulfaten nicht erfolgt. 

Den Ablauf dieser Umwandlung haben wir jetzt am Pr-Bromat 
und Nd-Bromat im Bereich von 85 bis 55 °K als Funktion der Tem- 
peratur verfolgt®. 


1 Merz, A.: Ann. Phys. (5) 28, 569 (1937). 
2 DEUTSCHBEIN, O.: Ann. Phys. (5) 36, 183 (1939). 


3 Hermuorz, L.: J. Amer. chem. Soc. 61, 1544 (1939). — Strukturbericht 
E7, 29 (1939). 
SKEreLAaR, J. A. A.; Physica, Haag 4, 619 (1937). — Strukturbericht E 5, 


149 (1937). 
5 SpEppING, F. H., u. R. S. Bear: Phys. Rev. 44, 287 (1933). 


6 Sie ist inzwischen gemeinsam mit KaHLE auch am Europiumbromat verfolgt 
worden, woriiber spater berichtet wird. 
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2. Experimentelles. 


Leider stand kein fliissiger Wasserstoff zur Verfiigung. Doch konnten 
die wesentlichen Ziige der Erscheinung bereits durch Abpumpen der 
den Kristall umgebenden fliissigen Luft hervorgerufen werden. Mit 
einer sehr einfachen Anordnung 1laBt sich bei einer Pumpleistung von 
7,5 m3/Std der Tripelpunkt des Sauerstoffs (54,7 °K, Tripelpunktsdruck 
2mm Hg-Saule) bequem erreichen. Die Temperatur wurde mittels 
eines Eisen-Konstantan-Thermoelements! mit Eichschein der PTR 
durch Kompensation gemessen. Sie wurde durch Drosselung eines 
Hahnes in der Pumpleitung eingestellt und konnte tiber die Belichtungs- 
zeit von jeweils 15 min bis 20 Std bis auf Schwankungen von + 0,5 °K 
konstant gehalten werden. 


Die Absorptionsspektren wurden am 6 m-Konkavegitter in der ersten 
oder zweiten Ordnung (Dispersion 2 A/mm bzw. 1 A/mm) photographiert?. 
Bei einem Einfallswinkel von 35° ist die Abbildung dabei stark astig- 
matisch. Jeder Punkt des Spaltes wird auf der photographischen 
Platte in ein vertikales Stabchen von etwa 15 mm Hohe auseinander- 
gezogen, und alle diese Stabchen tiberdecken sich. Trotzdem gelingt 
die gleichzeitige Photographie des ordentlichen und auerordentlichen 
Spektrums eines optisch einachsigen Kristalls, wenn man nach RUNGE 
und MANNKopFF? den Spalt bereits mit einem astigmatischen Biindel 
beleuchtet und so ein stigmatisches Bild des als Lichtquelle dienenden 
absorbierenden Kristalls auf der photographischen Platte erzeugt. 
Dieses Bild kann wie tiblich durch einen Kalkspat in zwei aneinander 
angrenzende, senkrecht zueinander linear polarisierte Bilder (Spektren) 
aufgespalten werden. Bei unseren Aufnahmen hatte jedes der beiden 
Spektren eine Hohe zwischen 4 und 8 mm. 


3. Experimentelle Ergebnisse. 


a) Praseodym-Bromat. Eine typische Reihe von Spektren zeigt 
die Fig.1. Es handelt sich um die langwelligste der 3 Absorptions- 
banden des Pr***-Ions im blauen Spektralgebiet. 


Diese Banden sind als Ubergiinge vom Grundterm *H, nach gah 
°F und *P, gedeutet worden* * °, doch bestehen gegen diese Deutung 


1 Lieferfirma: Heraeus, Hanau. 

2 Im Ultraroten mit Agfa-Ultrarotplatten 750, 850 und sogar 950, die seit mehr 
als § Jahren im Institut lagerten; allerdings nach Abschneiden des stark ge- 
schwarzten Randes und Ubersensibilisieren mit Ammoniak— Alkohol. 

3 RUNGE, C., u. R. MANNKOPEF: Z. Physik 45, 13 (1927). 

* GoprecHT, H.: Ann. Phys. (5) 28, 672 (1937). 

Merz, A.: Ann. Phys. (5) 28, 569 (1937). 
Lance, H.: Ann. Phys. (5) 31, 609 (1938). 
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noch gewisse Bedenken!, so da wir im folgenden keine Schliisse aus 
ihr ziehen werden. 

Man beobachtet bei 87,5 °K zwei senkrecht zueinander linear polari- 
sierte Linien. Der Bruchteil ihrer Intensitat, mit dem sie in das jeweils 
andere Spektrum durchgreifen, ist verschwindend klein. Bei sinkender 
Temperatur spaltet die langwelligere Linie (oberes Spektrum) zunichst 


87,5 °K 66 °K 
72°K 65 °K 
67.5 °K 62 °K 
) 
Fig. 1. Pr(BrO,),;-9H,O. Erste blaue Liniengruppe. 6 m-Gitter, erste Ordnung, Schichtdicke 0,2 mm, 
Strahlrichtung senkrecht zur optischen Achse (X). Photograph. Positiv. Wellenzahlen in cm~}. 


in zwei starke Linien auf, die bei 67,5 °K deutlich getrennt sind und 
sich bei 87,5 °K (erstes Bild) bereits durch eine Unsymmetrie bemerkbar 
machen. Bei weiterem Abkiihlen spaltet jede dieser Linien in mindestens 
je 2 Komponenten weiter auf. Die kurzwelligste Linie der Gruppe da- 
gegen scheint bis herab zu den tiefsten erreichten Temperaturen ein- 
fach zu sein. 

Ein etwas anderes Verhalten zeigt die intensivere und zugleich 
scharfere der beiden Liniengruppen im gelben Spektralgebiet. 


1 HELLWEGE, A.: Ann. Phys. (5) 37, 225 (1940). 
2 Diese und mehrere andere Tatsachen kommen in den Reproduktionen leider 
nicht so klar zum Ausdruck wie auf den Originalplatten. 
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Fig. 2 zeigt eine Reihe von Spektren eines La(Pr)-Bromat-Misch- 
kristalls. Derartige Mischkristalle mit dem farblosen La-Bromat wurden 
hergestellt, um die absorbierende Schichtdicke auch fiir die intensivsten 
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Fig. 2. La(Pr) (BrO;);°9H.O. Erste gelbe 
Liniengruppe. Zum Vergleich das Spektrum 
eines reinen Pr(BrOs),-9H,O-Kristalls (letzte 
Aufnahme). 6 m-Gitter, zweite Ordnung. 
Strahlrichtung senkrecht zur optischen Achse. 
Photograph. Positiv. Wellenzahlen in cm7?. 
Polarisation: bei jeder Temperatur oben 
€ | X, unten €|| X. 


Linien geniigend weit herabsetzen zu 
kénnen!. Hier spaltet die intensive 
kurzwellige Linie in 3 Komponenten 
auf, was sich schon bei 72 °K durch 
eine Unsymmetrie der Linie andeutet. 
Diese 3 Komponenten werden aber 
beim Ubergang von 60 nach 58 °K 
wieder unscharfer und man sieht auf 
den Originalplatten deutlich, daB sie 
nicht» einfach sind, sondern daB jede 
wieder in mindestens 2 Komponenten 
auseinandertritt. Das der Aufnahme- 
serie zum Vergleich angehangte Spek- 
trum eines veimen Pr-Bromatkristalls 
der Schichtdicke 0,6 mm zeigt, abge- 
sehen von der grdBenordnungsmabig 
starkeren Absorption, als Folge des 
Uberganges vom La-Bromatgitter zum 
Pr-Bromatgitter in der Umgebung des 
absorbierenden Pr’~*-Ions erstens eine 
groBere Gesamtaufspaltung und zwei- 
tens eine Anderung der Linienabstande 
innerhalb der Gruppe. So liegt z.B. 
die mittlere der drei engen Aufspal- 
tungskomponenten im Mischkristall 
etwas unsymmetrisch nach rechts, im 
Pr-Bromatkristall aber etwas nach 
links verschoben. An dieser Linie 
sieht man auch in der Reproduktion 
eine Abschattierung nach links, d. h. 
sie besteht aus 2 Komponenten, deren 
linke schwacher ist. 

Tabelle 1 gibt die Wellenzahlen fiir 
die Linien sowie die Gesamtaufspaltung 
PasieaGiscue wurden aus der gemisch- 
ten Lésung gezogen. Bei der Kristallisation 
findet bekanntlich eine Entmischung der 
verschiedenen SE statt. Demgema8 findet 
sich das Pr vorwiegend in wenigen groBen 


Kristallen, deren Konzentration nicht be- 
kannt ist. 
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und den Schwerpunkt der beiden beschriebenen Liniengruppen im 
reinen Pr-Bromat und La(Br)-Bromat. 

Besonders auffallig an dieser Gruppe ist das Auftauchen neuer 
Linien, wie es die Photometerkurven in Fig. 3 bei » = 16705,5 cm 
demonstrieren. Diese Linie ist bei 60 °K mit eroBer Intensitat vorhanden, 
oberhalb von 65 bis 69°K aber nur an 
einer sehr geringen Abflachung der CLE 
Flanke der Nachbarlinie zu erkennen. 


78 °K 
Tabelle 1. Aufspaltung und Schwerpunktslage 69°K | 
bet 2 Liniengruppen des Py~~*-Ions im Pr- 
Bromat-Gitter und im La(Pr)-Gitter. 67°K 
T = 60°K. Wellenzahlen in cm l. 
66 °K 
Wellenzahl yon Pr(BrO,),;-9H, La(Pr)(BrO,),- 9H. 
60 °K 
. 5 ° 
a) Erste blaue Liniengruppe 56 °K 
Linie 1 20 693,7 20 696,9 
Linie 2 20697, 5 20 700,4 Gux 
Linie 3 20 707,2 20710,8 
Linie 4 20711,9 20714,3 78 °K 
Linie 5 20721,8 20 724,41 | 
Se 69 °K 
Schwerpunkt 20 706,4 20 709,3 
3 67°K 
Gesamt- 28,1 Dif 
aufspaltung | 
a8 66 °K 
b) Erste gelbe Liniengruppe 60 °K 
pet 166863 | 46 687,7 
Linie 2 16687,6 f 56 °K 
inie 3 9 696,7 98 5 remem 
Linie B) 16 96,7 | 16698,5 OS RNS ee 
Linie 4 16698,1 J Ge SF S Ls 
Linie 5 16705,5 16705,8 Sse gous ees 
Linie 6 di'7 1455 16711,1 
Lini 16713,0 16713,2 Fig. 3. Pr(BrO,),-9H,O. Erste gelbe Gruppe. 
aoe 7 6 i ae 16715,2 Photometerkurven, Schwarzungen wachsen 
Linie 8 POEL : 2 nach unten, Die intensivsten Linien sind 
S yf 7 is a en Platteng 1 durchabsorbiert. 
- k 6701,¢ 16 702,4 bis auf den Plattengrund 
eewexpun a pa z Schichtdicke = 0,6 mm, kei der letzten 
Gesamt- | 30,0 | 27,5 Kurve 0,3 mm. Strahlrichtung senkrecht 
au fspaltung | | zur optischen Achse, Wellenzahlen in cm™}, 
5 


Das unterste Spektrum der Fig. 2 zeigt die Linie in Reproduktion, 
waihrend sie auf den dariiber stehenden Spektren des Mischkristalls 
wegen zu geringer Absorption kaum erkennbar ist. We 

Diese Beispiele aus nur zwei von den acht bekannten Liniengruppen 
des Pr-Bromats zeigen bereits die Existenz von verschiedenen Pro- 
zessen: Aufspaltung einer Linie in 2 Komponenten, wobet vielleicht 
ein primarer solcher Proze® mit groBer (Ay ~ 13 cm“) und ein sekun- 
darer mit kleiner (47 S4cm™) Aufspaltung unterschieden werden 
kénnen, Aufspaltung in 3 Komponenten und Auftauchen neuer Linien. 
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Allen Liniengruppen gemeinsam ist schlieBlich ein merklicher Abbau 


der Polarisation beim Abkiihlen. Die Linien greifen bei tiefer Tem- 
peratur viel stérker in das anders 


polarisierte Spektrum durch, d. h. 
es werden Ubergangsverbote durch- 
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Fig. 4. Nd(BrO;);-@H,O. Ausschnitt aus der Fig. 5. Nd(BrO,),: 9H.O. Ausschnitt aus der Gruppe E, 
Gruppe C. Schichtdicke 1,5 mm, 6 m-Gitter, erste Schichtdicke 0,2 mm, 6 m-Gitter, zweite Ordnung. 
Ordnung. Strahlrichtung senkrecht zur optischen Strahlrichtung senkrecht zur optischen Achse. Photo- 
Achse. Photograph. Positiv. Wellenzahlen meterkurven, Schwarzung wachst nach unten, 
incms*. Wellenzahlen in cm7?. 


b) Neodymbromat. Ganz analog hierzu sind die Erscheinungen am 
Nd-Bromat. Fig. 4 zeigt einen Ausschnitt aus der Liniengruppe C1. Eine 
der Linien ist deutlich aufgespalten. Doch kommen auch kompliziertere 
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Fig. 6. 
Fig.6 und 7. La(Nd) (BrO,);-9H,O, Ultrarote Liniengruppen, 6 m-Gitter, erste Ordnung. Photo- 
meterkurven, Schwarzung wachst nach unten. Strahlrichtung senkrecht zur optischen Achse, 
Wellenzahlen in cm}. 


REE 7s 


Erscheinungen vor. So zeigt Fig.5 eine charakteristische Linie der 
Gruppe E? bei 2 Temperaturen. Die Linie spaltet in 2 Komponenten 
auf, von denen jede wieder doppelt ist. Fig. 6 und 7 zeigen an den 
beiden im Ultraroten liegenden Liniengruppen im La(Nd)-Bromat-Misch- 
kristall ebenfalls eine Verdoppelung der Linien, wobei diese bei einer 


* Von H. Ewarp [Ann. Phys. (5) 34, 209 (1939)] eingefiihrte konventionelle 
Bezeichnung. 
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Linie (y= 12613cm~) als symmetrische Linienaufspaltung erscheint, bei 
den ubrigen Linien aber vielleicht besser als Auftauchen einer zweiten, 
benachbarten Linie beschrieben werden kann. 

Aufspaltungen in 3 Komponenten wie am Pr-Bromat konnten am 
Nd-Bromat bei den durch Abpumpen der fliissigen Luft erreichten 
Temperaturen nicht beobachtet werden. Doch zeigt die Linie 7 — 
14845 cm™ der Gruppe B, die ebenso wie alle andern Linien dieser 
Gruppe bei 60 °K doppelt erscheint, auf einer alten Aufnahme von 
EWALD bei 20 °K 3 Komponenten. 

Insgesamt scheint die Aufspaltung der Linien beim Neodymbromat 
kleiner zu sein als beim Praseodymbromat, vgl. die Daten an den 
Aufnahmen. Das bedeutet einen neuen experimentellen Hinweis auf 
die bekannte Tatsache1, daB der Einflu8 des Kristallgitters auf die 
4f-Elektronen bei den Nd-Salzen kleiner ist als bei den Pr-Salzen. 


4. Diskussion. 


Die Vermehrung der Linien bei der Strukturumwandlung kann 
prinzipiell durch zwei Prozesse erfolgen: 

1. Die Symmetrie in der Umgebung eines strahlenden Ions wird 
verringert. Dabei kénnen entartete Terme aufspalten und Ubergangs- 
verbote auBer Kraft gesetzt werden?. Die Termaufspaltung kann 
allerdings nur beim Pr*** wirksam werden, nicht dagegen beim Nd***, 
dessen Terme infolge der KRAMERSschen Entartung® bei der Symmetrie 
D,, und auch bei jeder geringeren Symmetrie zweifach entartet sind. 
Die Durchbrechung von Ubergangsverboten tritt dagegen bei beiden 
Salzen auf. 

2. Es existieren im Kristallgitter verschiedene Sorten von SE-Ionen, 
die sich bei tiefer Temperatur durch ihre Umgebung unterscheiden, 
wahrend bei geniigend hoher Temperatur die Umgebung fiir alle Ionen 
dieselbe ist. 

Fiir die Symmetrieverringerung sprechen erstens das Fehlen des 
linearen ZEEMAN-Effektes, d.h. die Aufhebung aller Entartung bei 
den Termen des Pr-Bromats, und zweitens der Abbau der Polarisation. 
Damit die Entartung der Pr***-Terme vollstandig aufgehoben wird, 
mu die Symmetrie auf eine Zahligkeit von hdchstens zwei erniedrigt 
werden. Bei allen Symmetrien hdherer Zahligkeit wiirde es immer 
Terme geben, die infolge der KrAMERsschen Entartung doppelt sind, 
also im Magnetfeld aufspalten *. 


1 HELLWEGE, K.H.: Ann. Phys. (5) 40, 529 (1941). 

2 WertwHee, K.H.; Ann. Phys. (6) 4, 195, 357; 124127; Il 136; LV 143; 
V 150 (1948). Im folgenden als I bis V zitiert. 

3 Kramers, H. A.: Proc. Acad. Amsterdam 33, 959 (1930). 

4 HELLWEGE IV. 
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Dieser SchluB wird gestiitzt durch die an der Depolarisation beob- 
achtete Durchbrechung von Ubergangsverboten. Damit ein Ubergangs- 
verbot unwirksam wird, mu8 ein Symmetrieelement verschwinden, 
da die Ubergangsverbote mit Hilfe von Kristallquantenzahlen und 
diese durch die untereinander unabhangigen Symmetrieelemente der 
Punktsymmetrie des Ions definiert werden. Je hdher die Zahligkeit 
eines Symmetrieelements, um so gréfer ist auch die Zahl der durch das 
Element verbotenen Ubergange. Am wirksamsten ist eine sechszahlige 
Achse. Das Verschwinden der sechszahligen Inversionsachse des Hydrat- 
komplexes bei der Umwandlung muB8 also auch wegen der Depolari- 
sation angenommen werden. Die Wahrscheinlichkeit, mit der vorher 
verbotene Ubergange nachher wirklich auftreten, d.h. z.B. in unserem 
Fall die Intensitat, mit welcher die Spektrallinien ,,in das andere 
Spektrum durchgreifen“, hangt von der quantitativen GroéBe der Ab- 
weichung zwischen der urspriinglichen symmetrischen und der beim 
Abkiihlen sich einstellenden unsymmetrischen Struktur ab. Es kann 
also z. B., in Ubereinstimmung mit unseren Aufnahmen, nicht etwa 
erwartet werden, da8 die Strahlung nun tiberhaupt keine Anisotropie 
mehr zeigte. 

Wir mochten somit eine Symmetrieverringerung auf eine héchstens 
noch zweizahlige Symmetrie in der Umgebung der einzelnen SE-Ionen 
fiir gesichert halten. Doch glauben wir nicht, damit alle Ziige der 
Beobachtungen erklaren zu k6nnen. 

So ist z.B. die Aufspaltung der langwelligeren Linie der Fig. 4 
in 2X2=4Komponenten und die Aufspaltung der kurzwelligsten 
Linie der Fig. 2 in 3 Komponenten ohne reichlich gezwungene Zusatz- 
annahmen durch die Symmetrieverringerung allein nicht zu verstehen, 
da eine hdhere als zweifache Entartung bei der Symmetrie D5, nicht 
vorkommt. Man muB also auch die zweite oben genannte Méglichkeit, 
namlich da es bei tiefer Temperatur mehrere Ionensorten mit ver- 
schiedener Umgebung gibt, heranziehen. Das beobachtete Spektrum 
ist dann aufzufassen als Uberlagerung der Spektren von verschiedenen 
Ionensorten. 

Das wird auch durch die bereits erwahnten Messungen am Eu- 
Bromat?, wo man die J-Werte der Eu***-Terme kennt3, bewiesen. Die 
héchste tberhaupt mégliche Komponentenzahl bei der Aufspaltung 
eines Terms im Kristallfeld ist 27 +1, wahrend die bei der Umwand- 
lung beobachtete Linienzahl ein Mehrfaches davon betragt. 

Der in Fig.2 und Tabelle1 dargestellte Unterschied der Auf- 
spaltung zwischen dem La(Pr)-Bromat und dem Pr-Bromat laBt sich 

1 HELLWEGE I. 


+ HELLWEGS, Ke Hi. uu. Hy Gykanre: Unpubliziert. 
’ HELLWEGE, K. H.: Nachr. Akad. Wiss. Gottingen, Math.-physik. K1. 1947, 58. 
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leicht verstehen, wenn man dem La-Bromat eine egroBere Gitterkon- 
stante, d.h. ein schwacheres Kristallfeld als dem Pr-Bromat zuschreibt. 
Ein solcher Gang der Gitterkonstanten ist bei den SE-Salzen bekannt 
und von KETELAAR! fiir die SE-Athylsulfate nachgewiesen. Ein Uber- 
gang zu einem schwacheren Kristallfeld bewirkt eine kleinere Gesamt- 
aufspaltung sowie eine schwachere Senkung der Termschwerpunkte. 
Dies bedeutet aber eine Blauverschiebung der Liniengruppenschwer- 
punkte, da die angeregten Terme empfindlicher auf die Feldanderungen 
reagieren als der Grundterm. 

Uber den Mechanismus der Strukturumwandlung 1laBt sich vorerst 
nur folgendes sagen: Ein sehr scharfer Umwandlungspunkt scheint 
nicht zu existieren. Man hat vielmehr den Eindruck einer stetigen 
Umwandlung der Spektren, besonders im Bereich von 75 bis 65 °K. 
Beim weiteren Ubergang von etwa 60 bis zu 20 °K scheint sich das 
Spektrum nur noch insofern zu andern, als die Linien, wie auch bei 
allen anderen SE-Salzen, noch scharfer werden. Das folgt aus dem 
Vergleich unserer Aufnahmen mit alten, im Institut noch vorhandenen 
Aufnahmen von MERZ und Ewa p. 

Nach einer Hysterese der beobachteten Erscheinungen haben wir 
vergeblich gesucht. Wenn Unterschiede zwischen der Abkihlungskurve 
und der Aufheizkurve bestehen, sind sie sicher so klein, daB derselbe 
Zustand auf den beiden Kurven bei zwei Temperaturen erreicht wird, 
die weniger als 1° auseinanderliegen?. 

Naherer AufschluB tiber die Einzelheiten der Umwandlung ist zu 
erwarten, wenn es durch die Verwendung von fliissigem Wasserstoff 
gelingt, die bei 55 °K noch nicht voll aufgelésten Linienstrukturen 
mit dem groBen Gitter endgiiltig aufzuldsen und so den Endzustand 
der Umwandlung theoretisch zu analysieren. 


Géttingen, II. Physikalisches Institut. November 1949. 


1 KeTELaarR, J. A. A.: Physica, Haag 4, 619 (1937)). — Strukturbericht E bye 


149 (1937). . 
2 Man vergleiche hiermit etwa die Verhaltnisse bei der RKotationsumwandlung 


von Kristallen: A. EucKEN, Lehrbuch der Chemischen Physik, 2. Aufl. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, 5. 344—356 (1950). 


Uber den Einflu& thermisch angeregter Schallwellen 
auf die plastische Deformation ”~. 
Von 
GUNTHER LEIBFRIED. 


(Eingegangen am 1. Dezember 1949.) 


Unter Annahme eines plausiblen Wirkungsquerschnitts einer Versetzung fur 

Streuung von Schallwellen wird gezeigt, daB die durch diese Streuung erzwungene 

Reibung unter normalen Bedingungen maximale Versetzungsgeschwindigkeiten 

von nur etwa 4/,, Schallgeschwindigkeit zulaBt. Es wird auf einen Zusammenhang 

zwischen der durch thermisch angeregte Wellen erzeugten mittleren Schubspannung 

und der Schmelztemperatur eines Metalls hingewiesen. Dieser Zusammenhang 
ist identisch mit der bekannten LINDEMANNschen Formel. 


1. Evnleitung. 

Es erscheint plausibel, da8 Schallwellen an einer Versetzungs- 
struktur gestreut werden. Zwar erhalt man im Rahmen der linearen 
Elastizitatstheorie keine Streuung, da sich die Versetzungssingularitat 
und eine ebene Schallwelle ohne gegenseitige Beeinflussung tiberlagern. 
Doch wird man schon beim PEIERLSschen Modell! eine Streuung er- 
warten. In der normalen Elastizitatstheorie muBte man die Streuung 
durch Beriicksichtigung nichtlinearer Glieder erhalten. Fiir eine Stufen- 
oder Schraubenversetzung in einem kubisch primitiven Gitter wird 
man einen Wirkungsquerschnitt o von der GréBenordnung /? vermuten. 
A ist die Gitterkonstante und unter o verstehen wir den Wirkungs- 
querschnitt je Netzebene senkrecht zur Versetzungslinie. Da die Ver- 
setzung eine ziemlich ausgedehnte Struktur besitzt, wird man o sogar 
eher noch etwa groBer annehmen kénnen, etwa von der GréBenordnung 


A? \n = wobei L die GréBe der ungestérten Ausdehnung der Versetzung 


ist. L ware dann die GréfBe eines Mosaikblocks. Wir nehmen bei 
den folgenden Betrachtungen einen Wirkungsquerschnitt an und 
benutzen diesen dazu, um die Kraft einer Schallwelle auf die Versetzung 
auszurechnen. Der Rechnungsgang ist also gegentiber der sonst iiblichen 
Betrachtungsweise (z. B. fiir Elektronen) gerade umgekehrt. Dort 
kennt man die Krafte und die Ausstrahlung und berechnet daraus einen 
Wirkungsquerschnitt. Hier ist unmittelbar aus der Anschauung ein 
Wirkungsquerschnitt gegeben, welcher eine Angabe der Ausstrahlung 
gestattet. Da man die Kraft auf eine Versetzung kennt, so laBt sich 
aus der Ausstrahlung die mittlere Kraft der Schallwelle auf die 


* Herrn Prof. G. MasinG zum 65. Geburtstag am 15. 2. 1950 gewidmet. 
* Vgl.z. B. Leiprriep, G., u. K. Licxe: Z. Physik 126, 450, §4 (1949). 
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Versetzung errechnen. Dieser Gré8e entspricht beim Elektron der 
Strahlungsdruck. In Ermanglung von Besserem werden wir annehmen, 
daB o konstant, d.h. unabhangig von Wellenlinge und Richtung der 
Schallwellen ist. 


2. Krajt einer Schallwelle auf die Versetzung. 

Die Gleitrichtung sei parallel zur x-Achse, Gleitebene sei y = 0. 
Die Lage des Versetzungszentrums werde durch & bezeichnet. Dann 
ist die Kraftkomponente K in x-Richtung mit der in der Gleitebene 
wirkenden Schubspannung 7 in x-Richtung durch die Beziehung 


TS ee (1) 


verknupft'. Gemeint ist hier die Kraft je Netzebene senkrecht zur 
Versetzungslinie. t ist dabei am Ort des Zentrums zu nehmen. 
Betrachten wir eine Transversalwelle, die in x-Richtung durch den 
K6rper fortschreitet: 
T =T) cos (4,x—a@t). (2) 


Die Frequenz m und die Wellenzahl x, sind durch die Schallgeschwin- 
digkeit c, der transversalen Wellen verkniipft: m =x,-c,. Auf die 
Versetzung wirkt eine reine Kraft in x-Richtung. Ruht die Versetzung 
urspriinglich in x =O, so ist die Kraft in der Ruhelage in ihrer zeit- 
lichen Abhangigkeit gegeben durch: /?t),coswt. Das Versetzungs- 
zentrum wird daher in erster Naherung kleine Schwingungen um die 
Ruhelage mit der aufgepragten Frequenz der Welle ausfiithren: 


me 


f= £705 (ol —Z)s (3) 


Die mittlere Leistung der Welle an der Versetzung ist gegeben durch 


L=r€. (4) 
Uberstrichene GréBen sind immer zeitliche Mittelwerte. Die mittlere 
Leistung ist aber unmittelbar mit der Streuung der Welle gekoppelt. 
Sie ist die sekundlich von der Versetzung aufgenommene und gestreute 
Energie, die der Welle entzogen wird. Mit der mittleren Energiedichte 
der Welle €, wird 7 

L =o &¢. (5) 
é, ¢, ist die Energiestromdichte und daher o é, c, die sekundlich absor- 
bierte Energie. Die Energiedichte ist aber gleich sa t,, (G ist der Schub- 
modul). Somit folgt aus (3), (4) und (5): 


= OT, & 
£, sine = PTE (6) 


x LEIBFRIED, G.: Z. Physik 126, 781 (1949). 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127. 24 
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Die mittlere Kraft ist durch den Mittelwert der Schubspannung am 
Ort der Versetzung gegeben 


K =A? (é,2). (7) 


Entwickelt man nach £ und vernachlassigt quadratische Glieder, so 


erhalt man 
sin « 


K = 2 19 fy, (7a) 


und daraus die Beziehung zwischen K und der Amplitude der Welle zu 


2, Gn Le eA Te 8 
SE: 20Gb ft aa (8) 


A ist die Wellenlange. Wir haben hier x, explizit stehen lassen, ob- 
wohl wir fiir den hier betrachteten speziellen Fall — durch 1 ersetzen 


kénnten. Fiir andere Wellen, die nicht gerade in x-Richtung fort- 
schreiten, ist x, nur eine Komponente des Ausbreitungsvektors. Wir 
wiirden daher an Allgemeinheit verlieren. A dagegen ist eine GréBe, 
die nichts mit der speziellen Ausbreitungsrichtung zu tun hat. AuBer- 
dem wiirden wir den EinfluB des Vorzeichen von x, verlieren, der 
fiir das Vorzeichen der Kraft entscheidend ist. Tatsachlich erzeugt 
nach (8) eine nach rechts laufende Welle eine nach rechts gerichtete 
Kraft. Fiir eine nach links laufende Welle kehrt sich auch das Vor- 
zeichen der Kraft um. 

Betrachten wir nun die Kraft auf eine mit der Geschwindigkeit v 
nach rechts laufende Versetzung. Die Spannung am Ort der Versetzung 
€ =vt ist dann t,cos(w—x,v)¢. Die Versetzung wird neben der 
gleichfoérmigen Bewegung kleine Oszillationen & = & cos (w’t—«) mit 
der Frequenz w' = w—x,v ausfiihren. Die mittlere Leistung wird 


L=Mr(vité,d){y+é} (9) 


und bei Vernachlassigung quadratischer Glieder in é’ 


L=#ry bo —. (9a) 


Da die Versetzung aber (fiir x, >0) mit der Geschwindigkeit v vor der 
Schallwelle weglauft, so mu8 die mittlere Leistung kleiner werden: 


Des Ge5 ici, (10) 
Die mittlere Kraft ergibt sich zu 
ee ose (11) 
und daher endgiiltig 
K (v) = K (0) —x, es ‘ (12) 
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Auf eine in Richtung des Ausbreitungsvektors laufende Versetzung 
wirkt eine kleinere Kraft als auf die ruhende. Lauft die Versetzung 
der Welle entgegen, so wird die Kraft gréBer. Wir haben hier aus- 
driicklich angenommen, da8 o nicht von v abhangt. Das ist nicht von 
vorneherein klar, da ja die Versetzungsstruktur wesentlich von der 
Geschwindigkeit abhangt!. Eine Versetzung zieht sich mit wachsender 
Geschwindigkeit immer mehr zusammen und man wird vermuten, daB 
o fir die bewegte Versetzung um das Verhaltnis der entsprechenden 
Versetzungslangen kleiner wird. Solange man nicht in die Nahe der 
Schallgeschwindigkeit kommt, ist dieses Verhaltnis praktisch von der 
Geschwindigkeit unabhangig. Da wir es doch nur mit kleinen Ge- 
schwindigkeiten zu tun haben werden, so kénnen wir die Geschwindig- 
keitsabhangigkeit von o vernachlassigen. 


3. Retbungskraft durch thermisch angeregte Schallwellen. 


Wir nehmen nun die Gl. (8) und (12) als allgemeingiiltig an. Diese 
Gleichungen sollen also nicht nur den bisherigen Spezialfall beschreiben, 
sondern fiir Transversal- und Longitudinalwellen beliebiger Wellen- 
normale Giiltigkeit haben. Die in y = 0 in x-Richtung vorhandene 
Schubspannung wird dadurch die entscheidende GréBe. DaB wir nicht 
weiterhin fiir beliebige Wellen mit dem Wirkungsquerschnitt operieren 
konnen, liegt an folgendem Umstand. Es gibt ja Wellen, fiir die die 
uns interessierende Schubspannung verschwindet, z. B. eine Longi- 
tudinalwelle in x-Richtung. Eine solche Welle wird ebenfalls gestreut, 
doch kann diese Streuung nicht mit der Leistung an der x-Komponente 
der Versetzungsbewegung verkniipft werden, da in x-Richtung gar 
keine Kraft wirkt. Hier muB eine Bewegung in y-Richtung fir die 
Streuung verantwortlich sein. Fiir solche Bewegungen interessieren wir 
uns nicht, da sie doch keinen AnlaB zu einer makroskopischen Ver- 
schiebung der Versetzung geben werden. AuBerdem setzen wir durch 
die obige Annahme voraus, daf wir die einzelnen Netzebenen senkrecht 
zur Versetzungslinie getrennt behandeln kénnen, auch wenn die Span- 
nungen langs der Versetzungslinie veranderlich sind. Bei jeder Welle 
mit einer von Null verschiedenen z-Komponente des Ausbreitungsvektors 
tritt dieser Fall ein. Die Versetzungsstruktur mu also locker genug 
sein, so daB die einzelnen Ebenen getrennt behandelt werden diirfen. 
Wir werden spater sehen, daB durch die Warmebewegung selbst eine 
lockere Struktur gewdhrleistet wird. Weiterhin ist in unseren An- 
nahmen implizit enthalten, daB die einzelnen Komponenten der Be- 
wegung unabhangig voneinander sind. 


1 EsHELBY, J.D.: Proc. phys. Soc., Lond. A 62, 307 (1949). — LEIBFRIED, G., 
u. H. D. Dietze: Z. Physik 126, 790 (1949). 
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Diese Voraussetzungen sind wohl nicht so einschneidend, dal sie 
die GréBenordnung des Resultats verfalschen. Mit ihnen kénnen wir 
die Kraft ermitteln, die infolge der thermisch angeregten elastischen 
Wellen an einer Versetzung angreift. Die Kraft auf eine ruhende Ver- 
setzung verschwindet, fiir eine bewegte Versetzung ergibt sich eine 
reibende Kraft. Das ist nach den obigen Ausfithrungen trivial. Wichtig 
ist die GréBe der Reibungskraft. Die Verhaltnisse liegen ganz analog 
zur Bewegung einer Kugel in einem Gas oder zur Bremsung eines 
Elektrons in einem Strahlungshohlraum. Beim Elektron und bei der 
Kugel kann man in einfacher Weise mit dem Impuls der Lichtquanten 
oder der Gasmolekiile operieren. Es wiirde naheliegen, hier die gleichen 
Uberlegungen mit ,,Schallquanten“ durchzufithren. Das erweist sich 
aber als unméglich, weil man Schallwellen keinen Impuls in verniinf- 
tiger Weise zuordnen kann!. Wir haben zur Ermittlung der Reibung 
die Kraft aus (12) tiber alle thermisch angeregten Schallwellen zu’ 
summieren. Die entsprechende Rechnung ist in Abschnitt 5 durch- 
gefiihrt. Das Resultat ist: ' 

Kes aaed e (13) 
Dabei ist ¢ die mittlere Energiedichte aller elastischen Wellen, also 
die mittlere Energiedichte des Kristalls. Die GroBenordnung der Kraft 
hatte man auch unmittelbar aus (12) raten kénnen. Wir brauchen 
in (12) nur den zweiten mit v behafteten Term zu beriicksichtigen. 
Ersetzt man in (12) die Energiedichte 1;/2G der einzelnen Welle durch 
die gesamte Energiedichte, so bekommt man bis auf den Zahlen- 
faktor (13). Um von der GroBe der reibenden Kraft einen Begriff zu 
bekommen, empfiehlt es sich, die ihr nach (1) entsprechende Schub- 
spannung Tt anzugeben. Setzen wir fiir eine erste Ubersicht o= 72 und 
definieren wir eine Schubspannung t* durch t* = é/10, so ist 
~ U 
LS ae (14) 
Die maximale Geschwindigkeit, die eine Versetzung unter Einwirkung 
einer von auBen angelegten Schubspannung t, erreichen kann, wird: 


_— Ta 
Un SC; = : (1 5) 
Der Zahlenwert von t* ist nun die entscheidende GréBe. Nehmen wir 


fiir die Energiedichte den klassischen Wert 


3kT 2 


e= 73 


(16) 
* Brittouin, L.; Ann. Phys. 4, 528 (1925). — Ricurer, G.: Z. Physik 115, 
97 (1940). 
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(¢ Anzahl der Atome je Elementarzelle), so erhalt man z. B. fiir 
Aluminium einen Zahlenwert t* — 7kp/mm?, wahrend die elastische 
Grenze fiir einen Al-Kristall bei 0,04 kp/mm? liegt. Ein t, von 0,5 kp/mm? 
ergibt schon groBe Abgleitungen mit vielen sichtbaren Gleitlinien, 
dem entspricht eine Maximalgeschwindigkeit von 0,07 c,. Fur hdhere 
Belastungen macht sich der Einflu8 der Verfestigung wesentlich be- 
merkbar, so daB tr, nicht mehr voll wirksam wird. Auch fiir tiefe 
Temperaturen bleibt immer eine reibende Kraft wirksam. Wir haben 
ja immer zum mindesten die Nullpunktsenergiedichte der GréBe 
9 kOz 
8.2 
auch diese setzt die Maximalgeschwindigkeit stark herunter, da die 
charakteristischen Temperaturen meist zwischen 200 und 400 °K 
liegen. Insgesamt kann man sagen, daB allein der hier diskutierte 
EinfluB der thermischen Schallwellen maximale Versetzungsgeschwindig- 
keiten bedingt, die eine GréBenordnung kleiner sind als Schallge- 
schwindigkeit. Dabei mu8 man bedenken, da8 wir nur eine einzige 
Ursache fiir die Reibung erfaBt haben. Eine bewegte Versetzung 
wird unter Beriicksichtigung der atomaren Struktur der Gleitebene 
Gitterschwingungen anregen, deren Abstrahlung gleichfalls zu einer 
Dampfung der Bewegung fiihrt. Nach diesen Ausfiithrungen erscheint 
eine Theorie der plastischen Deformation, die zur Erklarung der plasti- 
schen Eigenschaften Versetzungsgeschwindigkeiten von der Gr6Ben- 
ordnung Schallgeschwindigkeit bendtigt, nicht mdodglich. Dies trifft 
besonders auf die von FRANK! geduBerte Vermutung zu, daB die im 
Elektronenmikroskop beobachtbaren Abgleitungsstufen (Gleitlinien) 
durch Reflexion schnell bewegter Versetzungen zustande kommen. Man 
braucht fiir diesen Mechanismus hohe Geschwindigkeiten, damit 
die bei der Abgleitung zur VergrdéBerung der Oberflache notwendige 
Arbeit aus der kinetischen Energie der Versetzung gedeckt werden 
kann. Diese Abgleitungsstufen treten aber bereits bei viel kleineren 
Schubspannungen als 0,5 kp/mm? auf, so daf hier der FRANKsche 
Mechanismus erst recht nicht funktionieren kann. 


(O ist die charakteristische Temperatur) mitzunehmen. Und 


4. Thermische Schubspannungen und Schmelztemperatur. 

Die iiberraschende GréBe der Reibungskraft legt es nahe, nach der 
durch die elastischen Wellen erzeugten Schubspannung selbst zu fragen. 
Ist diese sehr groB, so wird man eine thermisch aufgelockerte Struktur 
der Versetzung erwarten kénnen. Die thermischen Spannungen geben 
dann AnlaB zu einer vermehrten Beweglichkeit der Versetzung. Be- 
trachten wir die mittlere Schubspannung an einem festen Ort, so ist 


1 FRANK, F.C.: Rep. Conf. Strength of Solids. Bristol 1947. (Phys. Soc. 
London 1948.) 
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es klar, daB diese GréBe verschwinden muB. Eine verniinftige GroBe 
ist der quadratische Mittelwert 72. Nach Abschnitt5 ergibt sich 
quantitativ: ; 
aaa (17) 


Auch diese Gleichung bekommt man gréBenordnungsmabig sofort durch 
einen Vergleich der Energiedichte einer Schallwelle t?/G mit der ther- 
mischen Energiedichte ¢. Mit den gleichen Zahlenwerten wie in 3. 
erhalt man fiir Al bei Zimmertemperatur fiir t’ = 7? einen Wert 
von 0,07G. Dieser Zahlenwert liegt sehr hoch, bereits in der Nahe der 
, theoretischen“’ Schubfestigkeit itiberhaupt. Die GréBe der ,,theoreti- 
schen“ Schubfestigkeit kann man etwa aus dem PErERLSschen Ansatz 
zu G/2x angeben. Es liegt nun nahe, t’ mit der Schmelztemperatur 
des Metalls in Verbindung zu bringen. Wir kénnen versuchsweise eine 
Schmelztemperatur definieren durch die Forderung, daB am Schmelz- 
punkt 1’ der theoretischen Schubfestigkeit gleich werden muB. Das 
ergibt fiir die Schmelztemperatur JT; die Beziehung: 
13 
ore = 95 (18) 
mit z= 4 fiir kubisch flachenzentrierte Substanzen. In der Tabelle 
sind ‘zur Diskussion der Gl. (18) fiir einige kubisch flachenzentrierte 
Metalle die bendtigten Werte eingetragen. Die Tabelle erhebt keinen 
Anspruch auf Vollstandigkeit. Es ist ttberraschend zu sehen, wie gut die 
Beziehung (18) erfiillt ist, obwohl wir doch von recht groben Vorstel- 
lungen ausgegangen sind!. 


Tabelle. 
Substanz |G in 108 kp/mm? Ain AE | Lic many ES ie) (exp) in °K GAMIRTs 
| | | 
Al Dh 4,04 931 390 | 140 
Pd | 4,8 3,88 1828 | = | 142 
Cu 4,4 3,61 1367 | 315 | (HL 
Ag PEL6) 4,08 41234 215 | 105 
Au 2,8 4,07 1336 190 103 
Pb 0,74 4,94 600 88 109 


Dieser Tatbestand fordert dazu heraus zu sagen: ,,Das Metall 
schmilzt bei der Temperatur 7, nach (18) deswegen, weil hier die 
thermischen Schubspannungen die theoretische Schubfestigkeit er- 
reichen. Das Metall setzt Schiebebeanspruchungen keinen Widerstand 
mehr entgegen, d.h. es verhalt sich wie eine Fliissigkeit.“ 


1 Fur kubisch raumzentrierte Metalle ist die Ubereinstimmung weniger gut, 
Vor allem streuen die Werte der einzelnen Substanzen viel starker. Man sollte 
auch die numerische Ubereinstimmung nicht so ernst nehmen, solange die Aniso- 
tropie unberiicksichtigt ist. 
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So wiirde auch der Begriff der theoretischen Schubfestigkeit einen 
physikalischen Sinn erhalten, denn diese GréBe ist ja sonst gar nicht 
zu bestimmen. Allerdings muB man zugeben, daB man mit dieser 
Auffassung dem physikalischen Vorgang des Schmelzens in keiner 
Weise gerecht wird. Denn ein Stiick Eis in Wasser bei 0°C ist ja 
wirklich noch fest und besitzt sicher noch eine Schubfestigkeit. Es ist 
gar keine Rede davon, daB das Stiick Eis etwa weich wire. Der Schmelz- 
vorgang selbst findet eben an der Oberflache statt und gibt zunichst 
keine Aussage tber das Verhalten im Inneren. Die hier wiedergegebene 
Auffassung scheint eigentlich viel eher geeignet fiir eine Erklarung der 
Erweichungstemperatur glasartiger Substanzen. 

Es existiert bereits ein altbekannter Zusammenhang zwischen der 
Schmelztemperatur und elastischen Daten. LINDEMANN? hat die Auf- 
fassung vertreten, da8 ein Stoff dann schmilzt, wenn die Schwingungs- 
amplitude der Gitterbausteine infolge der Temperaturbewegung so 
groB wird, daB benachbarte Teilchen sich berithren kénnen. Beziiglich 
dieser Auffassung des Schmelzvorgangs gilt ebenfalls das im vorigen 
Absatz Gesagte. LINDEMANN hat nun aus dieser Vorstellung heraus, 
die DreByeEsche Grenzfrequenz in der Theorie der spezifischen Warme 
mit der Schmelztemperatur verkniipft. Andererseits ist die Grenz- 
frequenz durch elastische Daten gegeben. Setzt man diese in die LINDE- 
MANNsche Formel ein, so erhalt man bis auf einen Zahlenfaktor ebenfalls 
(18). Allerdings scheint der hier gegebene Zusammenhang etwas durch- 
sichtiger zu sein. Insbesondere ergibt der quantitative Zusammenhang 
zwischen thermischer Schubspannung und theoretischer Schubfestigkeit 
einen neuen physikalischen Gesichtspunkt?. 


In gleicher Weise muB8 man annehmen, da8 1’ einen Einflu8 auf 
das plastische Verhalten (z.B. auf die elastische Grenze) in Abhangigkeit 
von der Temperatur hat. Allerdings wird man t’ nicht voll beriick- 
sichtigen kénnen. Die elastische Grenze wird ja durch eine Bewegung 
von Versetzungen bedingt, auf welche sich die thermische Spannung 
wegen ihrer zeitlichen und 6rtlichen Schwankung langs der Versetzungs- 
linie nicht voll auswirken kann. Man wird also etwa fiir die Temperatur- 
abhangigkeit der elastischen Grenze ansetzen: 


T= yt s (19) 


Dabei ist A ein kleiner Zahlenfaktor und t, die elastische Grenze fiir 
den statischen Fall, bei welchem Schwingungen der Gitterbausteine 
nicht beriicksichtigt sind. t) ist aber nicht die elastische Grenze fiir 
T =0, wie wir gleich sehen werden. Auf diese Weise wiirde man fir 


1 LINDEMANN, F. A.: Phys. Z. 11, 609 (1911). 
2 Zur Ableitung der LrnpemaNnnschen Formel braucht man den Atomradius. 
Die hier gegebene Begriindung benétigt nur makroskopische Daten. 
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die Temperaturabhangigkeit von 1, eine Abhangigkeit der Form 
—A'VWe bekommen. Fiir sehr kleine Temperaturen wiirde also die 
elastische Grenze zunichst konstant sein, dann im Bereich der DEBYE- 
Temperatur @ stirker abfallen, um schlieBlich fiir hohe Temperaturen 
mit dem bekannten |/T-Gesetz, welches auch aus der BECKER-OROWAN- 
schen Theorie! folgt, weiter fallen. Leider sind die experimentellen 
Daten, gerade bei tiefen Temperaturen, so diinn gesdt, daf} man diese 
Aussage nicht nachpriifen kann. Weiter sieht man, daf selbst bei 
T=0 die statisch errechnete Elastizitatsgrenze durch die Null- 
punktsenergie beeinfluBt wird. Die Nullpunktsenergie ist ja von der 
GréBenordnung k @ je Teilchen. Man braucht sich also nicht zu wundern, 
wenn die statisch errechneten t,; immer zu groB herauskommen?. AuBer- 
dem wird man vermuten, daB die elastische Grenze um so kleiner wird, 
je hoher die charakteristische Temperatur des betreffenden Metalls ist. 
So ware es z.B. méglich, den besonders kleinen Wert fiir Al auf dessen 
hohe charakteristische Temperatur zuriickzufiihren. 


5. Ausfiihrung der Summation iiber die thermischen Schallwellen. 


Zur bequemen Behandlung des Problems geben wir ein Periodizitats- 
volumen V, einen Kubus der Kantenlange 7, vor. Der Einfachheit 
halber fiithren die Betrachtungen vorerst nur fiir den longitudinalen 
Anteil durch. Den Verschiebungsvektor 8, kann man nach den ein- 
zelnen Eigenschwingungen in V zerlegen®: 


= >) en {an(é) cos (%_ t) + bn (é) sin (%t)} - (1) 


n,=090 


Da 6, periodisch in V sein soll, so gilt fiir den Ausbreitungsvektor 


— 2c ' 
t= —— ni an = (et 


m,) und 91,5 ty). 0 2S 4 ee 2ee ae) 


y 
e, ist Einheitsvektor in Richtung %:e, =%,/%,. Die Summation ist 
nur uber einen Halbraum (n, > 0) zu erstrecken, da die Eigenschwin- 
gungen zum Index —n durch die zum Index n ausgedriickt werden 
k6nnen und wir sonst die Eigenschwingungen doppelt erfassen. Auf 
Grund der Bewegungsgleichung fiir 3, 


8, = cj A8, (3) 
gilt fiir die Entwicklungskoeffizienten 


G,+ Oia, =0 und bh +@2b,=0 mit w_n—=cxp. (4) 
4 Onowan E.: Z. Physik 89, 605, 614, 034 (1934). 
2 NaBarro, F. R.N.: Proc. phys. Soc., Lond. 59, 256 (1947). 
3 Die Formeln sind in diesem Abschnitt fiir sich numeriert. 
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Die gesamte Energie E in V wird 


Noes oii ue ge ee tea dare aip oa le 
E= S Won {a + whan + 05 -4- On bi} (5) 
r= 0 
, - . . ‘ [ “ 
(o ist die Dichte). Fiihrt man nun ,,Impulse“ #, = [Ql a, und 
2 
r - ce V ne % : 
»Koordinaten™ g, — |/* +a, und entsprechende GréBen fiir die d, 


ein, so wird £ zur Hamitton-Funktion des Systems. Die Impulse 
und Koordinaten sind kanonisch konjugierte GréBen. Daraus erhilt 
man sofort die Mittelwerte der Amplitudenquadrate in Abhangigkeit 
von der Temperatur: 


272 ae ts 
On In = - i — kT (6) 
im klassischen Fall. 
BS oV oy ic l Di ; 
On dn = Bo uy ay = Srl. eee ae (Ga) 
é ae a 


nach der Quantentheorie. Dieselben Gleichungen gelten fiir die 0°. 
Nach (4) sind die Entwicklungskoeffizienten von der Form: 


ay = An, SiN@pt + An, COS Ont pi Ag =A 2 | 
(7) 


mit 
b, = Bn, Sin@nt + By, COS @yt b2 = B? — B?,. [ 


Fiir unseren Zweck brauchen wir eine Zerlegung nach fortschreitenden 
Wellen. Schreiben wir daher 8, in der Form: 


@ ==" > Gn. COS (%n% —@nt) + Basin (%nt—@a_t) + | (8) 
n, = 0 by : + (e 
i + «COS (%,t + Wn t) —B_n Sin (%nt + Wnt) | 
oder auch 
=, dy COS (xt — nt) + By sin Cut — Ont), (8a) 
alen 


so ist der Zusammenhang zwischen den Koeffizienten gegeben durch: 


ile oes rd — Bi oO Agr On, | 
und | (9) 
(iL, = AQ By, S20 y= Ay Bay: 
Da wir annehmen kénnen, daB die einzelnen Koeffizienten statistisch 
unabhingig sind, so bekommen wir fiir die Mittelwerte: 


Sg = Ba Oy (10) 
Damit haben wir eine Zerlegung des elastischen Zustandes in fort- 
schreitende Wellen gewonnen und sind gleichzeitig iiber die Mittelwerte 
der vorkommenden Amplitudenquadrate informiert. 
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Wir haben nun nach Abschnitt 2 die GroBe ov . eu liber alle 


Wellen zu summieren. Dabei haben wir fiir 7, = 0 positives Vorzeichen, 
fiir n,<0 negatives Vorzeichen zu nehmen. Die Schubspannung ist 


gegeben durch 
| C8x O8y 


ey ec 11 
neg Zi? ( ) 
also wird fiir einen einzelnen Term aus (8 a) 


ne . (12) 


= 2 GB Tne en 
aah | cos (F441 —= Cote ee tural “ -- ti -| Neen 


=G Bn) 


1 
ee Fiir 
den mit «,, behafteten Term gilt Entsprechendes. Daher wird die durch 
die Partialwelle n ausgeiibte Kraft: 


Die mittlere Energiedichte einer Partialwelle ist é (B,) = 


“t C2 An x ny x 
K,== ie |" 


gna (ns ae OOF mit = €(%m) + €(Bn). (13) 


Setzen wir noch fiir w, die GréBe c,%, ein, so wird: 


a ouG — tnx y 
Ik Sa ang Ey = “ bee . (14) 
ee %y 
(14) ist nun unter Beriicksichtigung des Vorzeichens tiber alle n zu 


summieren. Die ¢, hangen im isotropen Fall nicht von der Richtung n 
3 


ab. Den Winkelfaktor foal "’ kénnen wir daher nach Mittelung iiber 
n 


die Halbkugel herausziehen. Der Mittelwert /} ist auBerdem fiir beide 
Halbréume von gleichem Betrag. Das Endergebnis laBt sich damit 
in einfacher Weise durch die totale Energiedichte der Longitudinal- 
komponente ausdriicken. 
RK aaa Re (15) 

Mit x = x (cos@, sin# sing, sin# cos) ist der Winkelfaktor 4 cos? @ 
sin? sin? und sein Mittelwert iiber die Halbkugel [| = + 

Die Durchfithrung der gleichen Uberlegung fiir Transversalwellen 
ist nun nicht mehr schwierig. Den Verschiebungsvektor 8, zerlegen 
wir gleich nach fortlaufenden Wellen. 


$= Dien an cee (%n t—@n t) + By sin Ce t—On t) a7 (16) 
a en {on cos (on v — Wy t) = Bn sin (%n Y— Wn ty}. 


Die Mittelwerte an «,... sind ebenfalls durch (6), (10) gegeben. Wir legen 
gleich ein spezielles System fiir ~ und die beiden auf % senkrechten 
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Einheitsvektoren e und e’ fest: 
x =x (cos?, sindsing, sind cos 7) | 
e=(—sin#@, cos#sing, cost COs Pp) (17) 
e’= (0, —cosg, sing). 
Beim Ausrechnen der Schubspannung ist der Winkelfaktor fiir die 
Polarisationsrichtung e 
cos # {cos? — sin? #}? sin?@ mit dem Mittelwert I, = dy —« (48) 


/ 


und fiir e 
cos? cos?g@ mit dem Mittelwert J,;=4. (18a) 


Im ubrigen lauft die Rechnung genau so wie bei den longitudinalen 
Wellen, daher das Endergebnis: 


> uG el, + oT; 
scenes sie a os 


é, und ¢, sind die Energiedichten, die auf die einzelnen Polarisations- 
richtungen entfallen, sie sind numerisch gleich. Insgesamt erhalten wir 
fiir die Kraft: 


= vG } & &t é, 
Re an eT. (20) 


Um dieses Ergebnis noch etwas einfacher zu schreiben, werden wir 
noch ¢, und €, durch die totale Energiedichte ¢ ausdriicken. Wir gehen 
dabei nach dem in der Theorie der spezifischen Warmen tiblichen Ver- 
fahren vor. Eine Grenzfrequenz w, wird dadurch ermittelt, daB die 
Zahl aller unterhalb w, liegenden Schwingungen gerade gleich 3N, 
der Zahl der insgesamt vorhandenen Freiheitsgrade sein muB. JN ist 
dabei die in V vorhandene Anzahl von Atomen. Die Zahl der im 
Intervall w bis w + dq liegenden Frequenzen ist gegeben durch: 

Z(w) dw =a fat glotde, (21) 
Der erste Summand entspricht den longitudinalen, der zweite den 
transversalen Schwingungen. Die Energiedichte wird 


®G 
B41 [ o(w)Z(w)do mit e(0)—o8 4 nach 6). (22) 
0 


Sie ist wie (21) in longitudinalen und transversalen Anteil zerlegt. 
Daher bestehen die folgenden Beziehungen: 


ee, = che, @ +2%=6. (23) 
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Mit der Abkiirzung « = (¢,/c,)® wird nun: 
ae pide 2 
SS caenes Ea roe (24) 
« hat den Wert ~ £ und ist von Metall zu Metall nicht sehr verschieden. 
Fiir den Klammerfaktor ergibt sich daher ein praktisch konstanter 
Wert von etwa 1/10. Da c/o =G, so wird endgiltig: 


ce 10 
Dies ist die in Abschnitt 3 benutzte Gleichung. 

Die Rechnung fiir die mittlere quadratische Schubspannung lauft 
vollkommen analog. Nur die Winkelfaktoren werden etwas anders, 
da der Faktor x,/@ bei der Kraft hier nicht auftritt. Wir geben gleich 
das Resultat: 

Bee A ge gh | & | (26) 
e \a 1 eS 2 aes S| 4 


Ty = 4cos?$ sin? } sin? gy = 4, | 
Iz = {cos?0— sin? P|? sin? = si , | (26a) 


== 2 2 aaa al 
I; = cos? ? cos?g = 4 


mit 


und endgiiltig wie oben: 


TG (27) 


in| | 


Sowohl bei der Ableitung von (25) wie von (27) sind die mit « behafteten 
Terme vernachlassigt worden. Das ist wegen des kleinen Wertes von « 
durchaus berechtigt. Praktisch kommt das darauf hinaus, da® man 
die Longitudinalkomponente streicht. 


Gottingen, Institut fiir theoretische Physik. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, S. 357—362 (1950). 


Zur Messung der optischen Konstanten 
polarer Fliissigkeiten im Mikrowellengebiet. 


Von 
RICHARD HONERJAGER und WoLFGANG MECKBACH. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 2. Dezember 1949.) 


Die optischen Konstanten 7 und mx polarer Flissigkeiten im Mikrowellengebiet 

werden durch Messung der Intensitaétsabnahme zweier fortschreitender Wellen 

(einer Lecher- und einer Rohrwelle) innerhalb der Flissigkeit bestimmt. Nach 

dieser Methode wird die Temperaturabhangigkeit von n und » x des Athylalkohols 
bei 7, = 9,95 cm im Bereich von 1,2 bis 73,0°C gemessen. 


Die im folgenden beschriebene Methode erlaubt es, den Real- und 
Imaginarteil des komplexen Brechungsindex 7 (4 —17%) von stark ab- 
sorbierenden Fliissigkeiten im Mikrowellengebiet mit verhaltnismaBig 
geringem mechanischen und elektrischen Aufwand auf etwa 1% genau 
zu messen. Das Prinzip der Methode besteht darin, da8 man die 
Strahlung einmal in Gestalt einer Lecherwelle, zum anderen in Gestalt 
einer Rohrwelle durch die Fliissigkeit laufen 1aBt und die Intensitats- 
abnahme innerhalb der betreffenden Fliissigkeit bestimmt. 

Eine kreiszylindrische MeBleitung vom Radius a ist vertikal auf- 
gestellt und zum Teil mit der zu untersuchenden Flissigkeit gefiillt 
(Fig. 1a und b). Die Lange der Fliissigkeitssaule ist so bemessen, daB 
alle in sie eindringende Strahlung bis zum Leitungsende vollstandig 
absorbiert wird. Die MeBleitung enthalt einen auswechselbaren, kon- 
zentrischen Innenleiter. Dieser wird von einer Trolitulscheibe in einem 
zweiten Metallrohr gehalten, welches sich unter gutem Kontakt inner- 
halb des MeBrohres verschieben ]aBt. Die Strahlung eines Magnetrons 
tritt iiber ein flexibles, konzentrisches Kabel von oben in die MeB- 
leitung ein. Je nach der Abstimmung der Leitung dringt ein mehr 
oder minder groBer Bruchteil der Strahlung in Gestalt einer fortschrei- 
tenden, gedimpften Welle in die Fliissigkeit ein. 


Messung von n x. 
Bei durchgehendem Innenleiter (Fig.1a) lauft eine Lecherwelle 
durch die Fliissigkeit. Ihre Intensitaét nimmt innerhalb der Fliissigkeit 
wie e~2z* ab (z = Richtung der Leitungsachse). Es gilt: 


(A, — Vakuumwellenlange) . (1) 


coed 
Di ae 
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Infolge der Unebenheit des Fliissigkeitsmeniskus treten neben der 
Lecherwelle auch noch Ey,-Rohrwellen auf. Sie klingen nur dann wesent- 
lich schneller als die Lecherwelle ab, wenn ihre langste Grenzwellen- 
lange (die des Eoy-Typs, Ag,z,, = 2,01a) kleiner als J) ist. Diese 

Bedingung beschrankt 
| EL den Durchmesser 2a der 

D. Ds MeBleitung auf 

eee 


Wu 


2a< 


Messung von n. 


Zur Bestimmung des 


2 Be v Be Realteils ~ des kom- 
he _plexen Brechungsindex 
_ In fie (for 8% — wechselt man den durch- 


gehenden __Innenleiter 

| gegen einen ktirzeren 
b : aus, der nur eben in 
die Flissigkeit eintaucht 
(Fig. 4b). Je machsder 
Gestalt des Innenleiterendes werden in dem mit Flissigkeit gefiillten 
Teil der MeBleitung E- oder H-Rohrwellen (oder beide zugleich) ange- 
regt. Nur die Rohrwelle mit der langsten Grenzwellenlange (also die 
Eoi- bzw. H,,-Welle, in Fig.1b die H,,-Welle) dringt mit merklicher 
Intensitat in die Fliissigkeit ein. Alle Rohrwellen mit kleinerer Grenz- 
wellenlange sind nur auf die unmittelbare Umgebung der Anregungs- 
stelle beschrankt. In kurzem Abstand vom Innenleiterende bleibt 
praktisch nur eine reine fortschreitende E,,- oder H,,-Rohrwelle ibrig, 
deren Intensitaét wie e~?"r* abnimmt. Aus der Theorie der Rohrwellen 
folgt?: 


Fig. 4a—c. Schematische Darstellung der MeBanordnung. 


(3) 


1 Es sei bemerkt, daB® sich mit den Fortpflanzungskonstanten a, und aR 
der Lecher- bzw. Rohrwelle die zu (1) und (3) analogen Beziehungen 


ho ho is ee i, 
ia wae Nn = x | 2 = 


2 
ok a1 —&R 


ergeben. 27/a ist die Wellenlange des betreffenden Wellentyps im Medium, welche 
(etwa aus Messungen an stehenden Wellen) experimentell bestimmt werden kann. 
Eine Messung von m und x nach dieser Methode ist bei schwacher absorbierenden 
Flussigkeiten angebracht, bei denen die Bedingung vollstandiger Absorption bis 
zum Leitungsende auf zu groBe Rohrlangen fiihren wiirde. 
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y hangt nur vom Radius a der MeBleitung ab und hat fir eine Eo 
bzw. H,,-Rohrwelle den Wert 


2,405 1,844 
VEo: eget YH,, = => (4) 

Die Dampfungskonstanten 6, und By werden auf folgende Weise 
gemessen. Eine feine Sonde mit Detektor (D,, Fig. 4) ragt durch eine 
1mm-Bohrung etwa 1 mm tief seitlich in die Fliissigkeit hinein. Die 
Sonde ist mit einer Glaskapillare iiberzogen und fliissigkeitsdicht in 
die Bohrung eingefiihrt. Der von einem Galvanometer angezeigte 
Detektorstrom ist proportional zu der am Orte der Sonde vorhandenen 
Strahlungsintensitat. Statt durch Verschieben der Sonde in Richtung z 
das Feld in der Fliissigkeit abzutasten, wird der Fliissigkeitsspiegel 
iiber ein kommunizierendes Rohr von auBen angehoben und gleich- 
zeitig die MeBleitung durch Ausziehen des oberen Rohres um den gleichen 
Betrag verlangert. Dadurch bleibt das elektromagnetische Feld ober- 
halb der Fliissigkeit unverandert. Die gemessene Intensitatsabnahme 
mit wachsendem Abstand Sonde—Fliissigkeitsmeniskus liefert 6. Der 
Betrag, um den die MeBleitung jeweils verlangert werden muB, kann 
einmal mechanisch iiber ein zweites kommunizierendes Rohr (Fig. 1a), 
zum anderen elektrisch mittels des Kontrolldetektors D,, der immer 
konstante Intensitat anzeigen muB, festgestellt werden. 


Die Apparatur erméglicht auch eine Kontrolle der intensitats- 
proportionalen Anzeige des Detektors D,, die fiir eine Messung der 
Dampfungsexponenten / Voraussetzung ist. Zu diesem Zweck wird 
die Fliissigkeit aus der Leitung abgelassen und ein verkiirzter Innen- 
leiter eingesetzt (Fig.1c). Dann nimmt die Intensitaét des elektro- 
magnetischen Feldes unterhalb des Innenleiterendes ebenfalls expo- 
nentiell wie e~2°R# ab, wenn die benutzte V akuumwellenlange A, groBer 
als die langste Grenzwellenlange der in der Leitung ohne Innenleiter 
méglichen Rohrwellen ist: 


Ap Shes Aa (5) 
Theoretisch ist: 

5f i 27 2 = 

Be =|) (=). | (6) 


(vy =Ye,, oder y = Yu,, bei einem Innenleiterende wie in Fig.1c bzw. 
4b). Man miBt also durch Ausziehen des oberen, verschiebbaren Teils 
der MeBleitung die Abnahme des Detektorstromes (D,) mit wachsendem 
Abstand Sonde—Innenleiterende und schlieBt auf intensitatspropor- 
tionale Anzeige, wenn der theoretische Dampfungsexponent (6) experi- 
mentell verifiziert wird. 
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Auch in diesem Falle gehen vom Innenleiterende nicht nur eine 
einzige Rohrwelle, sondern eine unendliche Folge von (,,inhomogenen™) 
Rohreigenwellen aus, von denen jedoch die hoheren wegen der groBeren 
y-Werte sehr schnell abklingen, so daB bereits in kurzem Abstand vom 
Innenleiterende nur noch die Eigenwelle mit dem kleinsten y (d.h. 
diejenige mit der langsten Grenzwellenlange) iibrig bleibt und ihre 
Intensitatsabnahme gemessen werden kann. Diesen Sachverhalt illu- 
striert Fig.2. Hier ist in halblogarithmischem Mafstab der Detektor- 
strom (D,) gegen den Abstand Sonde—Innenleiterende aufgetragen, 


| | La 
0 OY O8 72 cm 
z— 
Fig. 2. Intensitatsabnahme einer inhomogenen E,, und //,,-Rohrwelle, 


und zwar fiir eine £y,- und eine H,,-Rohiwelle. Die Vakuumwellenlange 
betrug 2, = 10 cm, der Innendurchmesser der MeBleitung 2a = 1,8 cm. 
Wie man sieht, ergibt sich fiir das F,,-Feld etwa in 10 mm, fiir das 
H,,-Feld bereits in 7 mm Abstand der Sonde vom Innenleiterende eine 
Gerade. Das heiBt schon 10mm vom Innenleiterende entfernt ist 
praktisch nur noch das reine Ey,- bzw. H,,-Feld vorhanden. Der 
gemessene Dampfungsexponent Br stimmte auf weniger als 1% mit 
dem theoretischen (6) tiberein. Der benutzte Detektor zeigte also 
intensitatsproportional an. 


Um die Methode zu erproben, wurde mit der beschriebenen Apparatur 
der Verlauf der optischen Konstanten von 96,0- und 92,5-prozentigem 
Athylalkohol in Abhangigkeit von der Temperatur zwischen 1,2 und 
73,0°C bei einer Wellenlange von A, = 9,95 cm gemessen. Fig. 3 
zeigt als Beispiel fiir die MeBgenauigkeit eine Geradenschar, die man 
erhalt, wenn der Detektorstrom (D,) in halblogarithmischem MaBstab 
als Funktion des Abstandes Sonde—Fliissigkeitsoberflache fiir eine 
A,,-Rohrwelle (Fig. 1b) bei verschiedenen Temperaturen aufgetragen 
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wird. Die durchstrahlte Fliissigkeitsschicht wurde von 1 zu 1mm, 
die Temperatur von 5 zu 5°C variiert. 


40 


20 


Fig. 3. Intensitatsabnahme einer fortschreitenden H,,-Rohrwelle innerbalb der Fliissigkeit 
bei verschiedenen Temperaturen. 


In Fig. 4 sind » und w x fiir 96,0- und 92,5-prozentigen Athylalkohol 
in Abhiangigkeit von der Temperatur dargestellt. Unter Beriicksichti- 
gung aller mdglichen Fehlerquellen 


= i 
13 = diirfte mz auf 1% und m auf 2% 
genau sein. In Ubereinstimmung 
42 
Fe 
{a 
Tex 12 aS 
| | 
ad N27 \ | 
Yas a (a sa aaa | 
| NS 
25 
i | hi ais 
| 40\— i ; 
| | X 
| a 
0 70 20 30 40 50 60 Cie 88 90 G92 94 I6 98 100 
— Gew-% CoHgO 
Fig. 4. Temperaturabhangigkeit von » und n x Fig. 5. »% in Abhangigkeit von der Alkohol- 
bei 2) = 9,95 cm fiir 96,0- und 92,5%igen konzentration bei 20°C und A, = 9,95 cm. 


Athylalkohol. 


mit der DeByrEschen Theorie hat mx bei einer bestimmten Tempe- 
ratur ein Maximum, wahrend » mit der Temperatur monoton an- 
wachst. Die Messungen iiberstreichen also die Mitte des Gebietes 
anomaler Dispersion. ” und » x hangen empfindlich vom Wassergehalt 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. 25 
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des Alkohols ab. Fig. 5 zeigt den Verlauf von nx mit wachsender 
Alkoholkonzentration bei 20°C. Extrapoliert man auf 100% igen Athyl- 
alkohol, so folgt 1 0,966 bei Ay» = 9,95 cm und 20°C. Als einzige 
Arbeiten, welche einen Vergleich mit unseren Ergebnissen zulassen, 
waren uns die von BAz! und SLEvocrT? zuganglich (vgl. untenstehende 
Tabelle). Beide Verfasser machen jedoch keine Angaben uber den 
Wassergehalt des untersuchten Athylalkohols, was den Vergleich mit 
ihren MeBergebnissen erschwert. 


Wortietes Ao | Temperatur | Konzentration | +i iis 

| em £6 | % 

| | | 
Bir 4 oe | ot ate ee 2,45 1,15 
Sievocr”, 9. .\' A052 Vy = dost | = 277% "aoe 
Diese Arbeit . . . 9,95 20,0 96,0 2,79 1,124 


Herrn Professor CZERNY méchten wir fiir sein reges Interesse an 
dieser Arbeit und die Bereitstellung von Institutsmitteln herzlich 
danken. 


Frankfurt a. M., Physikalisches Institut der Universitat. 


ST BAZ. Gaels 2940s O48 (1030) 
2 SLEVoGT, Ki BE: Ann. Phys. 36, 144 (1939). 
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Multipolstrahlung als Eigenwertproblem. 


Von 
WALTER FRANZ, Miinster. 


(Eingegangen am 12. Dezember 1949.) 


Fur das Photon lassen sich’aus der MAxwettischen Theorie — ebenso wie fiir 
das Elektron aus der Diracschen -— Operatoren fiir den Bahn- und Spindreh- 
impuls angeben, fiir deren Summe ein Erhaltungssatz gilt. Fordert man, daB 
der Betrag und eine Komponente des Gesamtdrehimpulses fiir die Lésungen der 
Feldgleichungen Eigenwerte annehmen, so erhalt man in besonders einfacher Weise 
und in besonders einpragsamer Gestalt die Ausdriicke fiir die elektrischen und 
magnetischen Multipole. Der Drehimpuls des so erhaltenen Feldes folgt aus dem 
Ansatz, wahrend die Herleitung aus einem simultanen Eigenwertproblem die 
Orthogonalitat der verschiedenen Lésungen garantiert. 


Die vollstandigen Ausdriicke fiir die elektromagnetischen Multipole 
sind im wesentlichen bereits 1908 von G. MIE! angegeben worden 
(allerdings unter dem Namen ,,Partialwellen“), im Jahre 1936 wurde 
von W. HEITLER ihr Drehimpuls untersucht?. Doch scheint bis heute 
ein besonders einfacher und einleuchtender Weg der Herleitung, welcher 
einen unmittelbaren Zusammenhang mit dem Drehimpuls herstellt, 
nicht beachtet worden zu sein; dies ist die Aufstellung eines simul- 
tanen Eigenwertproblems. Zur Erlauterung betrachten wir zunachst 
das Beispiel der skalaren Wellengleichung, fiir welche die Methode 


allbekannt ist. 
Skalare Wellengleichung. 
Die akustische Wellengleichung, ebenso die SCHRODINGER-Gleichung 
fiir den kraftefreien Fall, lautet 
(A+ k)u=0. (1) 


Hierin ist 4 der LapLacesche Operator, k eine Konstante — die Wellen- 
zahl — und ~ die Wellenfunktion. — Die Bestimmung der Multipol- 
wellen ist hier identisch mit der Separation in Polarkoordinaten, welche 
mit Hilfe eines simultanen Eigenwertansatzes vorgenommen werden 


i Min, G.: Ann. Phys. 25, 377 (1908). 

2 HEITLER, W.: Proc. Cambridge philos. Soc. 32, 112 (1936). Freilich ist 
der Drehimpuls nicht, wie HEITLER (im Widerspruch zu seinen eigenen Formeln) 
behauptet, im Zwischengebiet zwischen Nah- und Wellenzone enthalten, sondern 
iiber den gesamten Raum verteilt. Dies folgt aus unserem Eigenwertansatz, ist 
aber bereits bei SOMMERFELD [Atombau und Spektrallinien, Bd. I, 5. Aufl. (1931), 


Zusatz 8] klar ausgesprochen. 
D5 
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kann: man ermittelt zwei mit dem Laptaceschen Operator und unter- 
einander vertauschbare nur winkelabhangige Differentialoperatoren, 
und bestimmt die Lésungen so, daB diese beiden Operatoren Eigenwerte 
besitzen. Zur Lésung dieser Aufgabe verhilft der Operator 


1 
et (2) 


Bis auf einen Faktor # ist dies der wellenmechanische Operator des 
Drehimpulses, fiir welchen die fiir alle Drehimpulsoperatoren charak- 
teristische Beziehung gilt: 

ion —7 Mt. (3) 


Hieraus folgt unter anderem 


itm? — mm =m lmxm)/—[mxkm) xm—=0. (4) 


Das bedeutet, daB im mit seinem Quadrat vertauschbar ist, und daher 
auch mit dem Lapiacrschen Operator, da dieser sich schreiben ]aBt: 
1G m? 

As ae a 5) 

Die Komponenten von m sind untereinander nach (3) nicht vertausch- 

bar, doch geniigen die z-Komponente und das Quadrat von m unseren 

Bedingungen — sie sind untereinander und mit A vertauschbar und 

hangen nur von den Winkeln ab. Die zugehérigen Eigenwertgleichungen 
lauten : 

M,uU=muU, (6) 


m2u=1(1+1) uw. (7) 


(7) ist die Gleichung der Kugelflachenfunktionen. Fihren wir ein 
Polarkoordinatensystem mit z als Polarachse ein, dann wird 


i @ 


Lier: (8) 
Die simultane Lésung von (1), (6) und (7) ist der 2'-Pol 
ui = eim® Pm (cos 0) R,(r). (9) 


Die Gestalt des radialen Teiles der Wellenfunktion R,(r) interessiert 
uns hier nicht. Die Funktionen (9) bilden ein vollstandiges System, 
wenn / alle nichtnegativen ganzen Zahlen durchlauft, und m alle ganz- 
zahligen Werte, fiir welche |m|<J. Diese Eigenwerte entsprechen 
in bekannter Weise dem Betrag und der z-Komponente des Dreh- 
impulses. — Daf zwei Lésungen, welche sich durch den Wert von io, 1 
oder m unterscheiden, orthogonal sind, ist eine unmittelbare Folge det 
Eigenwertgleichungen (1), (6) und (7). 
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Formulierung des Eigenwertproblems fiir die MAXWELLschen Gleichungen. 
Die MAxwettschen Gleichungen lauten fiir monochromatische 
Wellen der Zeitabhangigkeit exp (— 7a 2) 

rot D = —i me; rot€ =10uh. (10) 

Durch Elimination kénnen wir fiir © (und ebenso fiir §) eine einzige 
Differentialgleichung zweiter Ordnung gewinnen: 

(rot rot —k?) E =0. 11) 

Aus (11) folgt in bekannter Weise, daB jede einzelne kartesische Kom- 


ponente von © der skalaren Wellengleichung gentigt; man kann (11) 
ersetzen durch die Gleichungen 


(A +k?) E=0; div€=0. 12) 


Gewohnlich geht man bei der Losung der Maxwettschen Gleichungen 
von (12) aus, um die rvechnerisch einfachere skalare Wellengleichung 
an Stelle von (11) zu setzen. Wir wollen jedoch bei Gl. (11) bleiben, 
da diese gegeniiber (12) einen entscheidenden methodischen Vorzug 
besitzt: Sie ist eine Differentialgleichung fiir ewe (wenn auch vek- 
torielle) Funktion, ohne die Nebenbedingung div = 0, deren nachtrag- 
liche Beriicksichtigung lastig fallt. 

Wir nehmen nun die Bestimmung der Multipolwellen aus (11) in 
genau derselben Weise vor wie oben fiir die skalare Wellengleichung. 
Der wesentliche Unterschied besteht nur darin, daB jetzt die Wellen- 
funktion ein Vektor, und die in der Wellengleichung (11) enthaltenen 
Operatoren lineare Vektorfunktionen sind. Ebenso miissen daher auch 
fiir die Winkeloperatoren — welche wir fiir die Formulierung der 
simultanen Eigenwertgleichungen analog (6) und (7) bendtigen — 
lineare Vektorfunktionen in Betracht gezogen werden. Zwar sind 
unsere friiheren Operatoren, m, und m?, als Skalare auch lineare Vektor- 
funktionen, jedoch unbrauchbar, da sie mit rot rot nicht kommutieren. 
Ein kleiner Zusatz stellt jedoch die Vertauschbarkeit her. Wir bilden 

n—=m+s, (13) 
worin 
et he (S,=1e,X; S,=1eyX; S,=1e,xX). (14) 
I ist die Einheitsdyade, e,, e,, e, die Einheitsvektoren in der x-, y-, 
z-Richtung. Es gelten die Operatorgleichungen: 
n, rot =rotn, (15) 
und daher auch 
trot = TOts2:. (16) 


Das bedeutet, daB sowohl die Komponenten wie auch das Quadrat von 
1 mit dem Gleichungsoperator (11) vertauschbar sind. Ebenso sind 
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z-Komponente und Quadrat von n unter sich vertauschbar, da die 
Drehmomentgleichungen (3) und (4) fiir 1 — und auch fiir 3 — genau 
so gelten wie fiir m. Dies weist gleichzeitig darauf hin, daB auch $ 
und 1 Drehmomenten zuzuordnen sind. Einen recht deutlichen An- 
haltspunkt iiber diese Zuordnung liefert die folgende Identitat, welche 
fiir jede kartesische Komponente des Operators § gilt: 


$,(s) 1) = 6. (17) 


dokumentieren sich damit als Spinmoment einer Partikel vom Spin 1. 
Wir werden daher m als Bahndrehimpuls, 3 als Spindrehimpuls! und 
n als Gesamtdrehimpuls des Photons aufzufassen haben, wobei nur 
fiir den letzteren ein Erhaltungssatz gilt. — Den Zusammenhang von 
1 mit dem klassischen Drehimpuls des Feldes werden wir weiter unten 
herstellen; zunachst bentitzen wir den Operator n um die Lésungen 


fod 


aufzusuchen. An Stelle von (6) und (7) treten jetzt die Gleichungen 


Die Komponenten von 6 besitzen also die Eigenwerte 0 und +: 1, und 


n,c=m, (18) 
mG=10+1)€. (19) 

Der Operator 1? errechnet sich aus (13) und (14) zu 
n? = m? ++ 274m xX +2. (20) 


Die Eigenwerte von / und m sind ganzzahlig und durchlaufen genau 
dieselben Werte wie bei (6) und (7). 


Lésung der Eigenwertgleichungen. 
Ein Satz simultaner Losungen von (41), (18) und (19) laBt sich 
unmittelbar angeben, wenn man beachtet, daB 


n,m =m mM,; i ett tt (21) 


Das hei8t: durch Hintiberschieben wber den Operator m verwandelt 
sich der Drehimpuls mit Spin in den spinfreien. Damit ist gezeigt, daB 


Gm — mw [um siehe (9)], (22) 


sowohl (18) als auch (19) erfiillt. Gleichzeitig ist auch (11) befriedigt, 
da (22) den beiden zu (11) aquivalenten Gleichungen (12) geniigt; denn 
u;" befriedigt die Wellengleichung, und m die Divergenzbedingung, da 
| - m= 0. Weiterhin sieht man, da8 die radiale Komponente von ! 
verschwindet (v - m = 0). Also handelt es sich um magnetische Schwin- 
gungen (s. G. Mie l.c.). 

Wir k6énnen in genau derselben Weise auch elektrische Schwingungen 
gewinnen, indem wir § an Stelle von & setzen. Wenn wir dann noch 


' Auch das Quadrat von 8 fiigt sich dieser Deutung ein: 82 == 2 
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aus (10) die fehlenden (magnetischen bzw. elektrischen) Feldstairken 
berechnen, erhalten wir die 2!-Pole: 


elektrischer Multipol: 


(% (el) = |, tot mur; H7r(el) =—z \2 —= Tw, 
23 
magnetischer Multipol: a 
asa 
kes : Bah 1 
©" (mag) = m un; D7" (mag) =—1 / a ce rot mw”. 


Dem elektrischen Multipol haben wir einen Faktor hinzugefiigt, um 
bei Verwendung des gleichen 7" in beiden Fallen dieselbe Dimension 
zu erzielen. — Wir werden in einem spateren Absatz beweisen, daB 
in (23) sdmtliche méglichen Lésungen der Gl. (11), (18) und (19) ent- 
halten sind. 


Zusammenhang mit den DEBYEschen Potentialen. 


Die Multipollésungen (23) stehen in engem Zusammenhang mit den 
Desyeschen Potentialen, deren Definitionsgleichungen nach J. MEIXNER} 
lauten 

c— * rotm//,+omT//,, | 
(24) 


em 


1 
=—om Lf, +7 -rotm 179. | 


Der Vergleich mit (23) zeigt, daB man die elektrischen bzw. magnetischen 
Multipole erhalt, indem man fiir //, bzw. I/, die skalaren Multipole (9) 
einsetzt?. Die Vollstandigkeit des Losungssystems (23), welche wir im 
letzten Abschnitt beweisen werden, zeigt dann gleichzeitig, daB sich jede 
Lésung der MAxwe tschen Gleichungen, welche den nétigen Anforde- 
rungen beziiglich Stetigkeit und Verhalten im Unendlichen genitgt, 
durch Depyesche Potentiale darstellen laBt. 


Orthogonalitat. 


Die Orthogonalitat der zu verschiedenen / oder m gehorigen Funk- 
tionen folgt direkt aus den Eigenwertgleichungen ; aus (18) folgt namlich 


div (e, xt Em" - Gr) = 4 (m — m') GY". Em (25) 

1 MEIXNER, J.: Z. Naturforsch. 3a, 506 (1948). 

2 Auf den Zusammenhang zwischen Multipolen und DEesyeschen Potentialen 
hat mich freundlicherweise Herr Prof. MEIXNER hingewiesen; die Formeln (23) 
sind (in etwas anderer Schreibweise) das Ergebnis einer am ME1xNerschen Institut 
ausgefiihrten Diplomarbeit (F.M. Worrr, Elektrodynamische Potentiale und 
Multipolstrahlung, Aachen 1948). 
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Bei einer Integration iiber den gesamten Raum verschwindet die linke 
Seite, also ist auch das Raumintegral der rechten Seite gleich Null 
und das bedeutet, daB fiir m == m’ die Funktionen orthogonal sind. — 
Aus (19) folgt in analoger Weise 


{2d-+1)—U' (’ +4)} f Gp" Or dr =O. (26) 


Das bedeutet Orthogonalitat fiir J += VU’. 

Damit ist die Orthogonalitat sdmtlicher verschiedener Eigenfunk- 
tionen (23) erwiesen mit Ausnahme des zum selben / und m gehorigen 
elektrischen und magnetischen Multipols; die Orthogonalitaét dieser 
beiden Funktionen folgt aber unmittelbar daraus, daB stets die eine 
eine gerade, die andere eine ungerade Funktion des Radiusvektors ist. 


Drehimpuls. 

DaB der Mittelwert des Operators n der klassische Drehimpuls 
des Feldes ist, soll jetzt an der z-Komponente nachgewiesen werden. 
Man zeigt leicht, daB &* -, € sich von € - n* (§* nur durch eine voll- 
standige Ableitung unterscheidet, so daB das Raumintegral beider 
Ausdriicke dasselbe ist (d.h. mit anderen Worten, daB n ein reeller 
Operator ist). Um den Mittelwert von 1, zu ermitteln, berechnen wir 
zunachst die Summe dieser Ausdriicke. Aus (13) folgt 


C*-n, C+ n¥ C*-C 
=2€-(e,xr-V) &* —1 €*- (e,xr-V) E— 2te,- Cx, oe. 
und hieraus durch Umformung 
G*-n, C+ nF C*-C 
os onl eas sce vteeabie ene SNE ee 


Wenn wir (28) tiber den gesamten Raum integrieren, werden — wie 
oben bemerkt — die beiden Summanden der linken Seite gleich, und 
das div-Glied der rechten Seite fallt fort. Driicken wir noch mit Hilfe 
der zweiten MAxwettschen Gl. (10) rot © durch § aus, dann erhalten 
Wir 


20 f €F-=* Ede =-4- f rx [Ex H* + Ox G]dz. (29) 


Hier steht auf der rechten Seite genau der Gesamtdrehimpuls einer 
Welle mit den reellen Feldstérken © + G*, § + §*. Die Gesamt- 
energie einer solchen Welle ist 2¢ f ©*-€dz, so da® der Drehimpuls 
sich zu der Energie verhalt wie der Mittelwert von , zu w. Einem 
Energiequant # w kommt also der z-Drehimpuls % n, zu, die Eigenwerte 


n,m der Multipole sind genau die zugehérigen Drehimpulsquanten- 
zahlen. 
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Vollstdndigkeit des Losungssvstems. 

Um die Vollstandigkeit des Lésungssystems (23) nachzuweisen, gehen 
wir von den elektrischen und magnetischen Multipolen durch Linear- 
kombination zu den rechts- und linkszirkularpolarisierten Losungen 
uber. Man kann allgemein jede Lésung von (11) in folgender Weise 
zerlegen : 


Pe Cp ++ &, (30) 
mit 

F k — rot 5 k-+ rot ~ 

tp = = ee r= — &. (31) 
Wegen 


(k + rot) (k — rot) © = (k — rot) (k + rot) = (k? — rotrot)E=0 (32) 


ilt 
eh (rot + k) G2 =0; (rot — 2) ©, = 0. (33 


Dies ist die Gleichung der rechts- bzw. linkszirkularpolarisierten Wellen, 
d.h. aller Lésungen, welche sich aus ebenen Wellen dieser Polarisation 
uberlagern lassen!. 

Wenden wir (31) auf (23) an, dann erhalten wir aus den elektrischen 
ebenso wie aus den magnetischen Multipolen die folgenden zirkular- 
polarisierten Lésungen: 


Cp= (km —V Xm) ur, | 


: (34) 
E,=(km+Vxm)ur. | 


Es gilt nunmehr, die Vollstandigkeit dieses Systems von Lésungen 
nachzuweisen, dann ist die Vollstandigkeit von (23), aus welchem sich 
(34) linear zusammensetzt, ebenfalls erwiesen. — (34) laBt sich nach w/" 
auflésen; multiplizieren wir namlich skalar mit m, so verschwindet 
der jeweils zweite Summand wegen m-V Xm = 0, und wegen (7) 
resultiert fiir / == 0 ; 

Hie peas te (35) 
Wir unterdriicken hierin den Index R, L. Setzt man (35) in (34) ein, 
dann resultiert: 


es ELS Gee 
Wir zeigen zundchst, daB diese Jdentitat fiir zede simultane Losung 
von (33), (18) und (19) gilt. Den zweiten Summanden formen wir 
mittels (2) und (33) um und erhalten fiir die rechte Seite von (36) 


Ve : 24 24 Dae 
Wie WES gt om xX + 6. (37) 
1(1+ 1) L(+ 1) 
1 Allgemein hat man {rot + fs] © =o als Gleichung der rechts- bzw. 
c 


linkspolarisierten Wellen. 
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Hierin haben wir nochmals umgeformt mittels 
iPxmr €=¢7(mx — 27) Vr E=—(mx — 22) (mx —2) © | 
=—=mE—mm-C+22mxC+2¢. | 


- Auf der rechten Seite von (37) steht im Zahler genau n? — s. (20) —, 
so daB sich nach (19) in der Tat & ergibt, somit (36) fiir jede Losung 
des simultanen Eigenwertproblems giiltig ist. Nunmehr wenden wir 
auf (36) die Eigenwertgleichung (19) an: 

f 5 ; Ee ee 

0 = {n?—1(1 + 1)} (km FV x m) TEs (39) 
Den ersten Faktor kénnen wir hierin iiber den zweiten hinwegziehen, 
wenn wir beachten, daB n? mit Vx vertauschbar ist und sich beim 
Wegziehen tiber m in m2 verwandelt [s. (16) und (21)]. Wenn wir dann 


noch skalar mit m multiplizieren, erhalten wir 


m? (im? —I (2 +. 1)) cea SAG (40) 
Daraus folgt aber, daB m-€ eine Kugelflachenfunktion vom Index / 
ist [bis auf eine zusadtzliche winkelunabhangige Funktion, welche beim 
Einsetzen in (36) wieder wegfallt]. — In ganz derselben Weise kann 
aus der Eigenwertgleichung (18), angewandt auf (36), gefolgert werden, 
daB die gy-Abhangigkeit von m- © gleich exp(¢ mq) ist, und da m- © 
gleichzeitig der Gl. (1) gehorcht, erweist sich allgemein 


-& 
ey =i. (41) 
Somit ist (34) in der Tat die allgemeine Losung des Problems, und 
daher sind auch die Multipole (23) vollstandig. — Fir den Fall / = 0, 
auf welchen die vorstehende Untersuchung nicht anwendbar ist, lautet 
die allgemeine Lésung von (19) © =r (r), rot © verschwindet also 
und (41) ist nicht lésbar. Daher fallt der einfache ,,Pol‘‘ in der Elektro- 
dynamik aus, es gibt nur Dipole und héhere Multipole. Gerade dies 
ist auch die Aussage von (23), so daB wir mit diesen Formeln alle 
Multipole ohne Ausnahme richtig wiedergegeben haben. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, S. 371—380 (1950). 


Zur Statistik der Mischkristalle 
und Ferromagnetica. 


Von 
ELEONORE TREFFTZ. 
Mit 5 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 12. Dezember 1949.) 


Das Berue-Isincsche Modell! der Mischkristalle und Ferromagnetica wird 

fiir das einfach kubische, das kubisch raumzentrierte und das kubisch flachen- 

zentrierte Gitter behandelt, fiir Ferromagnetica ohne duBeres Magnetfeld. Es 

werden fiir hohe und fir tiefe Temperaturen Reihenentwicklungen der Zustands- 

funktion angegeben, aus denen sich Energie und spezifische Warme ableiten 

lassen. Diese werden mit Messungen der spezifischen Warme von Nickel, Eisen 
und Messing verglichen. 


Neuere Arbeiten, die das Problem des Ferromagnetismus bzw. der 
Mischkristalle nach dem klassischen Modell der Wechselwirkung nachster 
Nachbarn mit BottzMANNscher Statistik behandeln, beschrinken sich 
im wesentlichen auf das zweidimensionale quadratische Gitter? * 4. In 
diesem Fall hat ONsAGER* die Zustandsfunktion — bei fehlendem 
auBeren Magnetfeld — explizit angegeben und damit vor allem die 
Hauptfrage geklirt, namlich den Ubergang aus dem Zustand mit 
Ordnung groBer Reichweite in den Zustand mit nur Nahordnung. Ist 
v der Betrag der Energiedifferenz zwischen einem Paar gleicher Atome 
und einem Paar ungleicher Atome, so ist, wie schon KRAMERS und 
WANNIER® gezeigt haben, der Curiepunkt gegeben durch 
| Ee ee laa as 


F-£ — 41135 


—v/kT, 
e = 
Ey v 


— y2 —1 ) 
(R=Nk Gaskonstante bezogen auf die Masse von N-Atomen), mit 
einer Energie E=—Nv//2=—E£,//2, wenn E=0 vollstandige 
Unordnung und E =—£E,=—WN v vollstandige Ordnung bedeutet. 
ONSAGER zeigt weiter, daB an diesem Punkt die Energie stetig ist, die 
spezifische Warme jedoch eine Spitze aufweist, die mit der Annaherung 
an den Curiepunkt logarithmisch unendlich wird. 

Die Methode der OnsaceRschen Rechnung ist die von KRAMERS 
und WaANNIER® eingefiihrte Matrizenmethode: Die Zustandssumme 


a foe Zz. Physik 31, 253 (1925). — BrETHE: Proc. roy. Soc., Lond. A 150, 
552 (1935). 
2 KRAMERS u. WANNIER: Phys. Rev. 60, 252 (1941). 
3 AsHKIN u. LAMB: Phys. Rev. 64, 159 (1943). 
4 OnsaGER: Phys. Rev. 65, 117 (1944). 
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wird dargestellt durch den gré8ten Eigenwert einer linearen Trans- 
formation der relativen Wahrscheinlichkeiten aller médglichen Anord- 
nungen. Die Ergebnisse folgen aus gewissen Symmetrieeigenschaften 
der Transformation. Auch fiir réumliche Gitter kann die Berechnung 
der Zustandssumme auf ein Eigenwertproblem zuriickgefiihrt werden. 
Jedoch ist bisher keine explizite Lésung bekannt. In dieser Arbeit 
sollen einige Rechnungen dargestellt werden, die in den Jahren 1943 
bis 1945 im Anschlu8 an die VAN DER WAERDENSchen! Uberlegungen 
durchgeftihrt wurden. 

Es sollen fiir tiefe und fiir hohe Temperaturen Reihenentwicklungen 
der Zustandssumme Z angegeben werden fiir verschiedene Gittertypen 
(einfach kubisch, kubisch raumzentriert und kubisch flachenzentriert). In 


yeast E,JkT 
werden sdmtliche médglichen Atomanordnungen gezahlt, deren Energie 
E, jeweils ein Vielfaches von v ist. Daraus ergibt sich in bekannter 
Weise die mittlere Energie (und die spezifische Warme) durch Diffe- 


rentiation: 
dlogZ 
O52 ater 

Die Reihenentwicklungen sind so weit gefiihrt, daB ein Vergleich mit 
der Erfahrung moglich ist. Ftir tiefe Temperaturen werden einfach 
die Zustande abgezahlt mit vorgegebener Anzahl ,,falscher Nachbarn“, 
ahnlich wie bei VAN DER WAERDEN! beschrieben. Das bedeutet im 
wesentlichen eine Abzahlung von Polynomen im ebenen Gitter, Viel- 
flachnern im raumlichen Gitter, die jeweils eine Gruppe _,,falsch“ 
besetzter Platze einhillen. 

Fir hohe Temperaturen ist das Rezept der Reihenentwicklung bei 
KRAMERS und WANNIER® angegeben.: Ist uw; = +1 die Gr6Be, die 
angibt, ob auf dem 7-ten Gitterplatz ein richtiges oder falsches Atom 
sitzt, so sind die Mittelwerte der Potenzen von 


Se 
2 HG Ue 


~~ die Summe erstreckt tiber alle Paare von Nachbarn — zu bilden 
und zwar arithmetische Mittelwerte iiber alle méglichen Anordnungen. 
Dazu ist zunachst (>’ w;,)" zu entwickeln und dann iiber jedes Glied 
der auftretenden Summen einzeln zu mitteln®. Setzt man yp; 4, = a; , 
wobei der Index 7 jetzt die Paare zahlt, so lassen sich die %; im Gitter 


* VAN DER WAERDEN: Z. Physik 118, 473 (1941). 

* KRAMERS u. WANNIER: Phys. Rev. 64, 159 (1943). 

* Vgl. auch OpEcHowskKI [Physica, Haag 4, 181 (1937)], der eine ganz ahnliche 
Rechnung fiir den Fall des Ferromagnetismus durchfihrt, jedoch mit quanten- 
mechanischer Mittelung iiber Spinmatrizen an Stelle von = le 
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darstellen durch Verbindungsstriche zwischen benachbarten Atomen. 
Jedem einzelnen Glied der Summen in der Entwicklung von (> 0.) ' 
entspricht ein Diagramm solcher Verbindungsstriche. Beispiel: 7 = 4. 


1 SR PeTE oF ee 
«OER ae Dey (jeweils ein vierfacher Strich) 


-S'a3%,  (jeweils ein dreifacher und ein einfacher Strich) 


1 a? eens : : 
+ 57 D1 a7 a2 (jeweils zwei doppelte Striche) 
1 " BA nary. one : 
ISP dia a, a, (jeweils ein doppelter und zwei einfache Striche) 

=f 


> %%a,%,, (jeweils vier einfache Striche) . 
Bei der Mittelbildung ergeben nun alle Glieder Null, bei denen irgendein 
Atom von einer ungeraden Anzahl Striche getroffen wird. Das ist 
bestimmt in der zweiten und vierten Summe der Fall. Die erste und 
dritte Summe liefert Beitrage, die durch die Zahl der Paare im Gitter 
bestimmt sind. Die Glieder der letzten Summe liefern nur einen Beitrag, 
sofern die Paare 7, k, /, m einen geschlossenen Streckenzug bilden (in 
diesem Fall ist «,; %, %,%,, = + 1, unabhangig von der Wahl der uw). 
Die Abzahlung solcher geschlossener Streckenziige von Atom zu Atom 
bildet den wesentlichen Teil der Aufstellung der Reihenglieder und ist 
fiir die verschiedenen Gittertypen charakteristisch. Im ebenen qua- 
dratischen Gitter nun bilden diese Streckenziige die gleichen geo- 
metrischen Gebilde, die bei tiefen Temperaturen zu zahlen waren, 
wahrend im raumlichen Gitter keine Beziehung zwischen beiden Ab- 
zahlungen besteht. 

Ist N die Zahl der Atome im Gitter, 4 die N-te Wurzel der Zustands- 
summe, E die Energie, z die Zahl der nachsten Nachbarn eines Atoms, 


eee eee A ie loge Er a Nv die Energiedifferenz zwischen 
vollstandiger Ordnung und vollstandiger Unordnung, dann 1aBt sich 
bei tiefen Temperaturen schreiben 


log A =— * hog x +2, 
4 1>0 


wobei y, der aus den Abzahlungen ermittelte Entwicklungskoeffizient 


von log 4 ist, aa 
Ee ae INH ee 


4 
ST eet i re a Zale 
bei hohen Temperaturen (die Entwicklungskoeffizienten mit f, be- 


zeichnet) : log A = Bf, #” + const 


4 dlog A Pp =i) 
=- == — Ey: ae 
E 7 Nv ax OF LP Pet 
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Es ergibt sich im einfach kubischen Gitter bei tiefen Temperaturen : 
log A = —1,5 - log x + 46 + 3 10 35 i2 SES x14 33 416 ae 104,33 xis _- 
—280,5 47° = 810 422 =—- 2367,/5 4" = 


E=E,(—1+4%8 +2048 — 28.212 + 140 44 — 35247° 1252008 — 
= 3740 42° {245242 87852 47° =), 


bei hohen Temperaturen: 


log A = const + 1,5? + 2,75 x* + 18,067x® + 147,080 #8 + 
fe 5b Oe aie 
E = — E, (% + 3,667x8 + 36,133%5 + 392,213 2? + 5105,27x° +---). 


Im kubisch raumzentrierten Gitter bei tiefen Temperaturen: 


log A= — 2log x + x§ + 4 x14 — 4,5 x16 + 28 x79 — 64 x2 + 48,33 x?4 + 
+ 204 x? — 786 x28 + 1164 x29 +. 922,75 x32 — 8760 x*4 + --- 
E =E,(—1 +428 + 28 «14 — 36 x16 + 280 x20 — 704 422 + 580 x24 4- 
+2652 26 — 11 004 «8+ 17460 x99 + 14764 x82 — 
— 148920 «84 +--+), 


bei hohen Temperaturen: 


log A= const + 2 x? + 11,667 x4 + 132,089 x® + 2214,373 x8 +--+ 
E = —Ey (% + 11,667 3 + 198,133 %® + 4428,746 x? +--+). 


Im kubisch flachenzentrierten Gitter bei tiefen Temperaturen: 


log A= — 3 log % + x12 + 6 x?2 — 6,5 x24 + 8 430 4 42 432 — 120 x34 -4- 
72,33 x38 + 24 %88 4. 423 140 4 426 x42 — 1623 x44 + 
+ 2418 x46 +... 


E = Ey(—1 +4212 + 44 x22 — 52 x24 + 80 80 4 448 432 — 1360 x34 -4 
+ 868 x96 + 304 x88 + 1640 x49 + 1764 x42 — 23 804 x44 + 
+ 37070948 4 -.-), 


bei hohen Temperaturen : 


log A= const + 3x? + 8x? + 32,54 + 160 x5 + 886,133 «8 + 
+ 5389,87 “7 +-:- 


E = — E(x + 4x2 + 21,6673 + 133,333 x4 + 886,133 x5 + 
+ 6288,18 x8 +---). 


Der Verlaut der Energie, wie er sich aus den Reihen ergibt, ist in Fig. 4 
in Abhangigkeit von RT/E, dargestellt. Fir tiefe Temperaturen legen 
die Kurven dicht beieinander (fiir kubisch raumzentriertes und flichen- 
zentriertes Gitter fallen sie innerhalb der Zeichengenauigkeit zusammen). 
Nimmt man an, da die héheren Glieder von log 4 eine geometrische 
Reihe bilden, die bis zum Curiepunkt (s. unten) konvergiert, so wird 
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der durch Abbrechen der Reihe verursachte Fehler durch die GroBe der 
Pfeile angezeigt. Eine recht sichere Abschatzung der Lage des Curie- 
punktes ist mit Hilfe der spezifischen Warme C méglich, deren rezi- 
proker Wert dort (zumindest annahernd) null wird!. Die spezifische 
Warme ist eine eindeutige Funktion von RT/E, (bzw. x oder %) mit 
den Reihenentwicklungen 

C 


ee eas a 12>), 2} 


fiir tiefe Temperaturen und 
C = 
a Sv (vy — 1) Bx 


y 


fiir hohe Temperaturen. 


0 ai 
-92 ee eee 
| A 
—O# Fisk MR = ——— 
is ce o------« eben. guadrat 
£o -06 ee - —— ent kubisch 
ff x——*« kub, raumzentr. 
~98 y ___ --~ kub. Hach. zentr__| 
-10 once = 4 
a) 10 15 20 
fale 
£5 


Fig. 1. Mnergieverlauf. Fir tiefe Temperaturen fallt die Energie des flachenzentrierten Gitters mit der 
S> te = 3 
des raumzentrierten zusammen. 


Die hierzu reziproken Reihen konvergieren in der Nahe des Curie- 
punktes wesentlich besser als die angeschriebenen. Das Ergebnis ist in 
Fig. 2 aufgezeichnet zusammen mit den ONsAGERschen Werten fiir das 
ebene quadratische Gitter. Daraus ist die Lage des Curiepunktes abzulesen 


im einfach kubischen Gitter: TGS 135 Lalit 
im kubisch raumzentrierten Gitter: T,~1,41E,/R 
im kubisch flachenzentrierten Gitter: 7,7 1,44E,/R. 


Die Art des Einmiindens von R/C in den Curiepunkt laBt sich mit 
unseren Methoden nicht sicher bestimmen, zumal da die Fehler der 
nichstliegenden Punkte betrachtlich sein konnen. 

Zam Vergleich mit experimentellen Werten eignet sich am besten 
die spezifische Warme. Die Messungen zeigen einen scharf bestimmten 
Curiepunkt. Die Festlegung von RT,/E, bedeutet die _eindeutige 
Zaordnung der theoretischen Temperaturskala. Sie beeinfluBt die 


x lien hat OpEcHOwSKI [Physica, Haag 4, 181 (1937)] den Curiepunkt 
aus dem Nullwerden der reziproken Suszeptibilitat erschlossen. 
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Héhe der spezifischen Warme nicht. Experimentell besteht die Schwie- 
rigkeit, daB von der gemessenen spezifischen Warme der , normale‘ 
Anteil abgezogen werden muB, bevor ein Vergleich mit den gerechneten, 
nur die Anordnungsenergie betreffenden Werten mdéglich ist. Genauer 
untersucht wurde Nickel (kubisch flachenzentriert), Eisen («- und f- 
Phase, kubisch raumzentriert) und f-Messing (kubisch raumzentriert 
mit 50% Zn, 50% Cu). 


Gitter : 


15 | A$ ervrrrsrre eben. guadrar. - 
—= eink kubisch 
| x— —« kub. raumzentr 


| o—-— kub, fldch. zentr 


= 


t) v 
O5 40 45 20 65 
Fig. 2. Reziproke spezifische Warme des Modells. 


Fiir Nickel wurden Messungen der spezifischen Warme von MosER? 
benutzt. Lapp? berechnet die normale spezifische Warme C* nach der 
Desyeschen Theorie. Sie fallt offensichtlich im betrachteten Tempe- 
raturintervall zu klein aus (Fig. 3). Es gentgt fiir unsere Zwecke, sie 
linear in JT anzunehmen. Man kann etwa in zwei willkiirlichen Punkten 
unter- und oberhalb des Curiepunktes theoretische und experimentelle 
Werte aneinander angleichen. Wesentlich ist die Tatsache, daB aus 
experimentellem Curiepunkt und theoretischem Wert fiir RTZ,/E, die 
Umwandlungswarme £, folgt. Setzt man bei Nickel RT7,/E, = 1,44, 
so. folgt mit 772=:354° € =:627° Ki Ey = 436° “RR =865 cal/e-Atom: 
In Fig. 4 ist die normale spezifische Warme so gewahlt, daB fiir tiefe 
Temperaturen die anomale Warme gegen Null geht, wahrend fiir hohe 
Temperaturen sich experimentelle und theoretische Kurve bei etwa 
650° treffen: 


Crema 3,002 0083510 @ era (ley. 


DAMON HUS INV, 25 Shy WT (ORO). 
* Lapp: Ann. Phys., Paris 12, 442 (1929), 
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Dann ergibt sich fiir die zusatzliche Energie zwischen 0°C und 650°C: 
650°C 


AL n= if Cadl—188°:R 
0c 


=I = ie 
60 = et i a 4+ ees 
| it | | | IN | 
Messing} Teen | PN 
i ' , 
PS 
50} —— bes oe 
| x | Fa | | 
t | bape hale be | 
L | Af a | | 
P I | | 
Nickel /7 \ 
40}—_1— = + es : & = 
7 x | Seaakeasie es, me 
od Stare 
a se a ee ee ie (Messing) 
es CE ee | | | 
Laat Lt 
30 oe aes api Wire GA 9 | | 


| ey: | | 
0 100 200 300 400 '500 600 700 300 900°C 

—— To(Ni) 7-(Hessing) 7,(Fe. 
Die in der untersten Kurve eingetragene 


Fig. 3. Spezifische Warme, MeBwerte und normale Anteile. 
normale spezifische Warme des Nickels von Lapp nach der Depyeschen Theorie berechnet 


a 


15 
| 
| 
= 
2 


T 
> 
| es = — —— 
| 


~y 
= 


10 45 
Rigs Oe 
£o 
| 1 fie St: i 
-140 0 700 200 300 r AE 500 600 700°C fur Nickel 
c — 


Fig. 4. Anomale spezifische Warme im flachenzentrierten Gitter. 


(Can anomale spezifische Warme = Differenz zwischen gemessener und 
normaler spezifischer Warme) gegeniiber der theoretischen Energie- 
zunahme im gleichen Intervall: 0,628 < RT/E, < 2,13 

A Ew =0;868E, =370°-R. 
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Der experimentelle Wert ist merklich kleiner als der theoretische. 
Die Umwandlung ist in Wirklichkeit auf ein schmaleres Temperatur- 
gebiet beschrankt als im Modell (vgl. Fig. 4). 

_ Fir Eisen liegen Messungen der spezifischen Warme von BAEr- 
LECKE! vor. Er beobachtet den Curiepunkt bei 758°C = 1031° kK. 
Mit RT/E, = 1,41 gema8 dem kubisch raumzentrierten Gitter folgt 


daraus E, = 732°:R = 1452 cal/g-Atom. Die normale spezifische 


Te 
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Fig. 5. Anomale spezifische Warme im kubisch raumzentrierten Gitter. 


Warme wurde wieder linear in JT angesetzt mit einer Steigung ahnlich 
derer bei Nickel oder dem gleich zu behandelnden Messing (s. Fig. 3): 


Coommalie “al BEDE —+ 0,0873 -10°2 grad 1 (T— 200° C) . 


Die anomale spezifische Warme ist im ganzen Temperaturbereich 
wesentlich gréBer als in der Theorie, insbesondere bei hohen Tempe- 
raturen, wo die Werte zu groB sind, um in Fig. 5 noch zu erscheinen. 
Fiir Temperaturen oberhalb 900° C wird ein Vergleich unméglich wegen 
einer weiteren Kristallumwandlung von kubisch raumzentriertem Gitter 
in flachenzentriertes Gitter. Es ergibt sich 
900°C 
AE exp = f CandT~1400°:R 
an Stelle von ie 


A Em = 0,776 Ey = 568°: R, 


' BAERLECKE: Diss. Aachen 1936. — LanpboLt-BORrNSTEIN: Physikalisch- 
chem. Tabellen, 5. Aufl., 3. Erg.-Bd., S. 2237. 
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wobei die entsprechenden Grenzen von RT/E, 0,373 und 1,604 sind. 
Der gegentiber der Theorie viel zu hohe Wert von AE ist in erster 


Linie durch die groBe spezifische Warme oberhalb des Curiepunktes 
bedingt. 


Im Vergleich zu Ferromagnetica, fiir die die hier benutzte Art der 
Mittelbildung bekanntermaBen unzureichend ist?, sollte die Anwendung 
klassischer Statistik bei Mischkristallen mehr Erfolg versprechen. Auf 
Grund von Messungen von Moser wurde f-Messing untersucht. Als 
normale spezifische Warme wurde die von MosER? angegebene benutzt, 
der aus der spezifischen Warme von Kupfer und Zink das Mittel bildet 
(und tiber den Schmelzpunkt von Zink hinaus linear extrapoliert): 


Crorma/R = 2,95 + 0,0920 - 10-2 grad (T— 0°C). 


Nach der Theorie sollte sich die anomale spezifische Warme des Mes- 
sings von der des Eisens nur im TemperaturmaBstab unterscheiden, was 
sich nicht bestatigt. Mit T; = 461°C = 734° K, RT,/E, = 1,41 ergibt sich 
hier Ey = 521° - R = 1034 cal/g-Atom [14 g-Atom = 4(63,57-+ 65,38) g]. 
Aus den Messungen erhalt man 


700°C 
Eexp= f CandT =384°-R, 
OFC 


wahrend sich theoretisch fiir das Intervall 0,524 < RT/E, < 1,87 
AE wy = 0,828 Ey == 431° © R 


ergibt. Wie bei Nickel ist die Umwandlung auf ein schmaleres Gebiet 
beschrankt als die Theorie voraussagt. Doch scheint dicht unterhalb 
des Curiepunktes die wirkliche anomale spezifische Warme die des 
Modells zu iibersteigen. Diesen Verlauf wie auch die Kleinheit von 
AE.) kann man im Fall des Mischkristalls darauf zurtickfiihren, daB 
sich bei tiefen Temperaturen der Gleichgewichtszustand nicht ein- 
stellen kann, da die dazu notigen Platzwechsel zu unwahrscheinlich 
werden. Dadurch, daB der bei einer tiefen Temperatur vorhandene Zu- 
stand dem Gleichgewicht bei einer héheren Temperatur entspricht, 
wird beim Erwarmen zuniachst wenig Umordnungsenergie aufgenommen, 
die spezifische Warme ist zu klein. Durch die Tragheit der Gleich- 
gewichtseinstellung bleibt dies so, bis die Temperatur des Korpers um 
einen gewissen Betrag hoher ist, als seinem Zustand entspricht. Wird 
dann durch die stirkere thermische Bewegung die Einstellung des 
Gleichgewichts erleichtert, so wird das Verséumte nachgeholt, d.h. im 


1 Vgl. OpEcHOWSKI: Physica, Haag 4, 181 (1937). — HEISENBERG: Z. Physik 


49, 619 (1928). 
2 Moser: Phys. Z. 37, 737 (1936). 
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folgenden Temperaturintervall mehr Umordnungsenergie aufgenommen 
als nach der Gleichgewichtstheorie. 

Vielleicht ware es fiir das Problem der Mischkristalle wichtiger, 
die Méglichkeiten der Gleichgewichtseinstellung zu untersuchen, als 
eine exakte Lésung des vorliegenden Modells im Gleichgewicht zu finden. 

Im ganzen stellt die Theorie wohl das qualitative Verhalten in der 
Umgebung des Curiepunkts richtig dar, aber nicht den Verlauf und 
die GroBe der spezifischen Warme im einzelnen, 


Ich moéchte die Gelegenheit nicht versiumen, noch einmal Herrn 
Prof. VAN DER WAERDEN meinen herzlichsten Dank auszusprechen fiir 
die Anregung zu dieser Arbeit und die vielen Diskussionen, die er diesem 
Problem gewidmet hat. Dariiber hinaus danke ich Herrn Prof. HuND 
fiir mehrfache Ratschlage, sowie Fraulein Dr. RUNGE und Herrn Prof. 
Dorine fiir einige Hinweise, die mir bei der Verdffentlichung niitzlich 
waren. 


Gottingen, Max-Plank-Institut fir Physik. 
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Neue Naherungsmethode 
fiir die Beugung am ebenen Schirm. 
Von 
WERNER BRAUNBEK, Tiibingen. 
Mit 2 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 17. Dezember 1949.) 


Neben der KrrcHHorrschen Naherung werden eine Reihe neuerer Naherungs- 

methoden des Problems der Beugung einer skalaren Welle an einem ebenen Schirm 

mit Offnung oder an einer ebenen Scheibe diskutiert. Sie vermégen alle keine 

genauen Ergebnisse fiir kleine Wellenlange (groBes ka) zu liefern, selbst die in 

Einzelfallen bekannten strengen Lésungen nicht, da ihre Reihen fiir groBes ka 
sehr schlecht konvergieren. 


Um diese Liicke auszufiillen, wird ein neues, von vornherein nur auf groBes ka 
zugeschnittenes Naherungsverfahren entwickclt, das von Ersatzrandwerten auf 
dem Schirm Gebrauch macht, welche der SOMMERFELDschen strengen Lésung 
der Beugung an der Halbebene entnommen werden. Das Verfahren geht in seinen 
Ergebnissen wesentlich iiber die KircHHOoFFsche Naherung hinaus und soll in 
einer weiteren Arbeit auf ein spezielles Problem angewandt werden. 


1. Allgemeines. 

Nur wenige Beugungsprobleme lassen sich streng losen, und auch 
diese vielfach nicht anders als durch Reihenentwicklungen, welche nur 
bei geniigend groBer Wellenlange (kleinem ka) gut konvergieren. 
Naherungsmethoden haben daher in der Beugungstheorie stets eine 
groBe Bedeutung besessen. 

Fiir den speziellen Fall, der uns hier allein beschaftigen soll, daB 
das beugende Hindernis eine ebene Scheibe beliebiger Form oder eine 
Offnung beliebiger Form in einem unendlichen, ebenen Schirm dar- 
stellt, steht zundchst die altbekannte KrrcHHorrsche Naherung zur 
Verfiigung, die, urspriinglich nur fiir skalare Wellen entwickelt, neuer- 
dings auch auf elektromagnetische Wellen ausgedehnt werden konnte’. 


Die Kircuyorrsche Naherung geht fiir die skalare Wellengleichung 
Au+k?u=0 (1) 


(uw bedeutet stets die komplexe Amplitude ; Zeitfaktor e~'”* ist zu er- 
ganzen) aus dem KircHuHorrschen Integral 


up= | (uso — 52 Gai (2) 


i BRAND, W.: Z. Naturforschg. 3a, 500 (1948). 
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hervor, wobei Ps 


é 
G = AnY (3) 
die GREENsche Funktion des unendlichen Raumes fiir die Wellen- 
gleichung (1) ist, und das Integral iiber die ganze Schirmebene (Schirm ~- 
Offnung) erstreckt wird. Die Wellenfunktion up, in einem von der 
Wellenquelle aus hinter dem Schirm liegenden Punkt P ergibt sich so 
aus den als bekannt angenommenen jenseitigen (z = + 0) Rand- 
werten « und @u/@éz auf der Schirmebene. Die Richtung -+ z ist da- 
bei die von der Wellenquelle wegweisende Normalenrichtung auf der 
Schirmebene z= 0. 

Gl. (2) gilt streng, falls fiir w und Gu/éz unter dem Integral die 
tatsachlichen jenseitigen Randwerte auf der Schirmebene eingesetzt 
werden. Die KircHHorrsche Beugungsnaherung ersetzt jedoch diese 
Werte, die ja nicht bekannt sind, durch Null fiir den abgeschirmten 
Teil (kurz: Schirm) und durch die unveranderten u- und éu/éz-Werte 
der einfallenden Welle fiir den nicht abgeschirmten Teil (kurz: Off- 
nung) der Schirmebene, was physikalisch etwa dem Verhalten eines 
,schwarzen‘‘ Schirms nahekommt, aber auch fiir diesen keinesfalls 
mit der Wirklichkeit iibereinstimmen kann, da die willkirlich einge- 
setzten u- und @u/0z-Werte sich bei der Berechnung von wp nach (2) 
auf der Schirmebene zzcht reproduzieren. 

Wie groB in einem bestimmten Fall der Fehler ist, den man mit 
der KircHHorFrschen Naherung gegeniiber der Wirklichkeit begeht, 
1aBt sich schwer angeben, da diese Naherung zwar im allgemeinen als 
Naherung fiir grofes ka (a eine Lineardimension des Hindernisses oder 
der Offnung), also fiir kleine Wellenlange gilt, sich aber n7cht als erstes 
Glied einer Reihenentwicklung nach Potenzen von 1/ka auffassen laBt. 
Man ist daher auf Vergleich der KrrcHHorFschen Naherung in Einzel- 
fallen mit einer strengen Losung angewiesen, wie ihn kiirzlich MEIXNER 
und Fritze! fiir den Fall der Beugung der skalaren Welle an der Kreis- 
scheibe durchgefiihrt haben, fiir welchen eine strenge Lésung von Bouw- 
KAMP? und von STORRUSTE und WERGELAND® angegeben worden ist 
Ein solcher Vergleich zeigt einerseits, daB selbst in hindernisnahen 
Gebieten und schon bei nicht sehr groBen Werten von ka (a hier Radius 
der kreisférmigen Scheibe) die KircHHoFFsche Naherung, vor allem 
wenn man sie wie MEIXNER etwas modifiziert, eine ganz ordentliche 
Darstellung der Verhaltnisse zu geben vermag, daB sie aber andererseits 
in mancher Hinsicht (vgl. U gegen U, oder U, in Abb. 16 bei MEIXNER, 


1 MEIXNER, J., u. U. Fritze: Z. angew. Phys. 1, 535 (1949). Herrn MErxner 
méchte ich an dieser Stelle fiir die Ubersendung der Korrektur dieser Arbeit vor 
deren Erscheinen besonders danken. 


2 BouwKamp, C. J.: Diss. Groningen 1941. 
3 STorRusTE, A., u. H. WERGELAND: Phys. Rev. 73, 1397 (1948). 
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1c.) selbst in der Grenze sehr groBer ka nicht in die Ergebnisse der 
strengen Lésung tiberzugehen scheint, was man doch eigentlich erwarten 
sollte. Dabei ist allerdings noch zu sagen, daB sich die strenge Lésung 
hier, wie auch meist sonst, auf den vollstandig reflektierenden (akustisch 
gesprochen: unendlich schallharten) Schirm bezieht und nicht auf den 
,schwarzen Schirm. 

Andere neuere Naherungsmethoden wie die von SOMMERFELD! oder 
von LEVINE und ScHWINGER? funktionieren nur gut bei &leinen ka. 
Zudem gestattet die ScHwiNcERsche Methode, die sich auch zu gréBeren 
ka ausdehnen 14B8t, nur die Ermittlung des Wellenfeldes in groBer Ent- 
fernung von Hindernis oder Offnung. Eine besondere Stellung nimmt 
ein neues, interessantes Naherungsverfahren von FRANz® ein, das als 
erste Naherungsstufe auf die KrrRcHHoFFsche Naherung fiihrt, aber 
beliebig dariiber hinauszugehen erlaubt. Die FRANzsche Methode ist 
bei groBen und bei kleinen Wellenlangen anwendbar. Bei kleineren 
Wellenlangen (ka => 1) stellen die einzelnen Naherungsstufen dieses 
Verfahrens jedoch keine Entwicklung nach Potenzen von 1/ka dar, 
wie ja schon oben betont wurde, daB die KircHHoFFsche Naherung 
nicht als erstes Glied einer solchen Entwicklung aufgefaBt werden 
kann. Die Resultate der FRANZschen Methode sind daher, bis zu einer 
bestimmten Ndaherungsstufe durchgefiihrt, auch nicht geeignet, das 
asymptotische Verhalten des Wellenfeldes fiir sehr groBes ka richtig 
wiederzugeben. 

Der Uberblick zeigt, daB keines der angefiihrten Naherungsverfahren 
in der Lage ist, fiir sehr groBe ka (sehr kleine Wellenlange) gute Ergeb- 
nisse zu liefern, d.h. Ergebnisse, deren relativer Fehler nirgends im 
Feld die GréBenordnung 1/ka iiberschreitet, daB also auch keines in 
der Lage ist, das Verhalten des Wellenfeldes in der Grenze ka —oo 
richtig darzustellen. Dies gilt sogar fiir die wenigen vorliegenden 
strengen Lésungen ~— mit Ausnahme des nachher noch eingehend 
erérterten Falls der Beugung an der Halbebene —, da die schlechte 
Konvergenz ihrer Reihenentwicklungen fiir groBe ka ihre Anwendung 
in diesem Falle praktisch vereitelt. 

Das im folgenden geschilderte, neue Naherungsverfahren soll die 
Liicke ausfiillen, welche hierdurch entsteht. Es ist von vornherein 
ausschlieBlich auf den Fall ka >1 zugeschnitten. Es besteht nur 
aus einem einzigen Naherungsschritt, liefert jedoch fiir groBe ka Werte, 
deren Fehler wie 1/ka gegen Null gehen, und ist damit fiir gentigend 
groBe ka allen anderen Naherungsmethoden und selbst den strengen 


2 Levine, H., u. J. ScHwINGER: Phys. Rev. 74, 958 (1948); 75, 1423, 1608 


(1949). 
3 Franz, W.: Z. Physik 125, 363 (1949). 
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strengen Lésung in einem Einzelfall zeigt zudem, dab das neue Nahe- 
rungsverfahren selbst bis ka 1 herunter die wirklichen Verhaltnisse 
besser trifft als die KircHHorrsche Naherung. 


2. Das Problem. 


Gegeben sei folgendes Problem: In einem unendlich ausgedehnten, 
unendlich diinnen Schirm S, der in der Ebene z = 0 liegt, befindet 
sich eine beliebig geformte Offnung O (Fig. 1). Der Schirm und die 
mit einer ebenen Haut iiberspannt gedachte Offnung bilden zusammen 
die ,,Schirmebene“’ z= 0. Es soll auch der Fall in der Betrachtung 
eingeschlossen sein, daB S der begrenzte und O der unbegrenzte Teil der 
Schirmebene ist, also der Fall der beugenden 
Scheibe. Auf die Schirmebene fallt aus der 
negativen z-Richtung die ebene, skalaret 
Welle e’** auf. Auf der Schirmoberflache soll 
(beiderseitig) die Randbedingung éu/0z =0 
gelten, was physikalisch einen unendlich 
schallharten (vollstandig reflektierenden) 
Schirm bedeutet, falls unter « das 
Geschwindigkeitspotential einer skalaren 
Schallwelle verstanden wird. Daneben soll 
Fig. 1. Ebener Schirm mit Offmung. gelegentlich auch auf den Fall der Rand- 

bedingung #0 hingewiesen werden. 

Die Wellenfunktion w in einem Punkt P der ,,Schattenseite’ z>0 
wird exakt durch (2) gegeben, wenn unter dem Integral die tatsachlichen 
jenseitigen (z= +0) Randwerte eingesetzt werden. «# ist demnach 
zunachst nur fiir z >0O definiert; es ist die ,,Beugungswelle“, falls der 
in Fig. 1 dargestellte Fall der begrenzten Offnung zugrunde gelegt wird. 
Auf der Seite der einfallenden Welle, z< 0, herrscht in diesem Fall 
eine Erregung, die sich aus einfallender Welle, reflektierter Welle und 
Beugungswelle zusammensetzt. Dieselbe Beugungswelle u lést jedoch 
auch das ,,komplementiare‘‘ Problem, welches durch Ersatz der be- 
grenzten Offnung durch eine begrenzte Scheibe gleicher Form (Ver- 
tauschung von S und Q) entsteht, wobei aber im ersten Fall der Schirm 
die Randbedingung u = 0, im zweiten die Randbedingung éu/éz = 0 
haben mu8 oder umgekehrt. Dies ist der Inhalt der erweiterten BABINET- 
schen Prinzips. Im Fall der Scheibe tritt allerdings die Beugungswelle 
nicht allein auf, sondern sowohl fiir z< 0 als fiir z +0 der einfallenden 
Welle tiberlagert. 


* Die Methode ist grundsatzlich auch auf die elektromagnetische Welle an- 
wendbar, jedoch treten dort infolge des verschiedenen Winkels der Polarisations- 
ebene mit den einzelnen Linienelementen der Offnungsberandung etwas kom- 
pliziertere Verhaltnisse auf. 
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Soll fiir den Fall der begrenzten Offnung auf dem Schirm u = 
gelten, fiir den Fall der begrenzten Scheibe dagegen GU Oz =O) So 
lassen sich die Wellenfunktionen iibersichtlich zusammenstellen wie 
folgt: 


Wellenfunktion 


Schirmebene 


z<0 


O begrenzt 


S begrenzt 


Dabei ist w eine nur fiir positives Argument (im bezug auf z, die 
Abhangigkeit von x und y bleibt von dieser Betrachtung unberiihrt) 
durch (2) definierte Funktion, und zwar in beiden Fallen dieselbe. 


Im umgekehrten Fall, daB fiir die begrenzte Offnung @u/éz = 0 
auf dem Schirm gilt und fiir den begrenzten Schirm u = 0, gelten 
ahnliche Beziehungen wie (4) mit teilweise anderen Vorzeichen und 
nattrlich einer anderen Funktion uw. 


Die Funktion « von (4) lést aber noch ein drittes Problem exakt, 
namlich die Wellenausstrahlung einer starr im freien Raum schwin- 
genden Scheibe gleicher Form (frei schwingende Kolbenmembran). In 
diesem Fall ist die Wellenfunktion fiir z= 0 einfach 


i —u(—z), 


| + u(z). 


Auf die mathematische Identitat dieser drei physikalisch wesentlich 
verschiedenen Probleme ist schon mehrfach hingewiesen worden, so 
von BouwKamp (Il. c.), LEVINE und SCHWINGER (l.c.), von MEIXNER 
(l.c.) und von MAvE!. Die diesbeziiglichen Verhaltnisse werden dem- 
nachst an anderer Stelle noch ausfiihrlicher behandelt werden. 


Bei der Ermittlung der Funktion w? nach (2) wollen wir uns an- 
schaulich und in der Ausdrucksweise an den in Fig. 1 (O begrenzt) 
dargestellten Fall mit der Randbedingung « =0 auf dem Schirm 
halten. Dadurch werden dann die physikalisch interessanten Falle der 
Beugung an der Scheibe (Randbedingung du/0z = 0) und der Kolben- 
membran mitgelést. Schreibt man (2) in der Form: 


u = fue at+(— [Zeeai), (5) 


Oz Oz 


1 Maus, A.-W.: Z. Naturforschg. 4a, 393 (1949). 
2 Der Index P kann wegbleiben, wenn unter u auBerhalb des Integrals stets 
der Wert in einem beliebigen Raumpunkt, unterm Integral aber der Randwert 


verstanden werden soll. 
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so sind im Fall der ebenen Schirmflache die beiden Summanden gleich 
groB, und wu darf deswegen auch dargestellt werden als 


u—2|u——af (6) 


oder 
u= —2f oes Gud (7) 


oder irgend eine Linearkombination dieser Ausdriicke!. 

Nach (6) und (7) geniigen die Randwerte von w allein oder die 
Randwerte von @u/éz allein zur Bestimmung des Wellenfeldes u, aber 
die Randwerte miissen in der ganzen Schirmebene, S und O, bekannt 
sein. Die folgende Zusammenstellung zeigt, was die K1iRCHHOFFsche 
Naherung benutzt, und was iiber die exakten Randwerte bekannt ist, 
wobei die Werte der einfallenden Welle e’** fiir z= 0, w= 1 und 
du/dz =7k eingesetzt sind: 


Randwerte von 


KrrcHHOFFsche Naherung 
exalt 5.) ees aes 


Gk | 
tk 

Wenden wir uns zunachst der Ermittlung von w nach (7) zu, so 
fehlen zu einer exakten Bestimmung die Randwerte von ¢u/éz auf S, 
welche die KircHHoFrFsche Naherung falschlich gleich Null setzt. Von 
diesen Randwerten weiB man aber von den strengen Lésungen spezieller 
Falle her, daB sie bei groBem ka nur in einem schmalen Saum um die 
Offnung herum (in Fig. 4 gestrichelt angedeutet) wesentlich von Null 
verschieden sind, in einem Saum, dessen Breite nur wenige Wellen- 
langen betragt, und daB sie nach auBen rasch gegen Null abfallen. Der 
Beitrag dieses schmalen Saumes zum Integral (7) ist es also, den die 
KircHHOoFFsche Naherung vernachlaissigt. 


3. Die Ndherungsmethode. 

Die neue Naherungsmethode ersetzt nun ganz einfach die Rand- 
werte in dem schmalen Saum, die exakt nicht bekannt sind, durch die- 
jenigen Randwerte, welche dort bestehen wiirden, wenn der Rand der 
Offnung, dem sich der Saum anschmiegt, nicht eine Kurve, sondern 
eine (unbegrenzte) Gerade ware, d.h. aber durch die Werte des von 
SOMMERFELD? exakt gelésten Problems der Beugung an der Halbebene. 

DaB dieses Verfahren bei groBem ka, wo der Saum um die Offnung 
schmal ist, eine wesentliche Verbesserung der KrrcHHOFFschen Naherung 


F siehe Zz. Bi auch |p ViErxNiar lnc: 
* SOMMERFELD, A.: Math. Ann. 47, 317 (1896). 
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darstellt, welche die Randwerte auf S uberhaupt vernachlassigt, ist 
einleuchtend; ebenso, daB die Verbesserung um so wirksamer wird, 
je groBer ka und je schmaler damit der Saum im Verhiltnis zu den 
Abmessungen der Offnung ist. 

MaBgebend fiir die Brauchbarkeit der Ersatzwerte ist, daB an jeder 
Stelle des Randes die Breite des Saums klein ist gegen den Kriimmungs- 
radius der Randkurve, da dann ein im Verhaltnis zur Breite langes 
Stiick des Saums merklich geradlinig verlauft. Durchbrechungen dieser 
Bedingung schaden nicht viel, solange sie nur auf entsprechend kleinen 
Teilen der gesamten Randlange auftreten, und dies gilt sogar fiir den 
Grenzfall, daB auf einzelnen unendlich kurzen Randstiicken unendliche 
Kriimmung vorhanden ist, also Knicke in der Randkurve auftreten. 

Beim Grenziibergang ka->co wird der Saum unendlich schmal 
und die Naherungslésung nahert sich asymptotisch der exakten Lésung 
an. Daf dies nicht auch schon fiir die KircHHoFFsche Niherung gilt, 
hegt daran, daB auch der unendlich schmale Saum unter Umstanden 
noch einen endlichen Beitrag zum Wellenfeld liefert. 

Nun 148t sich aber w nicht nur nach (7), sondern auch nach (6) 
bestimmen aus den Randwerten von w allein. Diesmal sind nach (8) 
die Randwerte in der Offnung unbekannt, sind aber, ganz dhnlich wie 
im vorher besprochenen Fall nur in einem schmalen Saum, der sich 
diesmal inmnen an den Rand anschlieBt, merklich von Eins verschieden. 
Man ersetzt nun den Unterschied der w-Randwerte gegen 1, der exakt 
nicht bekannt ist, durch denjenigen Unterschied, der sich bei gerad- 
linigem Rand, also an der beugenden Halbebene ergibt, und kann so 
eine ganz entsprechende Naherung von der anderen Seite her durch- 
fiihren. Die Ergebnisse beider Naherungen, die sich formal aus ver- 
schiedenen Funktionen errechnen, stimmen natiirlich nicht exakt 
iiberein. Aus dem Grad ihrer Ubereinstimmung laBt sich jedoch ein 
weiteres Urteil iiber die Genauigkeitsbegrenzung der Methode und 
damit iiber ihre Brauchbarkeit gewinnen. 

Bezeichnen (w* — 1) und (@u/@z)* die oben naher definierten Ersatz- 
randwerte in der Offnung, bzw. auf dem Schirm (die jeweils nur in 
einem schmalen Saum wesentlich sind), so kommen als Grundformeln 
der Naherungsmethode unter Beriicksichtigung der Randwerte (8): 


aus (6): ura fo dp+2f ue —1) edt, (9) 
6) 6) 
aus (7): wa—2ik [ Gaj—2 | (Ft) aft. (10) 
6 s 


+ Die beiden Methoden, die zu den Gl. (9) und (10) fiihren, entsprechen etwa 
den beiden von LEVINE und SCHWINGER (I. c.) in ihrer ersten und zweiten Arbeit 
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Die jeweils ersten Integrale sind zwei (nicht iibereinstimmende) 
Formen der Krrcuuorrschen Naherung!, die jeweils zweiten die hier 
eingefithrte Korrektur. In ihnen ist nun nur noch (w*—1), bzw. 
(6u/z)* der SomMERFELDschen Lésung der Beu- 
gung an der Halbebene zu entnehmen. Legen wir 
an eine Stelle der Randkurve das aus Normalen- 
und Tangentenrichtung im Vorzeichensinn der 
Fig. 2 bestehende rechtwinklige Koordinatensystem 
(€, 7, z), so lautet das Beugungsfeld der Halbebene 
U mit Randbedingung u = 0, deren Rand die + 7- 
See ee es Achse bildet, falls die ebene Welle e’*? aus der 

Offmungsrandes. (—z)-Richtung einfallt, » den Abstand eines 

Punktes der (£, z)-Ebene vom Ursprung und 
den Winkel (&, 7) bedeutet: 


= Sy ice ea ats ae 
b= iE Cees ier pet Gdals aa jer ach (41) 
(It —0oo OO 
mit: 
y =krsing | 
4 
ea 
T = \j2krsin ; 
a (42) 
mle Mey Ur 
T'=—|2kr sin ae 


059522. 


Hieraus errechnet sich mit g =a unter Beachtung von: 


VHrRe. —\HkE : +o el a fe 
if eo ate f evdr= f evdrt=|/ne 4 


—co 


der Wert von u* entlang der (— &)-Achse, also in der Offnung, Zu: 


ova é 
Tie 7? 
us =e i i Oe (13) 


verfolgten Wegen. Dort sind aber andere Ersatzrandwerte benutzt, wodurch die 
ScHwincersche Methode, die tibrigens nur auf das Fernfeld anwendbar ist, gerade 
fiir mittlere und kleine ka eine gute Naherung liefert, waihrend der hier einge- 
schlagene Weg nur fiir groBe ka brauchbar ist, dort aber eine bessere Naherung 
ergibt. i 

+ J. MEIXNER (1. c.) hat gezeigt, daB das erste Integral in (10) im allgemeinen 
eine bessere Naherung darstellt als das erste Integral in (9). 
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wobei die Funktion ® durch diese Gleichung definiert sein soll und 
(—k&) dabei positiv ist. 

Ahnlich ergibt sich durch Differentiation von (11) nach @ wegen 


gale Wi ; 
ca See 


\ 


mit g = 0 der Wert von (éu/éz)* entlang der (+ &)-Achse, also auf 
dem Schirm, zu: 


|x —oo (14) 
=1tk(@ (ké) —W(ké)), 
wo @ dieselbe Funktion ist wie oben und 
eg 
Wi) aoa (15) 
SS Vege. 


Einsetzen der Ergebnisse von (13) und (14) in (9) und (10) gibt 
die Formeln fiir das gesuchte Wellenfeld w nach den beiden Naherungs- 
methoden: 


u=2f 4 at—2[O(—ké) SH) (16) 
O (6) 
u=—2ikf Gdf—2ikf (O(ké) (RE) Gaf. (17) 
O S 


Nun ist vor allem der Gang der Funktionen ® und Y mit  é inter- 
essant. Fiir groBes Argument laBt sich ® in die asymptotische Reihe 
entwickeln: 


Daraus ist ersichtlich, daB fiir groBes k & der Betrag von ® gegen 
Null geht, wie es sein muB und zwar wie (k €)—!, ebenso wie nach (15) 
auch der Betrag von Y. In der Differenz (®— WY) dagegen, die in (14) 
auftritt, hebt sich das Glied mit (k &)~+ exakt weg, und die Funktion 
(D—W) geht daher asymptotisch wie (k &)~# gegen Null, viel rascher 
also als @ allein. 

Das zweite Glied in (17) ist daher im allgemeinen kleiner als das 
zweite Glied in (16), weil sein Integrand rascher nach auBen abfallt 
als der andere nach innen, und so wird jetzt ganz klar, worauf die von 
MEIXNER (l.c.) festgestellte Tatsache beruht, da das erste Glied von 
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(17), bzw. (10) allein eine bessere Naherung liefert als das erste Glied 
von (16), bzw. (9) allein. Trotz dieser Unsymmetrie zwischen den zwei 
Naherungen (16) und (17) fiihren beide, wie in der Durchfihrung eines 
Beispiels gezeigt werden wird, in den Genauigkeitsgrenzen der hier 
besprochenen Methode auf dasselbe Wellenfeld w. 

Dieses Wellenfeld « explizit zu erhalten, ist nun nur mehr eine 
Sache der Auswertung der Gl. (16) und (17), d.h. in der Hauptsache 
der zweiten Integrale, der Korrekturglieder dieser Gleichungen. Die 
praktische Anwendbarkeit der Methode, fiir welche in einer nachfolgen- 
den Arbeit ein Beispiel gegeben werden soll, beruht wesentlich darauf, 
daB diese Integrale trotz ihrer [nach Definition von ® und W in (13) 
und (15)] relativ komplizierten Integranden in manchen Fallen auf 
ziemlich einfache, geschlossene Ausdriicke fiihren. 
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Auflésungsbegrenzung im Elektronenmikroskop 
durch Objektanderung*. 


Von 
H. Borrscu. 


(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Anstalt, Braunschweig.) 


(Eingegangen am 17. Dezember 1949.) 


Neuere experimentelle Untersuchungen zeigen, da8 Objekte, die mit Elektronen 

bestrahlt werden, dosisbedingten Veranderungen unterworfen sind. Andererseits 

geht aus statistischen Betrachtungen hervor, daB8 auch das Auflésungsvermégen 

bzw. die Me®genauigkeit dosisbedingt sind. Daraus folgt ein objektbedingtes 
Auflésungsvermégen. 


Als Ursache fiir die Begrenzung des Auflésungsvermégens des 
Elektronenmikroskops gilt heute allein die spharische Aberration und 
der Astigmatismus des Objektivs. Theoretisch sollten die jetzigen 
magnetischen Objektive bei Beriicksichtigung des Offnungs- und 
Beugungsfehlers Abstande von etwa 6 A auflésen, experimentell wurde 
aus dem Abstand getrennter Bildpunkte auf ein optimales Auflésungs- 
vermogen von etwa 12 A geschlossen!. Es besteht Aussicht, das in- 
strumentelle Aufldsungsvermégen soweit zu verbessern, daB auch die 
Atomabstande (etwa 3 A) getrennt werden kénnen. In diesem Fall 
wirden die Atome hinreichende Kontraste zu ihrer Darstellung geben?. 
Von dieser Seite aus erhebt sich also zur Zeit kein prinzipieller Einwand 
gegen die Moglichkeit einer Steigerung des instrumentellen Auflésungs- 
vermégens und einer Abbildung von Atomen. Fraglich ist jedoch, ob 
das jetzige oder zukiinftige instrumentelle Auflosungsvermogen tat- 
sachlich ausgenutzt werden kann oder ob durch den ElektronenbeschuB 
das Objekt soweit verandert wird, daB dadurch die Auflosung be- 
schrankt und die Abbildung der Atome unterbunden wird. Es steht 
also zur Diskussion, ob das Auflodsungsvermogen objektbedingt ist. 


Schon zu Beginn der Entwicklung der Elektronenmikroskopie wurde 
von verschiedenen Seiten darauf hingewiesen, daB das Objekt dem 
Beschu8B mit Elektronen vermutlich nicht standhalten wiirde. Dieser 


* Vorgetragen auf der Tagung der Deutschen Physikalischen Gesellschaft in 


Bonn am 21. September 1949. 

1 ARDENNE, M. v.: Kolloid-Z. 108, 195 (1944). — Hirttgr, J.: J. appl. physics 
17, 307 (1946). — Borrscu, H.: Experientia 3, 1 (1947). 

2 Borerscu, H.: Z. Naturforschg. 2a, 615 (1947). 
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schwerwiegende Einwand war damals nicht gerechtfertigt. In den 
letzten Jahren haufen sich jedoch Veroffentlichungen!: 2» » 4, in denen 
iiber Veranderungen des Objekts durch Elektronenbeschu8 berichtet 
wird. Wenn diese zum AnlaB der vorliegenden Untersuchung genommen 
werden, so geschieht dies, weil die instrumentelle Weiterentwicklung 
zu einem hdheren Auflésungsvermégen vermutlich mit sehr groBem 
Aufwand verbunden ist und man sich zunachst tiber die Erwartungen 
klar werden sollte, die an eine derartige Entwicklung bestenfalls ge- 
knipft werden kénnen. 

Eine Objektanderung kann durch verschiedene Faktoren verursacht 
werden. Es soll hier abgesehen werden von der Wirkung einer all- 
gemeinen Temperaturerhéhung des Objekts? und von der Anlagerung 
von Kohlenstoff aus Zersetzungsprodukten der Kohlenwasserstoffe des 
Restdampfes?. Denn beide Faktoren fiihren nicht prinzipiell zu Objekt- 
anderungen, da ihrem Einflu8 einmal durch Verringerung der Elek- 
tronenintensitat oder durch Verbesserung der Warmeableitungsbedin- 
gungen, andererseits durch ein besseres, kohlenwasserstofffreies Vakuum 
begegnet werden kénnte. Ein dritter sehr wesentlicher Faktor konnte 
durch H. Konic? isoliert werden. Er zeigte, daB Nitrozellulose durch 
Elektronenstrahlen in Graphit umgewandelt wird. Diese Objektande- 
rung nennt KONIG eine spezifische Wirkung der Elektronen, da sie 
nicht durch Temperaturerhédhung verursacht wird, wie Vergleichs- 
versuche im Vakuumofen zeigten. Soweit K6nic. Dieses Resultat 
kann so interpretiert werden, daB die spezifische Objektanderung wegen 
ihrer Temperaturunabhangigkeit nicht eine Funktion der Elektronen- 
intensitat, sondern der -dosis ist, daB es sich also um direkte Impuls- 
libertragung auf das Atom handelt. Fiir diese Annahme sprechen auch 
Untersuchungen von TRUMP und VAN DE GRAAFF®, nach denen ausge- 
heizte massive Anoden aus Stahl AnlaB8 zu einer Sekundadremission 
positiver Ionen geben, wenn sie mit Elektronen beschossen werden. 
Die Ausbeute betrug in dem hier interessierenden Spannungsbereich 
etwa 2: 10-4 Ionen je Elektron. Eine Anderung des Objekts wird nicht 
auf diese Beispiele beschrankt sein, sondern mehr oder weniger bei 
allen Substanzen stattfinden. 


1 KINDER, E.: Kolloid-Z. 95, 326 (1941). — Borrscu, H.: Kolloid-Z. 106, 
169 (1944). — Watson, J. H. L.: J. appl. physics 18, 153 (1947); 19, 110 (1948). — 
Cosstet, V.E.: J. appl. physics 18, 844 (1947). — Hiruier, J.: J. appl. physics 
19, 226 (1948). 

* Borrizs, B.v., u. W. GLASER: Kolloid-Z. 106, 123 (1944). — ARDENNE, 
M.v.: Kolloid-Z. 108, 195 (1944). — Konic, H.: Naturwiss. 34, 108 (1947). 

* Konic, H.: Naturwiss. 35, 261 (1948). 

4 Konic, H.: Nachr. Akad. Wiss. Géttingen, math.-physik. Kl. 1946, 24. — 
Konic, H., u. A. WINKLER: Naturwiss. 35, 136 (1948). 

* Trump, J.G., u. R.J..van DE GraarF: J. appl. physics 18, 327 (1947). 
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Eine dosisabhangige Objektanderung ist von prinzipiellem Interesse, 
da — wie gezeigt wird — zur Erzielung einer bestimmten MeBgenauigkeit 
eine bestimmte Elektronendosis notwendig ist und es fraglich ist, ob 
das Atom diese Dosis aushalt ohne seine Lage zu andern. Um ein MaB 
der so verursachten Begrenzung der MeBgenauigkeit oder des Auf- 
l6sungsvermégens zu erhalten, muB bekannt sein, wie groB die zur 
Abbildung notwendige Elektronendosis ist und wie das Objekt in 
Abhangigkeit von der Dosis verandert wird. Zuvor aber soll klargestellt 
werden, welche Erkenntnisse bestenfalls — wenn also keinerlei Objekt- 
anderung stattfinden wiirde — von einer ,,Abbildung’‘ von Atomen 
zu erwarten waren. 

Bildinhalt. 


Falls eine Steigerung des Aufldsungsvermégens bis zur Trennung 
der Atome gelingt, wiirde das Atom als Fehlerscheibchen von der GréBe 
dieses Abstandes dargestellt werden. Die Feinheiten der Potential- 
verteilung im Kristall, wie sie z.B. durch Auswertung von Réntgen- 
interferenzdiagrammen mit ihren zahlreichen Reflexen geliefert werden, 
witirden also bei dieser Art von Abbildung verloren gehen. 

Aber auch unter dieser einschrankenden Bedingung, wiirde eine 
direkte Abbildung den einzigartigen Vorteil bieten, daB die Schwer- 
punktslage einzelner Atome bestimmt werden kénnte. Es konnte also 
z.B. festgestellt werden, welche Atome im Kristallverband fehlen oder 
wie sie in nichtkristallinen Substanzen angeordnet sind. Derartige 
Aussagen vermag eine Rontgenstrukturanalyse nicht zu liefern, da 
diese nur Mittelwerte einer groBen Zahl von Atomabstanden zu er- 
mitteln gestattet. 

Elektronendosis. 

Die zu einer Abbildung unbedingt notwendige Elektronendosis ergibt 
sich aus Betrachtungen tiber statistische Schwankungserscheinungen. 
Es wird dabei vorausgesetzt, daB die Objektebene mit Elektronen 
— nach Zufallsgesetzen gleichmaBig verteilt — beschossen wird und 
da8 in der Bildebene jedes Elektron nachgewiesen werden kann. Die 
praktischen Eigenschaften des photographischen Aufnahmematerials 
bleiben dabei unberiicksichtigt. 

a) Im Hellfeld. Im Hellfeld der Bildebene treten dann unter anderem 


Kontrastschwankungen ein, die allein durch statistische Schwankungs- 
erscheinungen und nicht durch das Objekt verursacht sind. Die mittlere 
relative Schwankung des Hellfelduntergrundes infolge statistischer 
Schwankungen ergibt sich aus der Theorie der Schwankungserschei- 


\ANIN ==. (1) 


nungen zu: 
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Hierin bedeutet N, die mittlere Zahl der Elektronen, die das unter- 
suchte, auf ObjektgréBe reduzierte, Bildelement getroffen haben. Die 
Konstante k, ist eine Funktion der Wahrscheinlichkeit, mit welcher 
die Schwankung innerhalb der durch Gl. (1) festgesetzten Grenze liegt. 
Fiir k, =1 z.B. ist die Wahrscheinlichkeit W = 68%, fiir ky = 2 ist 
W=95%, fiir k, =3 ist W=99,7%. 

Damit eine Objekteinzelheit erkennbar wird, muB die durch sie 
im Bilde verursachte Schwankung (4.N/N), groBer als die durch rein 
statistische Prozesse verursachten Schwankungen sein: 


(AN/N)p = hy: V(ANINY, . (2) 


Durch die Konstante k, wird die Tatsache beriicksichtigt, daB die 
statistischen Schwankungen sowohl positiv wie negativ gegen den 
Mittelwert sind. Es gilt daher 1< k,< 2. In den folgenden Beispielen 
wird ky, = 2 gesetzt. Auf das Bildfehlerscheibchen vom Radius 7;, 
das als Bildelement gewahlt wird, sind daher nach Gl. (1) und (2): 


E kik, \2 
\e= (Gnas) : 
Elektronen zu schieBen. Das Bildfehlerscheibchen ist durch eine 
Objekteinzelheit (Index O) verursacht mit dem Radius 7). Wegen 
No = Np %/77; muB die Objekteinzelheit von mindestens: 


m2 (his) eT 


Elektronen getroffen werden, um sie durch ihren Kontrast von den 
statistisch erzeugten Kontrastschwankungen unterscheiden zu kénnen}?. 


Die Genauigkeit Av, mit der die Festlegung des Schwerpunktes 
der Objekteinzelheit erfolgt, ist den Voraussetzungen der Gl. (4) ent- 
sprechend durch den Radius 7, des Fehlerscheibchens gegeben. Um 
eine héhere MeBgenauigkeit zu erzielen, kann entweder der Durch- 
messer des Fehlerscheibchens verringert werden, was einer Erhéhung 
des Auflédsungsvermégens gleichkommen wiirde, oder es kann der 
Schwerpunkt des urspriinglichen Fehlerscheibchens durch VergréBerung 
der Zahl der MeBpunkte, also durch Erhéhung der Elektronendosis 


+ Fur eine méglichst genaue und sichere Auflésungsbestimmung aus der 
Messung des Minimalabstandes getrennter Bildpunkte ist es nach Gl. (4) bzw. (5) 
notwendig, die Ausmessung des Bildes (z.B. im Photometer) mit einer MeBflache 
vom Radius 7g des Bildfehlerscheibchens bzw. Ay vorzunehmen. Dieser Wert 
soll doch aber durch die Messung erst bestimmt werden. Hierin besteht die eigent- 
liche Schwierigkeit dieser Methode zur Auflésungsbestimmung. Da sie dennoch 
praktische Bedeutung erlangt hat, liegt unter anderem daran, daB bei der visuellen 
Bildauswertung unbewuSt schrittweise approximiert wird. 
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genauer ausgemessen werden. Um den Einflu8 der MeBgenauigkeit zu 
beriicksichtigen, schreibt man an Stelle von Gl. (4) daher zweckmabBig: 


No = (asinz) (G2). (5) 


Als Beispiel werde die Minimaldosis fiir die Abbildung eines Atoms 
nach dem Verfahren, das die starksten Kontraste ergibt, — ndmlich 
das Phasenkontrastverfahren! — bestimmt. Die Zahl der Elektronen, 
die vom Atom in die Offnung des Objektivs mit dem Offnungswinkel 
2 gestreut wird, betragt (0, %). Diese wiirden fiir sich im Bildfehler- 
scheibchen die Amplitude Au = const | (0,) erzeugen, wahrend die 
Amplitude der ungestérten Primarstrahlung im Bildfehlerscheibchen 


[rT A InT Re 
u = const |/N, = const ”]/N, betragen wiirde. Es werde nun ange- 
YO 


nommen, daB die vom Atom gestreuten Elektronen durch geeignete 
Phasenschiebung so mit der Primarstrahlung interferieren, daB ein 
maximaler Kontrast die Folge ist. Dann gilt fir du< u: 


(AN/N)g = 2A uu = 2-2 Yn (0, B)/No. (6) 
B 
Demnach wird die notwendige Dosis: 
al ae tele 
oe = } n (0, B)/No (22) : (7) 


Der Quotient ist der Fig. 2 der zitierten Arbeit zu entnehmen, wobei 
zu beriicksichtigen ist, daB (0,7) identisch ist mit dem dortigen 
iN, (0)—,N,(€) und N,/7% x identisch ist mit dem dortigen N,. Falls 
alle vom Atom gestreuten Elektronen an der Bilderzeugung teilnehmen, 
also fiir gréBere Objektivéffnungen, wird nach Gl. (5) der zitierten 
Arbeit : 


; . 4278 ; 
lim 7 (0,#)/No = 0,2 ae (8) 
B—» 90° O 
Durch Einsetzen ergibt sich: 
kh, ky \% 1 Y0°’B 2 
N bia), eee C 
No = ( aed 72 Z3 ( Ar } (9) 


als Minimaldosis fiir die Abbildung von Atomen im Hellfeld (mit der 
Elektronenwellenlange 4 in cm und der Ordnungszahl Z). 

Um z.B. ein Kohlenstoffatom mit einem Radius von 7g = 0,77A 
(homodépolare Bindung) bei einem Radius des Bildfehlerscheibchens 
7, =1,5 A gerade nachweisen zu kénnen (A7 = rg), miiBte das Atom 
mit etwa 1000 Elektronen (40,05 A) beschossen werden. Wenn das 
Atom nicht nur nachgewiesen, sondern sein Schwerpunkt auf 1% des 


1 BorrscH, H.: Z. Naturforschg. 2a, 615 (1947). 
ie 
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Radius des Fehlerscheibchens genau bestimmt werden soll, mtiBte das 
Atom den BeschuB von etwa 106 Millionen Elektronen aushalten, ohne 
seine Lage zu verandern. 

Fiir diese Beispiele wurde k, = 3 gewahlt. Im Falle eines bloBen 
Nachweises bedeutet diese Voraussetzung, daB bei 0,3% der Bildflache 
eine Entscheidung, ob es sich um statistisch oder durch Atome ver- 
ursachte Kontrastschwankungen handelt, nicht mdglich ist. Diese 
Unsicherheit ist unter Umstanden relativ groB, denn fiir gewisse Eigen- 
schaften des festen Kérpers spielen Fehlordnungserscheinungen einer 
Konzentration von 10~4 bis 107° noch eine wesentliche Rolle. 


b) Im Dunkelfeld. Bei der Dunkelfeldabbildung wird die Bildebene 
nur von Elektronen getroffen, die am Atom gestreut sind. Der Schwer- 
punkt des Bildfehlerscheibchens wird um so genauer ermittelt werden 
k6nnen, je gréBer die Zahl der Treffer in der Bildebene ist. Aus der 
mittleren Abweichung 7, des Einzeltreffers vom Schwerpunkt, die 
identisch ist mit dem mittleren Radius des Bildfehlerscheibchens und 
der Zahl der Treffer N, in der Bildebene ergibt sich nach dem 
Fehlerfortpflanzungsgesetz die MeBgenauigkeit des Schwerpunktes zu: 


Ar= io (10) 


Wenn fiir k, die vorher angegebenen Werte benutzt werden, so wird 
die Trefferverteilung im Bildfehlerscheibchen durch eine GAusssche 
Fehlerverteilung dargestellt. Um einen Anhaltspunkt tiber die not- 
wendige Dosis zu gewinnen, werde wieder angenommen, daB samtliche 
am Atom elastisch gestreuten Elektronen an der Bilderzeugung teil- 
nehmen. Dies ware der Fall bei zentraler Dunkelfeldabbildung, groBer 
Apertur, paralleler Beleuchtung und unendlich kleiner Dunkelfeld- 
blende. Dann ist N, = (0,8). Durch Einsetzen dieser Beziehungen 
in Gl. (10) ergibt sich die fiir die Dunkelfeldabbildung eines Atoms 
notwendige Minimaldosis: 


= 2 1 YR \2 

SS OT: es ; (a1) 

Nach Gl. (7) und (11) wiirde also fiir Hell- und Dunkelfeldabbildung 
die gleiche Bestrahlungsdosis notwendig sein, obwohl erfahrungsgemaB 
Dunkelfeldbilder bei gleicher Bestrahlungsintensitat im allgemeinen 
erheblicher dunkler als Hellfeldbilder sind. Die Ursache besteht darin, 
da8 die Intensitat der Streustrahlung sehr schnell mit dem Winkel 
abnimmt. Infolgedessen hat die Abblendung des zentralen Intensitats- 
maximums durch die endliche GréBe der Aperturblende eine erhebliche 
Verminderung der Bildintensitét zur Folge. Eine gewisse GréBe der 
Dunkelfeldblende ist aber wegen der endlichen Beleuchtungsapertur 
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notwendig. Um vergleichbare Verhaltnisse mit der Hellfeldbeleuchtung 
za schaffen, mu8 also der Durchmesser der Dunkelfeldblende méglichst 
verringert werden und dementsprechend auch die Bestrahlungsapertur. 
Durch schiefe einseitige Dunkelfeldbeleuchtung, die in der Praxis am 
einfachsten durchzufiihren ist, tritt eine weitere Erh6hung der not- 
wendigen Elektronendosis ein. Andererseits wird auch die Phasen- 
kontrastmethode praktisch nicht so starke Kontraste liefern, wie 
durch Gl. (6), (7), (8) angegeben, da sicher nicht alle Elektronen in 
ihrer Phase optimal verschoben werden. So wird es verstandlich, daB 
auch bei schiefer Dunkelfeldbeleuchtung mit geringer Beleuchtungs- 
apertur und angepaBter Aperturblende Intensitatsverhaltnisse geschaf- 
fen werden kénnen, die durchaus mit denen der Hellfeldabbildung 
vergleichbar sind. Dies zeigen auch friiher durchgefiihrte Abbildungs- 
versuche im Dunkelfeld!. Diese Uberlegungen stimmen natiirlich nur 
fiir hinreichend diinne und kleine Objekte. 

Unter Umstanden wird es geniigen, die gegenseitige Lage ganzer 
Atomgruppen zu bestimmen, z. B. den Abstand der Randatome eines 
Kristalls von den nachsten im Inneren gelegenen. Entsprechend der 
groBeren Zahl der Mebstrecken, wiirde dies eine Herabsetzung der je 
Atom notwendigen Dosis bringen. 

Durch die vorangegangenen Betrachtungen ist die Zahl der Elek- 
tronen festgelegt, die zu einer Abbildung prinzipiell notwendig ist. 
Ob diese Dosis praktisch ausreicht, ist davon abhangig, wie groB die 
Empfindlichkeit der zum Nachweis benutzten photographischen Schicht 
ist und ob die Kornverteilung in dieser Schicht statistischen Zufalls- 
gesetzen gentigt oder etwa durch Zusammenballungen gestért wird. 
Der Vergleich mit den experimentellen Werten* ist dadurch erschwert, 
daB in die MeBergebnisse eine Reihe subjektiver Faktoren eingehen; 
er zeigt aber, daB die Elektronendosis, die zur Erzielung eines Bild- 
punktes praktisch notwendig ist, mit der durch Gl. (3) theoretisch 
geforderten gréBenordnungsmabig tibereinstimmt. Damit ergibt sich 
das iiberraschende Resultat, daB die photographischen Schichten in 
einigen Fallen schon jetzt die Grenze ihrer theoretischen Leistungs- 
fahigkeit fiir Elektronen erreicht haben. Es besteht also keine Aus- 
sicht, die heute zur Abbildung praktisch notwendige Minimaldosis in 
Zukunft wesentlich zu unterschreiten. 


Objektdnderung und Auflosungsbegrenzung. 
DaB dosisabhangige Objektanderungen erfolgen, geht aus den er- 
wahnten Untersuchungen einwandfrei hervor, jedoch sind quantitative 
Angaben auf Grund dieser Unterlagen nicht zu machen. Zum Beispiel 


1 Borrscu, H.: Phys. Z. 44, 32 (1943), Abb. 3, 6. 
2 Borries, B.v.: Z. Physik 119, 498 (1942). 


398 H. BorrRscH: 


sind die Ausbeutemessungen von TRUMP und VAN DE GRAAFF dazu nicht 
geeignet, da sie an massiven Objekten durchgefiihrt sind und in der 
Elektronenmikroskopie nur sehr diinne Objekte untersucht werden. 
Zudem interessiert nicht allein die Zahl der emittierten Ionen, sondern 
auch die Umgruppierung der Atome. Zu den Untersuchungen von 
KOniG ist zu bemerken, daB dort die Objektanderung nur qualitativ 
mittels Elektroneninterferenzen konstatiert werden konnte. Die so 
festgestellte Herauslésung und Verschiebung der Atome zeitigte inner- 
halb der bisherigen Abbildungstreue des Elektronenmikroskops keine 
Bildanderung. Entweder sind also die Kontrastanderungen oder das 
instrumentelle Auflésungsvermégen zum Nachweis dieser Objektande- 
rungen zu gering gewesen. Zu ihrer quantitativen Erfassung ware 
daher zunichst die Fortsetzung der Beugungsversuche von KONIG in 
quantitativer Hinsicht oder ihre. Beobachtung im Elektronenmikroskop 
bei gesteigerter Dosis und bei Vermeidung von Kohlenstoffnieder- 
schlagen vorzuschlagen. 


Diese Betrachtungen geben AnlaB auch die bisherigen Resultate 
der experimentellen Aufldsungsbestimmung aus dem Abstand getrennter 
Bild- bzw. Objektpunkte einer Kritik zu unterziehen. Bisher ist es 
nur auBerordentlich selten gelungen ein Auflésungsvermégen von 12 A 
aus dem Abstand getrennter Bildpunkte zu bestimmen, wahrend sehr 
viel haufiger ein Auflésungsvermégen von etwa 20 A  festgestellt 
werden konnte. Die Ursache kann darin bestehen, da8B es sehr 
schwierig ist, das Instrument in den Hochleistungszustand zu versetzen 
und gleichzeitig ein geeignetes Objekt zu finden. Eine andere Még- 
lichkeit besteht darin, daB die kleineren Objekte durch die Bestrahlung 
angegriffen und verdndert werden oder daB es sich gar nicht um objekt-, 
sondern um statistisch-bedingte Kontrastschwankungen oder um Korn- 
anhaufungen in der photographischen Schicht handelte. Auf den letzten 
Umstand wurde schon verschiedentlich hingewiesen!. 


Auch ist es bemerkenswert, daB das experimentell bestimmte Auf- 
losungsvermogen einen Gang mit der Ordnungszahl hat. Die erwahnten 
Auflésungsbestimmungen sind an schweren Substanzen durchgefiihrt, 
bei leichten organischen Substanzen wurde dagegen im allgemeinen 
nur ein Auflésungsvermégen von etwa 100A erhalten. Der nahe- 
liegende Einwand, daf der Kontrast dieser Objekte nicht ausreicht, 
ist wohl nicht stichhaltig, da nach 1. c. ausreichender Kontrast fiir das 
Phasenkontrastverfahren bzw. fiir leicht extrafokale Abbildung zu 
erwarten ist. Es erscheint daher nicht ausgeschlossen, daB der Gang 
des Auflosungsvermégens auf die Zerstérung der leichteren Objekte 
infolge leichterer Verletzbarkeit oder infolge der zu ihrer Abbildung 


* Borrigs, B.v.: Z. Physik 122, 539 (1944) 
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notwendigen gréBeren Elektronendosis zuriickzufiihren ist. SchlieBlich 
besteht die Méglichkeit, daB auch die Diskrepanz zwischen dem theo- 
retischen und dem experimentell bestimmten Auflésungsvermégen auf 
einer Objektanderung beruht. 

Neben der elastischen Streuung, die den abgeleiteten Beziehungen 
allein zugrundegelegt wurde, tritt auch unelastische Streuung auf, 
die auf Anregung besonders der 4uBeren Atomelektronen zuriickzufiihren 
ist. Hierdurch kommt es zu einer ,,Aufblahung“ der Elektronenhiille 
des Atoms?. Gerade diese aufgeblahte Elektronenhiille wiirde mit 
den unelastisch gestreuten Elektronen abgebildet werden. Auf diesen 
Effekt weist auch die Winkelverteilung der unelastisch gestreuten 
Elektronen hin?, die sehr viel schmaler ist als die der elastisch gestreuten 
und deshalb von einem Strahler oder Streukérper entsprechend gréBerer 
Ausdehnung stammt. Um eine dadurch verursachte Aufloésungsbe- 
grenzung zu vermeiden, wurde unelastische Streuung in diesen Be- 
trachtungen nicht beriicksichtigt, die zudem bei dem Phasenkontrast- 
verfahren wegen ihrer Inkohdrenz keine Rolle spielt. Im Experiment 
k6nnte die unelastische Streuung durch ein Elektronenfilter ausge- 
schieden werden®. Fiir die Abbildung mit elastisch gestreuten Elektronen 
spielt die Aufblahung des Atoms durch unelastische Streuvorgange 
keine Rolle, da die elastische Streuung durch die Potentialverteilung 
des Atoms gegeben ist, die durch Anderung des Anregungszustandes 
der auBeren Elektronen nur in geringfiigiger Weise geandert wird. 


1 Vgl. z.B. Abb. 5 in dem Artikel von H. BetHe, Handbuch der Physik, 
Bd. KOXUV/4, 55285: 

2 Borerscu, H.: Z. Naturforschg. 2a, 615 (1947). 

3 Borerscu, H.: Optik 5, 436 (1949). 
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Strahlungsmessungen an elektrisch 
geheizten SiC-Staben. 
Von 
W. BRUGEL, Mainz. 
Mit 5 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 20. Dezember 1949.) 


Das Emissionsvermégen elektrisch geheizter SiC-Stabe (Ultrarotlichtquellen) 
wird im Bereich von 0,6 bis 15 » bei einer Temperatur von 1243° K experimentell 
mit dem Emissionsvermégen eines schwarzen Kérpers verglichen und das Verhalt- 
nis beider, E, genannt, gemessen. Aus experimentell gewonnenen Strahlungs- 
isochromaten wird die Temperaturabhangigkeit dieses Verhaltnisses E, berechnet. 


Elektrisch geheizte SiC-Stabe, in Deutschland Silitstabe, in Amerika 
Globar genannt, sind seit vielen Jahren als Strahlungsquellen fiir phy- 
sikalische Zwecke im_ In- 
und Ausland eingebiirgert?. 
Trotzdem sind meines Wis- 
sens die Strahlungseigen- 
schaften im Ultrarot noch 
nicht quantitativ erforscht 
| worden. Diese Liicke aus- 
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Fig. 1. Der Einflu8 der Temperatur auf das Verhaltnis des vorliegenden Arbeit. i 
Widerstands Rp von SiC zum Widerstand des gleichen Sta- Der SiC -Stab wird in 


bes bei 1071°C, nach Angabe des Herstellers fiir erstmalig 


einfachster Weise als elek- 
gebrauchten Brenner. 


trischer Widerstand geheizt. 

Den Verlauf des Widerstandswertes mit der Brennertemperatur zeigt 
Fig.1 (nach Herstellerangabe, fiir erstmalig gebrauchten Brenner), be- 
zogen auf den Widerstand bei 1071°C; der Widerstand durchlauft also 
bei ungefahr 400°C ein Minimum. Als Lichtquellen zu spektroskopi- 
schen Zwecken werden Stabe von Bleistiftstarke und einer Lange von 
einigen Zentimetern verwendet. Der Gliihteil ist dabei etwa 3 cm lang, 
die tbrige Stablange wird entweder durch QuerschnittsvergréBerung 
oder besondere Leitfahigkeitspraparation auf einer Temperatur von etwa 
300° C gehalten. Je nach GréBe und Bauart wird eine Heizspannung 
von 20 bis 60 V bei einer Leistungsaufnahme von etwa 300 W bendtigt. 
Die hochste Brennertemperatur, die ohne rasche Zerstérung langere 
Zeit eingehalten werden kann, betragt nach Herstellerangabe 1510° C. 


* Bezugsquellen: Siemens-Plania-Werke, Berlin-Lichtenberg; Elektrogeratebau 
Cesiwid, Erlangen-Neumiihle; Carborundum Comp., Niagara Falls, N. Y.; Perkin- 
Elmer-Corp., Glenbrook, Conn. 
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Jedoch tritt auch schon bei dieser Temperatur eine fiihlbare Verminde- 
rung der Lebensdauer ein. Es diirfte sich daher empfehlen, die Gebrauchs- 
temperatur normalerweise nicht iiber etwa 1400° C steigen zu lassen; 
darauf ist besonders zu achten, wenn, wie es am bequemsten ist, die 
Temperatur mittels eines optischen Pyrometers tiberwacht wird, weil 
die schwarze Temperatur des Strahlers in diesem Bereich fast 40° unter 
der wahren liegt. Auch nicht allzu lang wahrende Uberheizung auf 
etwa 1600° C fiihrt zu deutlich sichtbaren Veranderungen des Brenners 
infolge beginnender Zersetzung des SiC: die Brenneroberflache erscheint 
an den uberheizten Stellen wie von einem kleinpusteligen Ausschlag 
bedeckt, der bei weiterem Gebrauch unter hohen Temperaturen aus- 
wuchsartig sich vergroBert; kurze Zeit spater bricht der Brenner an 
diesen Stellen bei geringfiigiger mechanischer Beanspruchung. Bei 
Vermeidung allzu hoher Temperaturen erleidet der Brenner keinerlei 
sichtbaren Veranderungen. Wahrend des Gebrauchs nimmt der elek- 
trische Widerstand allmahlich zu, so daB gegen Ende der Lebensdauer 
zur Erzielung gleicher Temperatur etwas héhere Spannung erforderlich 
ist. Eigentliche Lebensdauermessungen wurden infolge der geringen 
vorhandenen Zahl von SiC-Staben nicht durchgefiihrt; immerhin 
reichen die Beobachtungen aus, um zu sagen, daB der normal belastete 
SiC-Brenner den normal belasteten Nernstbrenner an Lebensdauer ganz 
betrachtlich iibertrifft. 

Infolge der groBen Brenneroberflache ist die gesamte abgestrahlte 
Energie ziemlich groB. Um bei Warmestrahlungsmessungen nicht 
dadurch die ganze MeBanordnung zu storen, ist es notwendig, den 
Strahler in ein wassergekiihltes Gehause mit einer kleinen Offnung zum 
Strahlungsaustritt zu setzen. Die Halterung des SiC-Stabes muB so 
eingerichtet sein, daB wenigstens ein Ende federnd gelagert ist, um die 
auftretenden Langenanderungen aufzunehmen. Weiter ist auf Ver- 
windungsfreiheit der Lagerung zu achten, weil der Strahler sonst durch 
Scherkrafte zerstért wird. Der Kontakt der von auBen angelegten 
Elektroden mit den metallisierten Enden des Brenners muB so gut sein, 
da& Ubergangswiderstande und damit lokale Temperaturerhohungen 
an den Stabenden vermieden werden. Besonders unangenehm beim 
Dauergebrauch sind etwaige Anderungen dieser Ubergangswiderstande 
infolge ihrer Riickwirkungen auf die gerade flieBende Stromstarke und 
damit die Brennertemperatur. Infolge seiner groBen Masse ist der Bren- 
ner gegen solche Anderungen oder gegen Spannungsschwankungen der 
Heizung zwar relativ unempfindlich, aber wenn die Strahlungsinten- 
sitat auf 1% oder besser reproduzierbar sein soll, miissen dennoch 
gewisse Vorkehrungen getroffen werden. Im tbrigen stellt er auch in 
dieser Hinsicht nicht die Anforderungen wie iiblicherweise der Nernst- 


brenner. 
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Zur Messung des Emissionsvermégens lag der Gedanke nahe, aus dem 
Brennermaterial einen Hohlkérper zu bauen, diesen gleichmabig auf die 
gewiinschte Temperatur zu erwarmen und nun abwechselnd die durch 
eine kleine Offnung aus dem Hohlraum austretende schwarze Strahlung 
mit der nicht-schwarzen eines benachbarten Oberflachenelements zu 
vergleichen. Aus finanziellen Griinden konnte dieser elegante und ein- 
fache Weg nicht beschritten werden. Es blieb also nur der Vergleich der 
Strahlung des SiC-Stabes mit der eines schwarzen Korpers tibrig, wobei 
dann noch die Komplikation der Abgleichung auf gleiche Temperatur 
auftritt. Als schwarzer Kérper stand ein elektrisch heizbarer Hohl- 
raumstrahler bis maximal 1000° C zur Verfiigung. Seine Temperatur 
konnte sowohl pyrometrisch unter Benutzung eines Teilstrahlungs- 
pyrometers, wie auch thermoelektrisch mittels eines Pt—PtRh-Thermo- 
elements gemessen werden; beide Instrumente lieferten innerhalb der 
Ablesegenauigkeit tibereinstimmende Werte. 

Die Temperatur des SiC-Stabs sollte zunachst ebenfalls thermo- 
elektrisch unter Benutzung eines anderen Pt—PtRh-Thermoelements 
gemessen werden, jedoch gelang es nicht, gentigenden Warmekontakt 
zwischen Strahler und Thermoelement herzustellen, zumindesten war 
keine Sicherheit dafiir vorhanden, wie weit die Angaben des Thermo- 
elements mit der wahren Temperatur des Brenners tibereinstimmte. Es 
wurde schlieBlich so vorgegangen, daB in den SiC-Stab ein Hohlraum 
mit einer kleinen Offnung gebohrt und die daraus austretende schwarze 
Strahlung zur Messung seiner wahren Temperatur auf pyrometrischem 
Weg benutzt wurde, wahrend die dicht daneben liegenden Oberflachen- 
teile seine schwarze Temperatur fiir die Wellenlange des Pyrometer-Rot- 
filters (665 my) ergaben!. Mit einiger Ubung konnten so bei ausgeruhtem, 
adaptierten Auge recht gut reproduzierbare Temperaturwerte gewonnen 
werden. Fig. 2 zeigt die Differenz der wahren minus der schwarzen 
Temperatur bei der Wellenlange 0,665 uw als Funktion der wahren Tem- 
peratur; der Verlauf ist recht gut linear darzustellen. Unter Zugrunde- 
legung des W1ENschen Strahlungsgesetzes konnte nun aus den bekannten 
Temperaturen 7, und 7. das Emissionsvermégen des SiC-Brenners fiir 
diese Wellenlange errechnet werden. 

Nunmehr wurde fiir eine wahre Temperatur von 1243° K die spek- 
trale Verteilung der Strahlungsstarke des schwarzen Kérpers und des 
SiC-Stabs in alternierenden Messungen miteinander verglichen. Dazu 
stand ein Festarm-Prismenspektrometer mit Hilfsspiegel (FUcHs, WADs- 
WORTH) zur spektralen Zerlegung und ein Mikroradiometer RUBENSscher 


1 Ein Versuch, den Hohlraum so gro8 zu machen, da® seine Offnung noch 
genugend klein war, um den schwarzen Charakter der austretenden Strahlung 
nicht zu beeinflussen, aber doch so groB, daB sie zur Ausleuchtung des Spektro- 
meterspaltes gentigt hatte, um auf diese Weise die Idee des schwarzen Korpers 
aus SiC zu verwirklichen, scheiterte durch Zerbrechen des Brenners. 
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Bauart als Strahlungsempfanger zur Verfiigung; an Prismen waren 
vorhanden ein Quarz-Cornu- und ein NaCl-Prisma, beide mit einem 
brechenden Winkel von 60°, einer Kantenlange von etwa 60 mm und 
einer Hohe von 55 mm; das Spektrometer hatte ein Offnungsverhaltnis 
von 1:8. Es wurde peinlich darauf geachtet, daB die Lange der Strahlen- 
gange und die sonstigen Verhiltnisse fiir die Strahlungen beider Quellen 
genau gleich waren und die Temperaturen der Strahler wahrend der 
Messungen konstant blieben. Das Verhaltnis der Strahlungsstarken 
lieferte bei jeder Wellenlange unmittelbar das Verhaltnis des Emissions- 
vermogens des SiC-Stabes zum Emissionsvermégen des schwarzen 
K6rpers von gleicher Temperatur. Wir nennen dieses Verhaltnis F, 
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Fig. 2. Differenz wahre minus schwarze Tempe- 

ratur fiir einen gliihenden SiC-Stab in Abhangigkeit 

von der wahren Temperatur, bestimmt mit einem 
optischen Teilstrahlungspyrometer bei der 


Fig.3. Das Verhaltnis E, des Emissionsvermégens 

des gliihenden SiC zum Emissionsvermégen eines 

schwarzen Kérpers der Temperatur 1243° K in 
seiner Abhangigkeit von der Wellenlange. 


Wellenlange 2 = 0,665 uw. 


und bringen in Fig. 3 seine Abhangigkeit von der Wellenlange in Kurven- 
form. Danach steigt also das Emissionsvermégen des heiBen SiC vom 
Sichtbaren her im nahen Ultrarot zunachst an, erreicht in der Gegend 
von 7 bis 10 u ein Maximum, durchlauft bei 13 » ein deutliches Minimum, 
um nach einem erneuten schwacheren Maximum bei 14y allmahlich 
abzusinken. Diese Kurve erhartet die aus der Praxis schon lange be- 
kannte Brauchbarkeit gliihender SiC-Koérper als Ultrarotlichtquellen. 

Da der vorhandene schwarze Korper nicht tiber 1000°C hinaus 
geheizt werden konnte, muBte zur Bestimmung des Emissionsvermogens 
von glithendem SiC bei noch héheren Temperaturen anstatt des unmittel- 
baren Vergleichs mit einem gleichtemperierten schwarzen Korper ein 
anderer Weg beschritten werden. Es lag nahe, den Umweg tiber Messun- 
gen von Strahlungsisochromaten zu versuchen. Wird fiir eine feste 
Einstellung des Spektrometers die Strahlungsstarke als Funktion der 
Temperatur bestimmt und dabei die durch die vorhergehenden Messun- 
gen festgelegte Bezugstemperatur von 1243° K immer mit eingemessen, 
dann kann itiber das Prancksche Strahlungsgesetz aus der Strahlungs- 
starke bei verschiedenen Temperaturen die Temperaturabhangigkeit des 
Emissionsvermogens bei jeder Wellenlange errechnet werden. Einige 
solcher Isochromatenmessungen, schon umgerechnet auf Emissions- 
vermégen, zeigt Fig. 4. Wenn auch die auftretenden Schwankungen 
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nicht unbetrachtlich sind, so laBt sich doch bei jeder Wellenlange das 
Emissionsverhiltnis als eine lineare Funktion der Temperatur darstellen. 
Entnimmt man aus diesen Messungen den Differentialquotienten dE,/d T 
als Funktion der Wellenlange, dann erhalt man die Kurve der Fig. 5: an 
den Grenzen des erfaBten Spektralbereichs ist die Temperaturverander- 
lichkeit des Emissionsverhaltnisses von gliihendem SiC ziemlich klein 
und steigt im Maximum der Kurve aus Fig.3 zu beachtlichen Werten 
— an, ein Verlauf, der durchaus 
ae a td 9665 den Erwartungen entspricht. Es 
iia = tea ’ ware von einem gewissen Inter- 
— esse, nunmehr auch das Refle- 
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Messungen bei héheren Temperaturen sind mir unbekannt; bei Zimmer- 
temperatur wurde das Reflexionsvermégen von SiC von W. W. COBLENTZ 
bestimmt! und ein starkes Maximum bei 12u gefunden. 

Fiir Unterstiitzung bei der Durchfiihrung vorliegender Arbeit habe 
ich zu danken: der Carborundum Comp., Niagara Falls, der Perkin- 
Elmer-Corp., Glenbrook, und der Cesiwid-G.m.b.H. fiir die kostenlose 
Uberlassung von SiC-Staben; Herrn Prof. CzErNy, Frankfurt a. M., fiir 
die Uberlassung des schwarzen Koérpers und andrer Gerate, sowie be- 
sonders dem Direktor des Physikalischen Instituts der Johannes-Guten- 
berg-Universitat zu Mainz, Herrn Prof. KLump, fiir die Erméglichung der 
Untersuchungen durch Uberlassung des Raumes und zahlreicher Geriate. 


Mainz, Physikalisches Institut der Universitat. 


1 CoBLENTZ, W. W.: Investig. 5, 36 (1908). Zit. in SCHAEFER-Matoss!, Das 
Ultrarote Spektrum, S. 311. Berlin 1930. 
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Zur Beugung an der Kreisscheibe. 
Von 
WERNER BRAUNBEK, Tiibingen. 
Mit 7 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 20. Dezember 1949.) 


Die in einer vorangehenden Arbeit beschriebene Naherungsmethode zur Bestim- 
mung des Beugungsfeldes einer skalaren Welle an einer ebenen Scheibe wird hier — 
auf die kreisf6rmige Scheibe und die mit ihr zasammenhangenden Probleme ange- 
wandt. Fur Punkte auf der Achse lassen sich bis beliebig nahe an die Scheibe 
heran sehr einfache Ausdriicke gewinnen, die wesentlich besser mit der strengen 
Lésung tibereinstimmen als die Werte der KircHHoFFschen Naherung. Ebenso 
lassen sich fiir das Fernfeld einfache Formeln angeben, die gegeniiber den iiblichen 
charakteristische Abweichungen zeigen. Fiir den Transmissionskoeffizienten da- 
gegen kommt man infolge mathematischer Schwierigkeiten nicht tiber die Kircu- 
HOFFsche Naherung hinaus. 


1. Einleitung. 


Die in einer vorhergehenden Arbeit! (kiinftighin zitiert als I) be- 
schriebene Naherungsmethode fiir das Beugungsfeld bei kurzer Wellen- 
lange (groBem ka) soll im folgenden auf die Beugung einer ebenen, 
skalaren Welle an einer unendlich diinnen, unendlich schallharten 
Kreisscheibe vom Radius a angewandt werden, auf welche die Welle 
senkrecht auffallt. Auf der Oberflache der Scheibe gilt dann beider- 
seitig fiir die Wellenfunktion « die Randbedingung 6u/éz = 0. Das 
Problem ist in dem in I naher angefiihrten Sinn mathematisch aqui- 
valent dem Problem der Beugung an einem unendlich ausgedehnten 
Schirm mit einer kreisférmigen Offnung und der Randbedingung u = 0. 
Koordinatensystem und Bezeichnungen entsprechen I, Fig. 1. 

Fiir dieses Problem gibt es eine strenge Losung von BouwkampP?, 
welche eine Reihenentwicklung liefert, die nur fiir maBig groBe ka 
gut konvergiert. MEIXNER und FrRitzE* haben einen zahlenmaBigen 
Vergleich dieser Lésung, vor allem im Nahfeld der beugenden Scheibe, 
mit zwei verschiedenen Arten der KircHHorrschen Naherung nach 
verschiedenen Gesichtspunkten durchgefiihrt, und zwar im Wertebereich 
ka = 0 bis 10; im oberen Teil dieses Wertebereichs wird die zahlen- 
maBige Berechnung der strengen Lésung schon sehr miihsam. 

Die von MEIXNER graphisch gegebenen Werte fiir Amplitude und 
Phase der Wellenfunktion bieten eine wertvolle Vergleichsméglichkeit 
oa BRAUNBEK, W.: Z. Physik 127, 381 (1950). 


2 Bouwkamp, C. J.: Diss. Groningen 1941. 
3 MEIXNER, J., u. U. FritzE: Z. angew. Phys. 1, 535 (1949). 
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der im folgenden durchgefiihrten Naherung. Es wird sich dabei zeigen, 
daB sich diese durchweg den strengen Werten wesentlich besser anpaBt 
als die KrrcHHorrsche, daB sie ihnen bei ka = 10 auch im extremen 
Nahgebiet schon recht nahekommt und daB sie in mancher Hinsicht 
bis ka + 1 herunter einigermaSen brauchbar ist, was nach der Art 
ihrer Begriindung kaum erwartet werden konnte. Insbesondere liefert 
die hier durchgefithrte Naherung im Gegensatz zur KrrcHHoFFschen 
iiberall im Beugungsfeld die richtigen Grenzwerte fiir den Ubergang 
ka—>oo. 
2. Berechnungen im Nahfeld. 

Im Nahfeld der beugenden Kreisscheibe sollen die Werte der Wellen- 
funktion uw (komplexe Amplitude) auf der z-Achse bis zum Punkt z = 0, 
dem Scheibenmittelpunkt heran, ausgerechnet werden, und zwar im 
,Licht-‘ und im ,,Schatten“gebiet (z S 0). Im Schattengebiet ergibt 
sich hierbei entlang der ganzen z-Achse eine Intensitat, welche diejenige 
der einfallenden Welle iibertrifft, was dem bekannten ARAGoschen 
Paradoxon des ,,hellen Flecks“ entspricht, der auch in der Grenze 
ka —>co noch vorhanden ist, und dessen Intensitat die KIRCHHOFFsche 
Naherung nicht richtig zu liefern vermag. 

Nach I (16) und (47) laBt sich die Amplitude w auf zweierlei Weise 
ermitteln, einmal nach (17) unter Benutzung eines schmalen Saumes 
auferhalb des Scheibenrandes (in I Offnungsrandes), andererseits nach 
(16) mit Benutzung eines solchen Saumes innerhalb. Beide Wege 
sollen beschritten und ihre Ergebnisse verglichen werden. Dabei ist 

9 zu beachten, daB beide Berechnungsver- 
fahren recht wenig symmetrisch sind; ins- 
besondere macht in (17) das Zusatzglied 
einen viel kleineren Bruchteil des Haupt- 
gliedes aus als in (16). 


a) Berechnung nach I (17). 
Bezeichnet @ den Abstand eines Punktes Q 
der Schirmebene (Fig.1) vom Nullpunkt 


Fig. 1. Bestimmungsstiicke ftir < ; 
Achspunkte. (Scheibenmittelpunkt), 7 die Entfernung die- 


ses Punktes Q vom Achspunkt P, dessen u 
berechnet werden soll, # den Winkel zwischen QP und z-Achse, und #, 
diesen Winkel fiir den Scheibenrand 9 = a, so ist zunichst nach I, (17): 


* ikr 
. e 
u=—2ik |<" onede— 
0 


— 21k f (@ thlo—a)] —P h(e—a)} “ano do. 
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Wenn man wegen =p 2" jam, ersten Integral. odo = rar 
einsetzt und im zweiten die dimensionslose Variable 


C=R(g—a)=kE 


(€s. I, Fig. 2) einftihrt, sowie beachtet, daB (@ — Y) nur in dem schmalen 
Bereich 9 =a bis 90 =(a+Aa) (Aa von der GroBenordnung 1/h) 
merklich von Null verschieden ist und man daher im Integranden die 
langsam veranderlichen Faktoren 9 und 1/7 durch a und 1/7, = sin 0/a 


ersetzen darf mit um so besserer Naherung, je groBer ka ist, wahrend 
man im Exponenten der e-Potenz etwas genauer 


. a ee 
¥=y7, + (9—a)sin?, = — esi, 
wi (Q ) 0 sin ty s 0 
setzen muB, so wird: 
co 
wu = —ebhro 4 eiks_jsin Be * [{DO(C)—P (Ch etsm*dl. = (4) 


0 
Dies ist die komplexe Amplitude der Beugungswelle allein. Nach 
I (4) erhalt man die Amplitude des gesamten Wellenfeldes, die auf der 
,Licht“seite, z< 0, mit v_, auf der ,,Schatten‘‘seite, z>0, mit v, 
bezeichnet werden soll: 


v- = 200s (kz) —e*~ —rsin Heh" fy, | 2) 
Hee LCN oan 

wenn J, das Integral iiber ¢ in (1) bedeutet. 
Dieses bestimmte Integral ist nun trotz des verhaltnismaBig kom- 
plizierten Integranden — ® und ¥ sind nach I (13) und (15) definiert — 


geschlossen auswertbar und liefert sogar einen recht einfachen Ausdruck. 
Es ist namlich?: 


rm r\ osint) Ar == i ve ‘ Ese 145% &' 
pS Ca Sasa (1 Eee al (3) 
fF OTL 4 
de oS as V1 sin 8, ’ 4) 
damit: 
Ws e fio (0) = P(e) ei ssinh qe — ak (1 = 1 + sin 0). (5) 
0 


foe) 


1 Das Integral (4) hat die Form a 6-245 dl und 1aBt sich damit als Fehler- 


0 
integral bedandeln. Steckt man ferner in ® noch einen Parameter f, so ist nach 
7) ; a : 
den Definitionen in I (13) und (45) ey ® (BC) = iC (BC). Dadurch 1aBt sich 


das Integral (3) durch partielle Differentiation nach # in ein (4) verwandtes Integral 
umwandeln, das sich als Fehlerintegral auswerten 148t. Von ihm kommt man 
durch Integration nach B auf (3) zuriick, wenn man die Integrationskonstante 
aus Dz _..= 0 bestimmt und zum Schlu8 wieder B = 1 setzt. 
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Einsetzen von. J, liefert nach (1) und (2): 
u = eth? —eikr 1+ sind, 
v_ = 2cos (kz) — eth \1 + sind,, (6) 
v, sehr VEE sin Dp. 


Gl. (1) zeigt zusammen mit der Bedeutung des Integrals nach (5) 
deutlich, daB das w der hier durchgefiihrten Naherung micht etwa fiir 
ka-»>co in den KrrcHHorrschen Wert (e'*?— e’*") iibergeht; Haupt- 
glied und Zusatzglied sind vielmehr in unmittelbarer Nahe des Hinder- 
nisses (sin #) ~ 1) von derselben GréBenordnung, ganz unabhangig vom 
Wert von ka. Erst in groBer Entfernung vom Hindernis wird das 
Zusatzglied klein gegen das Hauptglied in dem MaBe, wie sin J gegen 
Null geht, da J, mit sin#) +0 dem Grenzwert 7/2 zustrebt. Die hier 
durchgefithrte Naherung stellt also im hindernisnahen Gebiet eine 
entscheidende Verbesserung der KircHHOFFschen Naherung dar. 


b) Berechnung nach I (16). 


Nun soll auch die Berechnung nach I (16) mittels des inneren Rand- 
streifens durchgefiihrt werden, da der Vergleich beider Ergebnisse ein 
wertvolles Kriterium fiir die Zuverlassigkeit der ganzen Methode lefert. 

Hier wird: 


waa (£") 20 do—2 fore vies cate 220d 
igs ARG Mig CIN be \4ny la ae 
0 0 
oder mit denselben Umformungen wie vorher: 
/ ka 
= — cos ci*” + ef8# + sin By cos, (i—G— | e'* f B (6) ent soh ae ae 
o 0 


Da ®(¢) nur fiir Werte ¢ bis zur GréBenordnung 1 merklich von 
Null verschieden ist und fiir gréBere € rasch gegen Null abfallt, kann 
man das integral wegen ka >> 1 auch bis co integrieren, wodurch es 
in das Integral (3) tibergeht mit (—sin#) statt sind). Durch Ein- 
setzen kommt, wenn man noch beriicksichtigt, daB 


fizaa * \coh; 


1 = Vit sin Dy, 
ist, ; 
tke aes | Vo nlnecE a g thr, fal aaah. 
wae ht ethts |i ii, <6 af (cos By — 1+ sind). (8) 
Der Vergleich mit (6) zeigt, da8 die ersten beiden Glieder dieselben 


sind, da aber noch ein weiteres Glied dazugekommen ist, dessen 
Betrag mit 1/k 7) geht, wahrend die ersten beiden Glieder einen Betrag 
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der GréBenordnung 1 haben. Die Ergebnisse der beiden Berechnungs- 
methoden unterscheiden sich also, und zwar sowohl die Gesamtamplitude 
wie auch die Zusatzglieder allein, um einen relativen Unterschied der 
GréBenordnung 1/k7,, d.h. im Nahfeld der GroBenordnung 1/ka. 
Dies ist vollig im Einklang mit der Feststellung, die schon aus dem 
Aufbau der ganzen Methode hervorging, daB die hier durchgefiihrte 
Naherung eine Relativgenauigkeit 1/ka besitzt, also als erstes Glied 
einer Entwicklung nach Potenzen von 1/ka aufgefaBt werden kann. 
Fur die KircHHorrsche Naherung ist bekanntlich eine Auffassung als 
erstes Glied einer solchen Entwicklung nicht méglich. Das zweite 
Glied der Entwicklung vermag auch die hier durchgefiihrte Naherung 
nicht zu geben, wie das Auseinanderklaffen von (6) und (8) um ein 
Glied der GréBenordnung 1/ka zeigt. Sie liefert jedoch, eben weil sie 
das korrekte erste Entwicklungsglied gibt, die richtigen Grenzwerte des 
Beugungsfeldes fiir ka oo und eine gute Naherung fiir sehr groBe ka. 


c) Vergleich mit der strengen Léosung. 

Das das letzte Glied in (8) auBerhalb der Grenzen der hier durch- 
gefulhrten Methode liegt, stellen schon die Gl. (6) die konsequenten 
Endformeln der Naherung fiir Punkte auf der Achse dar. 

Fir die beiderseitigen Mittelpunkte der Scheibe erhalt man aus (6) 
Zunachst—noch mit z= 0, sind, = 1; 


(oJont yaa, | 


(v,)o= \2¢ 


(9) 


Hieraus ergibt sich, daB in der Grenze sehr kurzer Wellen der ,,helle 
Fleck‘‘ auf der Schattenseite unmittelbar hinter der Scheibe die |/2-fache 
Amplitude, also die doppelte Intensitat besitzt wie die einfallende Welle. 
Die strenge Lésung liefert fiir ka — 10 bereits die Amplitude 1,35, 
die also dem Grenzwert 2 schon recht nahe kommt. 

In Fig. 2—4 ist die (reelle) Amplitude |v) und die Phase « von 
(v_)y, sowie die Amplitude von (v,)y nach (9) in Abhangigkeit von ka 
zusammen mit der strengen Losung und der besseren der beiden Kircu- 
HoFFschen Naherungen (dem U, von MEIXNER; U, und strenge Losung U 
sind den dortigen Abb. 16 und 17 entnommen) aufgetragen. Die Phase 
von (v*), ergibt sich nach (9) einfach zu ka, ibereinstimmend mit der 
KrrcuuHorrschen Naherung, und ist daher nicht besonders aufgezeichnet. 

Fig. 4 zeigt, daB der strenge Wert U bis etwa ka = 2 herunter um 
den hier ermittelten ka-unabhangigen Naherungswert v = 2 oszilliert, 
wahrend der KrrcHHorFsche Wert U, =1 durchweg unterhalb des 
strengen Verlaufs liegt. VerhaltnismaBig noch besser ist die Uberein- 
stimmung fiir Amplitude und Phase auf der ,,Licht'’seite nach Fig. 2 
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und 3. Wahrend in Fig.2 die Amplitude U, zwischen 1 und 3 variert, 
bringt v mit seinem Maximum 3,42 das Ansteigen der strengen Losung 
iiber 3 hinaus zwischen ka = 2 und 
ka = 4 schon einigermaBen, mit seinem 
Minimum 0,58 das Unterschreiten des 
Wertes 1 bei ka » 6 schon recht gut 


y 


| strenger Wert \| 


\ Naherung \( u)| 
nach (9) 


3 ao 
A “+N 
| AKirchhoff sche *, \ 


Naherung 


| 


lV| 
1 
0 2 4 6 é 
KO Noh 
Fig. 2. Amplitudenbetrag im Scheibenmittelpunkt Fig. 3. Phase im Scheibenmittelpunkt 
(,,Licht‘‘seite). (,,Licht‘‘seite), 


zum Ausdruck. Der Verlauf vom v schmiegt sich dem strengen U 
im ganzen wesentlich besser an als der von U,, obwohl man nach der 


1,35 

ad ent de aside 
U, 
\v| | | 

0 05 7 

ee 
Fig. 4. Amplitudenbetrag im Scheibenmittelpunkt Fig. 5. Amplitudenbetrag entlang der Achse 
(Schattenseite). - (Schattenseite). 


Art der Ableitung — ka ~ 6 bedeutet ja erst Wellenlange ~ Scheiben- 
radius, also durchaus noch keinen schmalen Saum um den Scheiben- 
rand — bei so kleinen ka-Werten nach gar keine sehr gute Naherung 
erwarten kann. 

Ahnliches gilt vom Phasenverlauf in Fig. 3, wo v sogar schon das 
erste Maximum des strengen Verlaufs bei ka ~ 1,5 nach Lage und 
Hohe recht ordentlich darstellt. 
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Der Verlauf entlang der z-Achse soll nur auf der Schattenseite 
verglichen werden, da auf der ,,Licht‘‘seite die Beugungswelle schon 
in kurzem Abstand von der Scheibe in der einfallenden Welle untergeht 
und somit dort die Gesamtwelle kein empfindliches Kriterium fiir die 
Giite der Naherung mehr liefert. Das v, nach (6) ergibt fiir die Phase 
kr, in Ubereinstimmung mit der KrrcHHorFschen Naherung. Die 
Amplitude wird nach (6) 1 — sin Bo, nimmt also mit wachsendem z 
langsam monoton von \2 asymptotisch auf 1 ab, und zwar unabhangig 
von ka, wahrend die KircHHoFFsche Amplitude, ebenfalls unabhangig 
von ka, auch unabhangig von z den Wert 14 besitzt. Die strenge Lésung 
gibt fir ka = 10 eine Amplitude, welche von 1,35 bei z = 0 gleichfalls 
mit wachsendem z langsam monoton abnimmt, und zwar etwa im 
selben Ausma8 wie das v, nach (6). “V3 
Die Verhdaltnisse sind in Fig. 5 veran- 
schaulicht. 9 


(Nad 
genden Scheibe die neue Naherungs- yi 
methode iiberraschend gute Ergebnisse ee he ecticeo ate Dunne 
liefert, wird man ihr im Fernfeld, das des Fernfeldes. 
auf die spezielle Randwertverteilung in 
der Schirmebene weniger empfindlich ist, erst recht viel zutrauen diirfen. 
Es fragt sich allerdings, ob sie dort nicht einfach in das KIRCHHOFF- 
sche Ergebnis tibergeht. Dies ist tatsachlich fiir die z-Achse, wie an 
Hand von (1) und (6) schon erlautert wurde, der Fall. Fiir gréBere 
Beugungswinkel jedoch ergeben sich charakteristische Abweichungen, 
die nun noch berechnet werden sollen. Die Verhaltnisse fiir die Be- 
rechnung des Fernfeldes sind in Fig. 6 angegeben. Mit R, soll jetzt 
der Abstand OP bezeichnet werden und mit y der Beugungswinkel. 

Die Berechnung wird ausgefiihrt fiir Ry—co (FRAUNHOFERsche 
Beugung) und kasiny > 1. Durch die letztere Bedingung wird ein 
Kegel um die Achse herum von der Betrachtung ausgeschlossen, der 
um so enger wird, je groBer ka ist. 

Als Flachenelemente der Schirmflache werden wieder Kreisringe 
2a odo verwandt. Dann ist das J Gdf in I (17) fiir einen solchen Kreis- 
ring in einer sehr groBen Entfernung R, unter dem Beugungswinkel yp: 


fGdf=z,e*™ Jy(kosiny) ode, (10) 
0 


wo J) die BrssEtsche Zylinderfunktion nullter Ordnung bedeutet. 
Dies in I (17) eingesetzt liefert: 


ib cin] f Jyleosiny) ede + J (88) —P (RE) Jolk osiny) odo ene 
: y “ 28* 


3. Berechnungen im Fernfeld. 
Nachdem schon im Nahfeld der beu- 


ge 
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Das erste Integral, das fiir sich allein wieder die bessere der beiden 
KrrcuHorrschen Naherungen liefert, ist exakt auswertbar, das zweite 
(auBer fiir y = 0, was wieder auf einen Achspunkt und damit auf (6) 
fiir z ce fiihrt] nur, wenn man fiir die Besse1-Funktion ihre asym- 
ptotische Darstellung fiir groBes Argument setzen darf. Dies macht die 
oben genannte Bedingung 

kasiny > 1 
notwendig. Man erhalt dann, wenn man wieder wie friher € fur k€é 
einfiihrt und den Faktor 9 im zweiten Integral durch a ersetzt: 


wa — eter, | ACAMAY + f (D(C) — YO] Jallha +0) siny] at} 
0 


0 sin py 
und mit 
Jo [(Ra + ¢) sin y] ~ — sidds & 655 (ka + ¢) sin y= 7 
Ve kasiny 
und 
J, (Ra sin yp) ~ as —— sin [ka sin y — a 


oR ' \ 
| = kasiny 


nach Entwicklung des cos der Summe in 2 Glieder: 


ia 1 , 
i 6 et k Ry x 


Rann asise on 
/ : 
Wee, ' 

| 2 asin y 


x {sin (ka siny— 7) | 0 — fo () —¥ GJ sin (sin y) de] + 


0 
+ cos (ka sin yp — a [@ (C) —¥ (¢)] cos (€ sin y) ath. 
0 
Die beiden Integrale sind, wenn man sin und cos durch e-Potenzen 
mit imagindren Exponenten ausdriickt, je eine Summe oder Differenz 
zweier Integrale der Form (5), wenn man dort #%) durch y ersetzt, also 
leicht auswertbar. Einsetzen liefert fiir w die einfache Endformel: 


nA miialog ae on — Pa 
aioe RGR (sin y)—#. et % {V4 +siny + |/1—siny) x 


(12) 


* sin (ra sin y - 1 (V4 -siny \1 sin yp) cos (ka sin y — aa ; 
wahrend das KrrcuHorrsche Glied allein statt der geschweiften Klammer 
einfach 2 sin (ra sin y — 3} enthalt. 


Fiihrt man die Berechnung mit I (16) statt mit I (17) durch, also 
mit Bentitzung des inneren Saumes statt des duBeren, was sich ganz 
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entsprechend rechnen laBt, so werden zwar die einzelnen Summanden 
anders, aber in Summe erhalt man fiir « ebenfalls den Ausdruck (42), 
so daB hier im Fernfeld sogar volle Ubereinstimmung zwischen beiden 
Berechnungsarten besteht. 
Die Intensitat der Beugungswelle ergibt sich aus (12) nach ein- 
fachen Umformungen: 
a 


uP = ap Rr anty [1 —cospsin (2ka sin y)], (13) 


wahrend die bessere der KiIncHHOFFschen Naherungen, das erste Glied 


VOLE D(4 2) - 


Un * = [1 —sin (2a sin y) ] (14) 


ak R? sin? y 


Tb 0 


iy [oa 
De % 
Cc) 


Fig. 7a—c. y-Abhangigkeit des Faktors f nach (13), (14) und (15). 


und die schlechtere KircHHOFFsche Naherung, das erste Glied von 


I (16), ; : 
| x: |? = = ea [cos? y (1 —sin (2Ra sin p)) | (15) 


liefern wiirde. 

Bezeichnet man die eckigen Klammern in (13) bis (15), welche 
zusammen mit dem Faktor 1/sin? y die Winkelabhangigkeit der Beu- 
gungswelle darstellen, mit /(y), so ist dieses ersichtlich fiir die 3 Falle 
recht verschieden. Fig. 7a—c zeigt den Verlaur von f(y) fiir die 3 Falle 
der Gl. (13), (44) und (15). Die Mittellinie der Oszillationen ist in (13) 
eda (i474, mm (15) {, = cos*y. Die Amplitude der Oszillationen 
nimmt in (13) mit cosy, in (14) gar nicht und in (15) mit cos? p ab. 
Von beiden KircHHorrschen Naherungen unterscheidet sich Gl. (13) 
grundsatzlich dadurch am meisten, daB ihre Minima bei gr6Beren 
Beugungswinkeln nicht mehr auf Null herunter reichen. 

Da die Intensitat der Beugungswelle in der Achsenrichtung (y = 0) 
pe? at 
+R ue) 
ist, wie aus einer Reihenentwicklung von (6) nach a/z fiir z (= Ry) > 
oder auch aus (11) mit y = 0 hervorgeht, kann man (13) auch schreiben: 
cng f()|Hol. (17) 


a (kasiny 


| Uo |? 


up 
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Fir groBere Beugungswinkel, wo sin py die Gr6éBenordnung 1 hat, 
wird also bei gleicher Entfernung die Intensitat der Beugungswelle 
gréBenordnungsmaBig um den sehr grofen Faktor (ka)? schwacher als 
in der Achse. Sie diirfte daher dort bei groBen ka, fiir welche die hier 
durchgefiihrte Naherung allein gilt, kaum in ihren Feinheiten experl- 
mentell verfolgbar sein, am allerwenigsten beim Problem der Beugung 
an der Kreisscheibe, wo in groBen Entfernungen die Beugungswelle, 
welche ja durch alle Formeln (11) bis (17) allen dargestellt wird, hoff- 
nungslos in der sehr viel starkeren einfallenden Welle e'** untergeht. 

Man kann nun die Formeln (11) bis (17) auch als Lésungen des 
komplementiren Problems, der Beugung an der kreisformigen Offnung 
im unendlich ausgedehnten Schirm, auffassen, bei welcher das gesamte 
Wellenfeld im Schattenraum darstellt. Nur mu8 man dann auf dem 
Schirm die komplementare Randbedingung w = 0 zugrunde legen, die 
bei der skalaren Welle keinem physikalischen Vorgang entspricht. 


4. Der Transmissionskoeffizient. 

Die Auffassung des durch die Gl. (11) bis (17) dargestellten Vorgangs 
als Beugung einer senkrecht einfallenden, ebenen Welle an einer kreis- 
formigen Offnung vom Radius a in einem unendlich ausgedehnten 
Schirm erlaubt noch eine wichtige Gr6éBe einzufiihren, den Trans- 
missionkoeffizienten ¢, der schon bei der Aufstellung der strengen 
Lésung durch Bouwkamp (l.c.) berechnet wurde und das Haupt- 
untersuchungsobjekt der Arbeiten von LEVINE und SCHWINGER! dar- 
stellt, welche mit Hilfe eines Variationsprinzips das Fernfeld mittels 
anderer Randwertverteilungen als denen von I (13) und (14) berechnet 
haben. 

Der Transmissionskoeffizient ist definiert als das Verhdltnis der 
tatsdchlich durch die beugende Offnung durchgehenden Wellenenergie 
za der geometrisch auf die Offnungsflache auffallenden. Man kann 
ihn auch vom Standpunkt der Beugung an der Scheibe interpretieren. 
Dort bedeutet er die Aalbe Energie, welche von der beugenden Scheibe 
aus der einfallenden ebenen Welle entnommen und als Beugungswelle 
nach allen Richtungen zerstreut wird, dividiert durch die geometrisch 
auf die Scheibe auffallende Energie, also 2 a?, da die Intensitat der 
einfallenden Welle hier stets zu 1 angenommen wurde. 


Nach der Definition des Transmissionskoeffizienten wird: 
/2 


1 : Pd iene F 
C= pa lim (Ro |u|?) 2a sinpdy. (18) 
0 


+ Levine, H., u. J. Schwincer: Phys. Rev. 74, 958 (1948); 75, 1423, 1608 
(1949). 
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Hier kann jedoch ftir |w|? nicht der Wert (13) eingesetzt werden, da 
dieser nicht bis y = 0 herunter gilt. Es muB erst eine Darstellung von 
|w |? gefunden werden, welche die Kluft zwischen (16) und (13) iiber- 
briickt. Diese ist in Form einer Reihenentwicklung méglich, aber die 
Rechnungen werden sehr umstiandlich, so daB hier nur das Resultat 
fiir ¢ fiir groBe ka angegeben werden soll: 

1 


ad are S 


fy, (2ha) +f, (2ka +6) He, (19) 


Die weiteren Glieder gehen mit 1/(ka)2 und hdheren Potenzen und 
sind ftir die beiden Naherungsarten mit dem 4u8eren und inneren 
Saum verschieden, so da8 sie innerhalb der konsequenten Naherung 
nicht mehr verwendbar sind. Das letzte angeschriebene Glied stammt 
aus einem nicht geschlossen auswertbaren Integral, so da8 nur seine 
Form ersichtlich ist, welche — wie auch das vorhergehende Glied, 
das ja dieselbe Form hat — fiir groBe ka eine Oszillation von ¢ in 
Funktion von ka mit der Periode a bedingt. Amplitude und Phase 
dieser Oszillation waren nur durch sehr zeitraubende numerische Rech- 
nungen naherungsweise zu bestimmen. 

Dies ist ein Verhalten, welches dem ¢ der besseren KrtRCHHOFFschen 
Naherung, das schon LEVINE und SCHWINGER (lI. c.) zu: 


tg =1— J, (2a) (20) 


bestimmt haben, recht nahekommt, und das auch durchaus geeignet 
scheint, den tatsachlichen ¢-Verlauf der strengen Lésung bis zu ka von 
einigen Einheiten herunter gut annahern zu kénnen. Ein genauerer Ver- 
gleich muB wegen Unkenntnis der GroBen C und 6 in (19) unterbleiben. 

Die durchgerechneten Beispiele geben ein Bild der Brauchbarkeit 
der neuen Naherungsmethode. Ihre Hauptbedeutung liegt in der 
Ermittlung von Beugungsfeldern fiir sehr groBes ka, wo die anderen 
Methoden versagen. Selbstverstandlich gibt es auch fiir sie nur wenige 
Falle, die sich einfach rechnen lassen. AuBer dem hier durchgefiihrten 
ist der Fall der kreisformigen Offnung im unendlich ausgedehnten 
Schirm, nun aber mit der rvichtigen Randbedingung, éu/éz = 0 be- 
handelbar. Die Ubertragung der Methode auf elektromagnetische 
Wellen diirfte schon grdBere Schwierigkeiten machen. Am _ ehesten 
wird sie bei einer rechteckigen Offnung zum Erfolg fiihren, deren Kanten 
dem elektrischen und magnetischen Vektor der linear polarisierten 
Welle parallel liegen; fiir die skalare Welle wird die Behandlung der 
rechteckigen Offnung noch etwas einfacher, diirfte aber nichts grund- 
sdtzlich Neues gegen die hier geschilderten Abweichungen von der 
KrircuuHorrschen Naherung bieten. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, S. 416—428 (1950). 


Die Gangleistungen der PTR-Quarzuhren 
und die jahrliche Schwankung 
der astronomischen Tageslinge. 
Von 
A. SCHEIBE und U. ADELSBERGER. 
(Mitteilung aus der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt.) 
Mit 9 Figuren im Text. 

(Eingegangen am 12. Dezember 1949.) 
Die Quarzuhren der PTR wurden laufend in den Jahren 1934 bis 1944 gegen 
die astronomische Tageslange gemessen. Es ergaben sich Schwankungen des tag- 
lichen Ganges mit einer Jahresperiode und mit einer Amplitude von + 0,0015 sec/d. 
Die MeBergebnisse und ihre Diskussion lassen keine andere Deutung tbrig, als 


daB die Ursache dieser Schwankungen bei dem astronomischen Zeitnormai, d.h. 
wahrscheinlich bei der Drehgeschwindigkeit der Erde zu suchen ist. 


I. Einleitung?. 

Im Jahre 1936? ver6ffentlichten wir eine Arbeit, die sich mit dem 
Gangablauf der Quarzuhren I bis IV in den Jahren 1933 bis 1935 be- 
schaftigte. Wir fanden systematische Anderungen des taglichen Ganges 
mit dem Jahresablauf, die nach unserem Untersuchungsmaterial héchst- 
wahrscheinlich nicht auf schwankende Eigenschaften der Quarzuhren 
selbst, sondern auf eine Schwankung der astronomischen Tageslange 
zaruckzufuhren waren. 

Nach dieser Ver6ffentlichung beschaftigten wir uns (bis 1945) 
eingehend mit diesem Problem, um durch weitere experimentelle Unter- 
lagen erhohte GewiBheit zu bekommen, daB keinesfalls eine uns nicht 
bekannte Eigenschaft der Quarzuhren selbst diese Ganganderung be- 
wirkt haben kénnte. Zu diesem Zweck konstruierten wir die ver- 
besserten Quarzuhren IV (neu) bis IX, die sich hinsichtlich ihres Auf- 
baues, ihrer Betriebsweise und ihrer Aufstellungsart wesentlich von 
den Quarzuhren I bis IV unterschieden: 

1. Zur Erhédhung der Temperaturunabhangigkeit sind Oszillator- 
rohre, Gitterableitewiderstand und die zwischen Gitter und Kathode bzw. 
zwischen Gitter und Anode liegenden Schaltkapazitaten des Steuer- 
senders mit in den inneren Thermostaten der Quarzuhr hineingenommen®, 


* Dieser Bericht ist ein Auszug aus einer Monographie von A. SCHEIBE tiber 
die Gangleistungen und technischen Einrichtungen der PTR-Quarzuhren; hier- 
uber wurde auf der Tagung der Deutschen Physikalischen Gesellschaft am 23. 9. 49 
in Bonn vorgetragen. 

Sims 74 Sil, 8S (COX). 

* Uber die technischen Einrichtungen der Quarzuhren I bis IV s. Z. HF- 
Techn. u. Elektroak. 43, 37 (1934). 
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2. Die inneren Thermostaten sind noch sorgfaltiger als bei den 
Quarzuhren I bis IV zusammengesetzt; die duBeren dicken Aluminium- 
platten des inneren Thermostatenkastens sind an ihren StoBflachen 
feuchtigkeitsundurchlassig verfugt. 


3. Die Anoden- und Heizfadenspannungen, mit denen die Oszillator- 
rohren der Steuersender betrieben wurden, sind gegeniiber den bei 
I bis IV angewandten weitgehend erniedrigt. Je nach Quarzuhr lagen 
die Anodenspannungen zwischen 6 und 12 V, die Heizfadenspannungen 
zwischen 3 und 4 V, wobei als Steuerréhren die ‘Typen RE 134 oder 
EF 12 (in Triodenschaltung) verwandt wurden. 


4. Die Quarzuhren sind in Quarzuhrenkellern aufgestellt, deren 
Raumtemperatur bei 241°C innerhalb von 141°C konstant gehalten 
worden ist; die Quarzuhren sind also noch mit einem dritten Thermo- 
staten umgeben. 


5. Die Quarzuhren stehen auf schweren Betonklétzen, die ihrerseits 
wieder auf Schwingungsdampfern installiert sind, um Erschiitterungen, 
die tiber den Erdboden an die Uhren gelangen kénnen, zu vermeiden. 


Das seit 1936 angehaufte und sehr umfangreiche Beobachtungs- 
material konnte erst in den letzten beiden Jahren bearbeitet werden. 
Wahrend die Quarzuhren verlorengingen und erste Durcharbeitungen 
des Untersuchungsmaterials in Verlust gerieten, blieben etwa 80% der 
Me8protokolle erhalten. In den folgenden Ausfiithrungen kann aus 
Raumgriinden nur ein kurzer Auszug des Teiles der Ergebnisse mit- 
geteilt werden, der sich allein mit der Frage der Konstanz der astro- 
nomischen Tageslange beschaftigt. 


II. Die astronomische Zeitskala. 


Das astronomische Zeitmafi ist der mittlere Sonnentag. Da die 
PTR selbst keine Zeitbestimmungen gegen die den mittleren Sonnentag 
definierenden Zeitsterne ausfiihrte, waren wir auf die Zeitangaben 
angewiesen, die von folgenden astronomischen Zeitinstituten mitgeteilt 
wurden: Deutsche Seewarte (Ha), Geodatisches Institut Potsdam (Po), 
Sternwarte von Paris (Pa), Observatorium von Greenwich (Gr). 

Wir schlossen die Quarzuhren tiber das Koinzidenzsignal des Nauener 
Zeitzeichens um 12°1™0° Weltzeit an das astronomische Zeitmal 
durch Standmessungen an. Nach Korrektur des Standes durch An- 
bringung einer mit Hilfe der vier genannten Zeitinstitute gebildeten 
mittleren Verbesserung’’ Sm besaB das Koinzidenzsignal fiir unsere 
Messungen den Grad einer astronomischen Zeitskala. Diese Skala wtirde 
mit dem astronomischen ZeitmaB iibereinstimmen, wenn die ,,mittlere 
Verbesserung‘‘ Sm absolut richtig und unser AnschluBverfahren fehler- 
frei ware. Dies ist jedoch von vornherein schon deshalb nicht der Fall, 
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da die zur Mittelbildung von Sm herangezogenen Verbesserungen ,,S‘'* 
der einzelnen Zeitinstitute sehr erheblich differieren kénnen. Um 
zu wissen, mit welchem Fehler die ,,mittlere Verbesserung’’ Sm behattet 
ist, stellten wir umfangreiche Betrachtungen und Vergleichsrechnungen 
an, die die ,,mittlere Verbesserung’’ Sm auf die ,,Werbesserungen 
Heures Définitives (HD) des Bureau International de l’Heure in Paris 
bezogen. Die Heures Définitives werden von diesem internationalen 
Biiro aus den Zeitbestimmungen zahlreicher tiber die ganze Erde 
verteilter Zeitinstitute — einschlieBlich Ha, Po, Pa, Gr — gewonnen 
und stellen die ,,Verbesserungen’‘ des obengenannten Koinzidenz- 
signales nach einem aus allen Zeitinstituten gewonnenen Mittleren 
Observatorium dar. Indem wir erst einmal annahmen — was jedoch 
sicher nicht ganz zutreffend ist —, daB die ,,Verbesserungen’’ HD 
absolut richtig sind, ermittelten wir fiir die Jahre 1934 bis 1940 einen 
mittleren Fehler s der ,,mittleren Verbesserung’’ Sm zu 


s = + 0,008 sec; 


das bedeutet, daB eine Standbestimmung U der Quarzuhren gegen das 
astronomische Zeitma nicht genauer als bis auf diesen Betrag durch- 
gefihrt werden kann. Hierbei ist unser eigener MeBfehler bei Durch- 
fiihrung der Standbestimmung gegentiber s als vernachlassigbar an- 
gesetzt. 


III, Die Genauigkett der taglichen Gange der PT R-Quarzuhren. 
Aus den Standen U,,) und U,,,, 1) zweier um 86400 sec auseinander- 
liegender Quarzuhrenanschliisse an das astronomische Zeitma8 ergibt 
sich der tagliche Gang G(pf) unter Beriicksichtigung der ,,mittleren 
Verbesserung’’ Sm zu: 


G (p) = Un sua —Uiny +S Min +1) 1S min sec/ ds. oa 8 (1) 


G(p) bezeichnen wir als den gemessenen korrigierten eintdgigen tdglichen 
Gang; eintagig deshalb, weil zur Gangbestimmung nur zwei um einen 
Tag auseinanderliegende Sténde U herangezogen worden sind. Da zur 
Gangbestimmung nach (1) der mittlere Fehler Sm zweimal eingeht, 
bekommen wir als mittleren Fehler des eintdgigen Ganges G(p) den Wert 


w—=-+s-\)2 oder »+0,012sec/d..., (2) 
wenn wir unseren eigenen fast zu vernachlassigenden MeBfehler mit 
in Rechnung setzen. 


Wir konnen durch eine eintagige Messung den (taglichen) Gang G (p) 
also nicht genauer als auf 0,012 sec/d bestimmen. Dies Ergebnis ist 


a Die ,, Verbesserungen‘’ des Nauener Koinzidenzsignales wurden von den 
Zeitinstituten als Korrektionen monatlich veréffentlicht, 
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hochst unerfreulich, besonders im Hinblick auf das Resultat, daB die 
wmnere Gangkonstanz einer Quarzuhr mit rund 


-t 0,0002 sec/d 


um fast 2 Zehnerpotenzen besser ist. 

Wir finden einen Ausweg, wenn wir den Gang nicht eintdgig messen, 
sondern als Mittel aus 30 Tagen bestimmen, da wir auf Grund der eben 
genannten hohen inneren Gangkonstanz der Quarzuhren wissen, daB 
die Quarzuhren auch innerhalb einer solchen Zeitspanne ihren Gang 
selbst im allgemeinen nicht wesentlich andern. Als Gangfehler des 
30tagigen Gangmittels ergibt sich dann: 

m = + 0,0004 sec/d. 
Dies Resultat besagt, daB der mittlere Fehler einer Gangbestimmung 
erst bei einer 30tagigen Mittelung mit + 0,0004 sec/d dem Fehler der 
inneren Gangkonstanz der Quarzuhren von rund + 0,0002 sec/d 
adaquat wird. Wir werden uns in den folgenden Betrachtungen nur mit 
diesen Mittelwerten des Ganges G(30) beschaftigen. 

Um nicht nur 12 G(30)-Werte fiir 1 Jahr zu erhalten, haben wir 
mit Uberlappenden Mitteln gearbeitet, indem wir die Mittelbildung 
vom 1. zum 30., 10. zum 9. und 20. zum 19. aufeinanderfolgender 
Monate durchfiihrten und so Werte fiir den 5., 15. und 25. eines jeden 
Monats erhielten. 


IV. Die gemessenen Gédnge der Quarzuhr. 


An den Messungen waren beteiligt: 


Quarzuhr III woul wl. (6: 33 bis 43. 1. 44 
Quarzuhr IV vom 1. 1. 36 bis 30. 11. 40 
Quarzuhr IV (neu) vom 1. 4. 42 bis 16. 4. 45 
Quarzuhr V VOM. 1-37) DIS) dd. 6 45 
Quarzuhr VI vom 1. 5. 38 bis 11. 8. 43 
Quarzuhr VIII vor th 435° bist 14s. 43 
Ouarzuhr IX vom 9. 9. 43 bis 16. 4. 45 


In Fig. 1 ist der Verlauf der G(30)-Werte fiir 2 Epochen der Quarz- 
uhr III dargestellt. Quarzuhr III hatte im Mai 1937 eine durch uns 
selbst verursachte nachhaltige Stérung erlitten, so daB die beiden 
Kurven nicht aneinandergelegt werden kénnen. In Fig.2 sind die 
Gangwerte der Quarzuhren IV und IV (neu) eingezeichnet. Bei Quarz- 
ubrIV ist im Mai 1939 eine Temperaturstérung aufgetreten, daher 
muBte auch bei dieser Uhr die MeBzeit in 2 Epochen zerlegt werden. 
Fig. 3 bringt das gleiche fiir Quarzuhr VI. Einen ahnlichen Ver- 
lauf zeigen auch die anderen Quarzuhren, doch soll aut Einzelheiten 


nicht naher eingegangen werden. 


P| 
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Eine erste Betrachtung der Gangkurven ergibt fiir alle Uhren und 
alle Jahre folgendes Gemeinsames: 
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Fig. 1. Jahresverlauf der Gangmittel G(30) fir die Quarzubr III. 
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Fig. 2. Jahresverlauf der Gangmittel G (30) fiir die Quarzubr IV und IV (neu), 


A) Der Gangwert ist am Ende einer Epoche gegeniiber dem Anfangs- 
wert geandert, und zwar ist er bei den Quarzuhren III bis VII und 
IX stets kleiner als der Anfangswert, dagegen bei Quarzuhr VIIT nach 
der ersten Epoche gré8er, nach der zweiten Epoche kleiner. 
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B) Der Anderung nach A) ist ein regelmaBiges Auf- und Abwarts- 
gleiten der Gangwerte iiberlagert, das sich in deutlichen Héchst- und 
Kieinstwerten auspragt. 

Die Gangkurven lassen weiter erkennen, daB die Anderung des 
taglichen Ganges nach A) bei jeder Uhr einen etwas verschiedenen 
Ablauf hat. Daraus muB 
man schlieBen, daB dies 
eine Eigenschaft der Quarz- 
uhr selbst ist. Wir nen- 
nen diese Erscheinung den 
allgemeinen Gangablauf, 
oder auch die ,,Alterung‘’ 
der Quarzuhr. 

Durch eine Ausgleichs- 
rechnung! lassen — sich 
Funktionen finden, die die- 
sen allgemeinen Gangab- 
lauf gut darstellen. Wir 
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Fig. 3. Jahresverlauf der Gangmittel G(30) fiir die Quarzuhr VI. 


bekommen fiir die einzelnen Uhren und ihre Epochen folgende Aus- 
gleichsfunktionen : 
Tabelle 1. Funktionen des allgemeinen Gangverlaufes. 


Quarzuhy ITT. 
1. Epoche 5. 1. 34 bis 25. 5. 37 


g (ber) = 0,2198 + 22,12/(¢ + 1268,936) sec/d (1) 
2. Epoche 15. 6. 37 bis 25. 12. 40 
g (ber) = 0,2264 + 7,57/(¢ + 881,5) sec/d (2) 


Quarzuhr IV. 
4. Epoche 5. 1.367 bis 15. 5. 39 


g (ber) = 0,4931 — 0,0000 0253 « ¢ + 0,0000 0000 12: ? sec/d (3) 
2. Epoche 5. 7. 39 bis 25. 11. 40 
g (ber) = 0,4951 — 0,0000 1972 - f + 0,0000 0002 884 - f sec/d (4) 


1 Herr Dr. BOHME — jetzt Astronom. Recheninstitut Heidelberg — hat sich 
dieser Aufgabe unterzogen; wir sind ihm zu bestem Dank verpflichtet. 
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Quarzuhy IV (neu). 


4. Epoche 5. 4. 42 bis 15. 3. 45 J 
g (ber) = — 0,0218 — 0,0000 3492 : # + 0,0000 0002 144 - t? sec/d (5) 


Quarzuhr V. 


it, Iayoyoree: S. 5 gy los So Aa 3 

g (ber) = 1,1815 — 0,0000 7724 - # + 0,0000 00042 34 - ?? sec/d (6) 
2. Epoche 25. 3. 39 bis 5. 4. 40 | 

g (ber) = 1,1477 — 0,0000 1727 « ¢ — 0,0000 0005 766: #? sec/d (7) 
3. Epoche 5. 6:40 bis 5. 1. 43 

g (ber) = 1,1160 — 0,0000 4330: t + 0,0000 0001 501 - #? sec/d (8) 
4. Epoche 1. 3. 42 bis 11. 8. 43 

g (ber) = 1,1221 — 0,0000 1864 - ¢ + 0,0000 0001 604 - # sec/d (9) 

Quarzuhy VI. 

4. Epoche 1. 5. 38 bis 20. 3.40 

g (ber) = 1,5266 — 0,0000 4767 « ¢ + 0,0000 0002 688 - #? sec/d (10) 
2. Epoche 5. 8. 40 bis 20. 4. 41 

g (ber) = 1,5102 — 0,0000 2804 - f + 0,0000 0001 504 - ¢? sec/d (11) 
8h, Jo poyoyelares Gy, Hl Sse ge A 

g (ber) = 1,4909 — 0,0000 2345 - # + 0,0000 0001 604 - ?? sec/d (12) 


Quarzuhy VIII. 
dee pOche 5 a7 pj om DIS all Said O 


g (ber) = 0,4711 + 0,0000 0257 - ¢ + 0,0000 0000 316 - f# sec/d (13) 
2. Epoche 5.40; 44 bis’ 25.3342 

g (ber) = — 0,1118 — 0,0000 7329: # + 0,0000 0017 5 - #2 sec/d (14) 
3. Epoche 5..4. 42 bis 15. 7. 43 

g (ber) = — 0,1185 — 0,0000 0780 - # — 0,0000 0001 529 - # sec/d (15) 


Quarzuhr IX. 
ih, Isporerolnve. S, SMlgekey Joris) 5, Gh, aus 
g (ber) = — 1,87841 — 0,0000 38754 — 0,0000 0000 7738 : #2 sec/d (16) 


t = Anzahl der Tage; 
= 0 am ersten Tag der betreffenden Epoche. 


Diese Ausgleichung ist nach rein mathematischen Gesichtspunkten 
ausgefihrt ; sie entspricht nicht immer der physikalischen Wirklichkeit 
und besonders dann nicht, wenn die Epoche, tiber die ausgeglichen 
worden ist, kleiner als 1 Jahr ist. Dies trifft z.B. fiir die zweite und 
dritte Epoche von Uhr VIII zu. (Wir haben sie in der vorstehenden 
Aufzahlung jedoch nicht korrigiert.) 


In den Fig.1—3 ist der Verlauf der Ausgleichsfunktionen ge- 
strichelt eingezeichnet. Mit Ausnahme der Quarzuhr III, bei der der 
allgemeine Gangverlauf sehr schén durch eine Hyperbel dargestellt 
wird, 1aBt er sich bei den anderen allgemein durch Gleichungen zweiten 
Grades wiedergeben. Der Versuch, einem Vorschlag von UHINK 
(Geodatisches Institut Potsdam) entsprechend, den allgemeinen Gang- 
verlauf durch eine logarithmische Ausgleichung den physikalischen 
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Gegebenheiten einer elastischen Alterung des Steuerquarzes besser 

anzupassen, fiihrte zu einer weniger genauen Ausgleichsfunktion. 
Aus den errechneten Ausgleichsfunktionen erhalten wir die in 

Tabelle 2 folgenden Akzelerationen (—) oder Retardationen (+): 


Tabelle 2. Akzelervation und Retardation. 


Quarzuhr ITT. 
1. Epoche dg/dt = — 1,375-10~5/(1 + 4/1269)? sec/d? (1) 
. Epoche dg/dt = — 0,972: 1075/(1 + #/882)? sec/d? (2) 


iS) 


Quarzuhr IV. 
1. Epoche dg/dt = — 0,0000 0253 + 0,0000 0000 24 - ¢ sec/d?2 (3) 
2. Epoche dg/dt = — 0,0000 1972 + 0,0000 0005 768 - t sec/d? (4) 


Quarzuhy IV (neu). 
1. Epoche dg/dt = — 0,0000 3492 + 0,0000 0004 288 - t sec; d? (5) 


Quarzuhyr V. 


1. Epoche dg/dt = — 0,0000 7724 + 0,0000 0008 468 - t sec/d2 (6) 
3. Epoche dg/dt = — 0,0000 4330 + 0,0000 0003 002 - t sec/d? (7) 
4. Epoche dg/dt = — 0,0000 1864 + 0,0000 0003 208 - ¢ sec/d2 (8) 


Quarzuhr VI. 


1. Epoche dg/dt = — 0,0000 4767 + 0,0000 0005 376 : tsec/d? (9) 
2. Epoche dg/dt = — 0,0000 2804 + 0,0000 0003 002 : t sec/d? (10) 
3. Epoche dg/dt = — 0,0000 2345 + 0,0000 0003 208 - t sec/d? (14) 


Quarzuhy VIII. 
1. Epoche dg/dt = 0,0000 0257 + 0,0000 0000 632 - t sec/d? (12) 


V. Die jahrliche Periode der Gangdifferenzen GD = G(30) — g (ber). 

Die in Tabelle 1 mitgeteilten Funktionen gestatten fiir jede Uhr 
und fiir jede Epoche die Berechnung der Gange g (ber); diese wiirden 
sich ergeben, wenn nichts auBer der ,,Alterung’’ den Gangwert der 
Uhren affiziert hatte. Bilden wir die Differenz der gemessenen Werte 
G(30) — g(ber), dann haben wir explizit die Gangbeeinflussung nach B). 
Diese Differenzen GD wurden fiir samtliche Uhren berechnet. Ein 
sehr kleiner Teil dieses Ergebnisses wird als Beispiel in Fig. 4 und 5 
graphisch mitgeteilt. Fig. 4 enthalt die GD-Werte fir eine Quarzuhr 
(III) in sémtlichen Jahren, Fig.5 enthalt die GD-Werte samtlicher 
Quarzuhren fiir eim Jahr. In ahnlicher Weise verlaufen auch die 
Figuren fiir die anderen Uhren und fir die anderen Jahre. 


Ohne naher auf die Einzelheiten der Figuren einzugehen, stellen 
wir fest, da8 das Ergebnis unserer ersten Ver6ffentlichung, wonach 
alle PTR-Quarzuhren in den Jahren 1934 und 1935 eine systematische 
Gangschwankung anzeigten, auch in den nachfolgenden Jahren bis 1944 
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Fig. 4. Differenz zwischen gemessenen und berechneten Gang 
der Quarzuhr III in den Jahren 1934 bis 1940. 


Fig. 5. Gangdifferenz der Quarzuhren III bis VIII im Jahre 1939. 


bestdatigt wird. Die Gang- 
differenz (30) — g (ber) 
durchlauft im ersten 
Halbjahr ein Minimum 
und im zweiten Halbjahr 
ein Maximum. Die Diffe- 
renz zwischen Minimum 
und Maximum betragt je 
nach Jahr: 
Bei Uhr III 
etwa 0,0040 bis 0,0055 sec/d, 
bei Uhr IV 
etwa 0,0020 bis 0,0035 sec/d , 


bei Uhr IV (neu) 
etwa 0,0030 bis 0,0050sec/d , 


bei Uhr V 
etwa 0,0025 bis 0,0035 sec/d, 


bei Uhr-VI 
etwa 0,0025 bis 0,0035 sec/d, 
bei Uhr VIII 
etwa 0,0020 bis 0,0030 sec/d , 
bei Uhr VII 0,0040sec/d, 
bei Uhr IX 0,0065 sec/d. 


VI. Die mittlere Epochen- 
Quarzuhr und die Mittlere 
Quarzuhr. 


Unterschiede in den 
Angaben der Quarzuhren 
im gleichen  Beobach- 
tungsjahr sind zum Teil 
auf Schwankungen der 
Quarzuhren gegeneinan- 
der — bedingt durch Ak- 
zelerationsanderungen —, 
zum Teil auf eine gewisse 
Freiheit in der Ermittlung 
der Ausgleichsfunktion 
des allgemeinen Gangver- 
laufes und auch auf St6- 
rungen im Quarzuhren- 
betrieb zuriickzufiihren. 
Um derartige Zufallig- 
keiten in ihrer Wirkung 
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zu schwachen, bildeten wir deshalb fiir jedes Jahr zur Unterdriickung 
dieser individuellen Eigenschaften aus allen Quarzuhren des betreffenden 


Jahres eine mittlere Jah- 
res-Quarzuhr. Hierdurch 
entstand, wie zu erwarten, 
eine groBere GleichmaBig- 
keit im Verlauf der Gang- 
differenzen G(30)—g (ber), 
wie z. B. Fig. 6 (untere 
Kurve vorlaufig ausge- 
nommen), zeigt. 

Zufallige Schwankun- 
gen und Eigenheiten des 
Jahresablaufes fallen noch 
starker heraus, wenn man 
nun weiterhin die Mittel- 
bildung tiber eine Reihe 
von Jahren ausdehnt. Auf 
diese Weise gewannen wir 
durch Unterteilung des 
gesamten Beobachtungs- 
zeitraumes in die Epochen 
1934 bis 1937, 1938 bis 
1941 und 1942 bis 1944 
die muittleren Epochen- 
Quarzuhren. 

Piety zeigt m den 
oberen 3 Kurven den Ver- 
lauf dieser 3 Epochen, von 
denen der Verlauf der 
Epoche 1938 bis 1941 
jedoch auch in Fig. 6 als 
unterste Kurve zum Ver- 
gleich mit den Jahres- 
uhren gezeichnet ist. Wir 
sehen eine tiberraschende 
Ubereinstimmung aller 
3 Kurven, sowohl der 
Phase, als auch der Ampli- 
tude nach. Diese Uber- 
einstimmung erschien uns 
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lig. 6. Gangdifferenz der mittleren Jah:es-Quarzuhr. 
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Fig. 7. Gangdifferenz der mittleren Epochen-Quarzuhr. 


als ein Beweis dafiir, daB die Periode der Gangdifferenz GD in jedem 
Jahr im Mittel ungefahr gleich verlaufen wird und wir hielten uns fiir 
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berechtigt, die 3 Epochenuhren ihrerseits wieder zu einer Muttleren 
Quarzuhy tiber die gesamte Zeit von 1934 bis 1944 zu vereinigen. 
Wir haben den Verlauf der Gangdifferenz G(30)— g(ber) der Mztt- 
leren Quarzuhy (entsprechend dem Verlauf der Schwankung der Dreh- 
geschwindigkeit der Erde) in Fig. 8 eingetragen. Bezeichnen wir die 
mittlere Drehgeschwindigkeit der Erde an einem beliebigen Erdpunkt 
mit vy und ihre Momentangeschwindigkeit zu einem beliebigen Zeit- 

punkt mit v, so ergibt sich 
GG Beier ee ee (1) 


Up Ho? 
' sec 5 é A 
worin k = 86400 aE bedeutet; setzen wir k ein, dann erhalten wir 
1eS 
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Monat 
Fig. 8. Relative Schwankung 4v/v, der Drehgeschwindigkeit der Erde. 


Die Fig. 8 enthalt daher als Ordinatenbezeichnung: links die Werte 
fiir Av/v) in 10-8-Einheiten und rechts die Werte fiir die Gangdifferenz 
in sec/d. Wir besprechen vorerst den Gangverlauf und nachfolgend in 
Absatz VIII den Geschwindigkeitsverlauf. 


Die groBe GleichmaBigkeit im Verlauf der mittleren Gange der 
Epochenuhren spricht dafiir, da hier eine Ursache wirkt, die mit 
jahrlicher RegelmaBigkeit die Gange der Quarzuhren beeinfluBt. Wie 
wir es bei unserer ersten Veréffentlichung iiber diese Erscheinung getan 
haben, diskutieren wir auch diesmal wieder eingehend die Frage, ob 
nicht eine jahreszeitlich bedingte Einwirkung auf die Quarzuhren 
selbst die Ursache dieser Gangperiode sein kénnte. Wir haben jedoch 
auch diesmal nichts feststellen kénnen, was dafiir spricht, daB diese 
Gangperiode bei den Uhren selbst gesucht werden muB. Diese Fest- 
stellungen wurden dadurch erleichtert, daB wir durch die Aufstellung 
der Quarzuhren IV (neu) bis IX in wohltemperierten Quarzuhren- 
kellern einen jahreszeitlich bedingten Temperatureinflu8 von vorn- 
herein ausschalteten. Es blieb die Frage nach einem Einflu8 der 
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relativen Feuchtigkeit iibrig, den wir jedoch verneinen konnten, da 
die neuen Quarzuhren durch sorgfaltigstes Verfugen der betreffenden 
Bauteile mit fast wasserundurchlassigem innerem Thermostaten gebaut 
waren. Eine schwierig durchzufiihrende Messung zeigte auBerdem, dab 
ein Feuchtigkeitseinflu8 eine der aufgefundenen Phase der Periode 
entgegengesetzte Wirkung haben miiBte. Wir kommen daher wiederum 
_ zu dem SchluB, daB nach den bisherigen Ergebnissen die Ursache der 
Ganganderung nicht bei den Quarzuhren, sondern bei dem astro- 
nomischen ZeitmaB zu suchen ist. 


VII. Eine Bestdtigung der PT R-Messungen. 


Eine Bestatigung unserer Messungen erbrachte 1948 N. StoyKo 
vom Bureau International de l’Heure in Paris. Er veréffentlichte fiir 
die Epoche 1934 bis 1937 — und deshalb haben wir die gleiche Epoche 
in unserer Zeiteinteilung gewahlt —, Messungen iiber die Gange der 
Uhren des Observatoriums zu Paris und des Observatoriums zu Washing- 
ton, die in ihrem Endergebnis unseren Messungen vollkommen gleichen. 
Wir haben die betreffende Kurve von N. StoyKo im MaBstab unserer 
Zeichnungen als unterste Kurve in Fig. 7 eingetragen. Es kann nicht 
bestritten werden, daB diese Kurve nicht nur in ihrer Amplitude und 
Phase, sondern auch in der Feinstruktur voéllig mit der zugehérigen 
Kurve unserer E pochen-Quarzuhr 1934 bis 1937 tibereinstimmt. N. StoyKo 
zeigte weiterhin, daB sich der gleiche Verlauf der Gange, bzw. der 
Schwankung der Erdrotation nach Messungen der gleichen Obser- 
vatorien und zusatzlich des Observatoriums von Greenwich auch in 
der zweiten Halfte des Jahres 1945 ergibt. 


Wir nehmen diese Mitteilungen aus dem Bureau International de 
l’Heure als eine Bestatigung unserer Ansicht, daB die Anderungen der 
Gange der Quarzuhren eine Angelegenheit der Anderung der astro- 
nomischen Tageslainge ist. Man kann daran denken, dal in erster 
Linie fiir die Anderung der astronomischen Tageslinge eine Anderung 
der Drehgeschwindigkeit der Erde verantwortlich ist. 


VIII. Die Periode der jahrlichen Anderung der Drehgeschwindigkert 
der Erde. 


Nach Gl. (1) S.426 ist die relative Geschwindigkeitsschwankung 
der Rotation der Erde der absoluten Gangschwankung der Quarzuhren 
vorzeichengleich. Nach Kurve Fig.8 ist die Amplitude nicht sehr groB. 
Sie iibersteigt gangma4Big gesehen nicht den Betrag von +0,0015 sec/d 
und geschwindigkeitsmaBig gesehen nicht den Betrag von + 1,7 ° AO 
des Wertes der mittleren Drehgeschwindigkeit. 
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Die Kurve ist etwas verzerrt. Eine angenaherte Ausgleichung 
ergibt: 
mE Pk Sera, 
(+15) —0,0004 -sin-—"_-(t+195) (1) 


5 a PALE 
(G (30) —g(ber)) = — 00,0013 - sin re 


182,5 
Av ees ee 2% A 
=— : : Se = Ono sim ————- (0 1 1.95 2) 
Uo 1,5 10 See eae): 4,6 182, 5 ( = 9 ) ( 


{0 ist der 5. Januar. Diese Funktionen gehen am 21. Juni und 
21. Dezember, also zum Sommer- und Wintersolstitium durch 0. 


Stand der Erde 


YT) 
gegen die mittere Quarzuhr 


We BIR SUE LE AE AE GE PNET BE BE IE. 
Monat 
Fig. 9, Stand der Erde gegeniiber der Mittleren Quarzuhr. 


Da wir nun behaupten, daB die Ganganderung nicht bei der Quarz- 
uhr, sondern bei der Erde liegt, errechnet sich fiir die Erde ein Gang 
G(T) durch Multiplikation der rechten Seite der obengenannten Gang- 
funktion (1) mit —1. Durch Integration der berechneten Gangfunktion 
der Erde 1aBt sich dann wiederum ein Stand der Erde gegeniiber der 
Mittleren Quarzuhr berechnen, dessen Verlauf als Kurve ohne Punkte 
in Fig.9 eingezeichnet ist, wahrend er sich experimentell nach der 
gemessenen Gangkurve unter Beachtung der Bedingung, da der 
Stand der Erde am Anfang und am Ende des Jahres gegeniiber der 
Quarzuhr = 0 sein soll, entsprechend der Kurve mit Kreispunkten 
verhalt. 


Wir sehen also, daB die Erde im Sommer gegeniiber der mittleren 
Quarzuhr bis zu 0,12 sec nachgeht. 


Es ist uns eine angenehme Pflicht, unseren langjahrigen Mitarbeitern, 
Herrn Stud.-Ref. HERRMANN fiir die Durchfithrung zahlreicher Messungen 
und fiir die Uberwachung der Quarzuhren und Herrn Ob.-Insp. NEY 
fiir die konstruktive und vorziigliche mechanische Ausfiihrung der 
Quarzuhren an dieser Stelle unseren besten Dank abzustatten. 
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Energieverlust schneller Elektronen 
in Be, C, H.O, Fe und Pb. 
Von 
W. Pau und H. REIcu. 


Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 16. Dezember 1949. ) 


Mit einem Betaspektrographen wurde die Energieverteilung von Elektronen, 
welche in der Elektronenschleuder auf eine Energie von 2,8 bzw. 4,7 MeV be- 
schleunigt wurden, vor und nach dem Durchgang durch die Versuchssubstanz 
gemessen. Die Form der Energieverteilungskurven zeigte einen stark ausgepragten 
Gang mit der Ordnungszahl der Substanzen und mit der Primarenergie der Elek- 
tronen. Die aus den Energiespektren ermittelten Werte fiir den mittleren Energie- 
verlust wurden mit den aus der BETHE-BLocuschen und der HALPERN-Hattschen 
Theorie berechneten verglichen. Das experimentelle Ergebnis wird durch die 
Theorie besser beschrieben, wenn der von HALPERN und HAtt berechnete Polari- 
sationseffekt beriicksichtigt wird. 


Die experimentelle Ermittlung des Energieverlustes schneller Elek- 
tronen (EF >10% eV) beim Durchgang durch Materie hat an Bedeutung 
gewonnen, da die Genauigkeit einer groBen Zahl von Methoden zur 
Untersuchung energiereicher Teilchen allein durch die Kenntnis dieses 
Energieverlustes bestimmt wird. Bisher verlieB man sich fast aus- 
schlieBlich auf die von der BETHE-BLocHschen Theorie gelieferten 
Werte, die fiir Elektronenenergien oberhalb 2 MeV mangels geeigneter 
Strahlenquellen jedoch experimentell nur grob unterbaut war. Nach- 
dem von Fermi! und kiirzlich von HALPERN und HALL? detailliertere 
theoretische Aussagen tiber den Energieverlust gemacht wurden, haben 
CRANE, OLSON und CHAO?, HEREFORD* und HAywArbD?® erneut Mes- 
sungen auf verschiedenste Weise vorgenommen, deren Ergebnisse 
jedoch noch nicht befriedigen. Insbesondere fehlen bei den bisherigen 
Messungen und in der Theorie genaue Aussagen tiber die Verzerrung 
des Energiespektrums nach Durchgang monoenergetischer Elektronen 
durch diinne Schichten und die Abhangigkeit dieses Effektes von der 
Kernladungszahl der durchstrahlten Substanz. In der vorliegenden 
Arbeit sollte diese Liicke gefiillt werden, indem das Energiespektrum 
von Elektronen einer Energie von 2,8 bzw. 4,7 MeV vor und nach 


1 Fermi, E.: Phys. Rev. 56, 1242 (1939); 57, 485 (1940). 

2 HaLperRN, O., u. H. Harr: Phys. Rev. 73, 477 (1948). 

3 Crane, H.R., N.L. Orzson u. K.T.CuHao: Phys. Rev. 57, 664 (1940). 
4 HEREFORD, F. L.: Phys. Rev. 74, 574 (1948). 

5 Haywarp, E.: Phys. Rev. 72, 937 (1947). 
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Durchgang durch Be, C, H,O, Fe und Pb mit einem Betaspektrometer 
gemessen und daraus der mittlere und wahrscheinlichste Energieverlust 
je Wegeinheit durchstrahlter Materie bestimmt wurde. Die Messungen 
erfolgten dabei an Elektronen, welche die bremsende Substanz inner- 
halb eines Winkels von 2° um die Einfallsrichtung verlassen. 


V ersuchsanordnung. 


In Fig. 1 ist die Versuchsanordnung gezeigt. Als Elektronenquelle 
diente eine 6 MeV-Elektronenschleuder, bei der die Elektronen die 
Vakuumkammer durch ein diinnes Fenster (15 4 Cu) in einem gebiin- 
delten Strahl verlassent. Die 
Energie ist, wie die nachfol- 
genden Messungen zeigten, bis 
auf wenige Promille scharf. 
Sie ist zwischen 2 und 6 MeV 
kontinuierlich veranderlich. 


Elektronenschleuder 
/ 


Holzblende 


Fir das Betaspektrometer 
wurde der Magnet eines vor- 
handenen Massenspektrome- 
sae ters (60° Sektorfeld, Bahn- 
Fig. 1. Die Versuchsanordnung, Elektronenschleuder und ‘ . 

Betaspektrograph. radius y= 20cm, Brennweite 
f = 23 cm) verwendet. Das 
Spektrographenrohr aus Cu (2 = 4cm) tragt den mit einer Glimmer- 
folie, d= 10, vakuumdicht verschlossenen Eintrittsspalt S,, der im 
Verhaltnis 1:1 in der hinteren Spaltebene abgebildet wird. Durch 
Aperturblenden aus Al ist dafiir gesorgt, daB nur Elektronen in einem 
Winkel von 2° gegeniiber der Spektrographenachse erfa8t werden und 
durch den Spalt S, in eine Koinzidenzzahlanordnung gelangen. Diese 
ist durch eine Aluminiumfolie von 20 1 Dicke von der Vakuumkammer 
getrennt; eine gleiche befindet sich zwischen den beiden Zahlern. 
Die aus 10mm dickem Al gefertigten Spalte S, und S, haben einen 
Querschnitt von 1,5 <x 8 mm?. 

Das theoretische Auflosungsvermégen des Spektrographen, definiert 
durch den Quotienten der kinetischen Energie £ der Elektronen zum 
kleinsten noch wahrnehmbaren Energieunterschied AE, betrug hier 
etwa 220. Es ist gegeben durch die Gleichung 

Bo 29 (VAs) E 
AE Vsy+ $5 E+ mc 


ro Krimmungsradius der Normalbahn im Magnetfeld, hier 74 = 20 cm, 
V VergréBerungsmaBstab, s,, sg Breite des Eingangs- bzw. Ausgangs- 
spaltes, m) Ruhemasse des Elektrons, c Lichtgeschwindigkeit. 


* Gunp, K., u. H. Reicn: Z. Physik 126, 383 (1949). 
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Der Ausnutzung dieses Auflésungsvermégens stehen die zeitlichen 
Energieschwankungen (~ + 3%) der Primarelektronen entgegen, her- 
vorgerufen durch Schwankungen, denen der Magnetstrom der Elek- 
tronenschleuder ausgesetzt ist. Diesem Nachteil wurde dadurch 
begegnet, daB zur Speisung des Spektrographenmagneten die gleich- 
gerichtete Wechselspannung einer auf das Joch der Schleuder ange- 
brachten Wicklung benutzt wurde (Fig. 2). Nach Ausgleich der nicht 
vollstandig linearen Charakteristik des verwendeten Trockengleich- 
richters durch einen an der Grenze der Sattigung arbeitenden Trans- 
formator gelang es, die Stromschwankungen der Schleuder genau 
proportional auf den Betaspektrographen zu iibertragen. Da die Energie 
des Teilchens sowohl im Spektro- 
graphen als auch in der Elek- 
tronenschleuder im Moment, wo 
es das Magnetfeld verlaBt, nur 
vom Wert B-y, KraftfluBdichte 
mal Bahnradius, abhangt, also 
durch den Magnetisierungsstrom 
gegeben ist, bleibt durch diesen 
Kunstgriff das vor dem Aus- Fig. 2. Prinzipschaltbild der elektrischen Anordnung. 
trittsspalt des Spektrographen 
entworfene Spektrum raumlich fest stehen, solange das Verhaltnis des 
Spektrographenstromes zu dem der Schleuder ungedndert bleibt. 


Zur Registrierung der Elektronen dienten zwei auBen durch Blei 
abgeschirmte Zahlrohre in Koinzidenzschaltung. Dies trug erheblich 
zur Verminderung des Nulleffektes bei. Die Zahlimpulse wurden mit 
vierfacher Untersetzung auf ein Zahlwerk geleitet. Zahlverluste traten 
praktisch nicht ein, da die Intensitat so eingestellt wurde, daB die Zahl 
von 2000 je min gezahlten Teilchen nicht tiberschritten wurde. Bei 
dieser Zahlrate bleiben auch diejenigen Zahlverluste sehr klein, welche 
dadurch entstehen, daB die Elektronenschleuder keinen zeitlich kon- 
tinuierlichen Strahl, sondern 550 Elektronenst6Be je sec von etwa 
14-1078 sec Dauer liefert, die nicht mehr aufgelést werden. Um kleine 
Intensitatsschwankungen des Elektronenstrahles auszuschalten, wurde 
in das Spektrographenrohr vor das Magnetfeld ein Spitzenzahler 
(kleines Zahlvolumen) an den Rand des Strahlenganges gebracht. 
Seine Anzeige bildete ein MaB fiir die Gesamtintensitat des durchge- 
lassenen Strahles. 

Zar Aufnahme des Energiespektrums wurden die Vorwiderstande 
im Spektrographenstromkreis in Absténden von 1/, min variiert und 
dabei gleichzeitig der Stand auf Haupt- und Vergleichszahler photo- 


graphisch registriert. 
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Die zu untersuchenden Substanzen befanden sich auf einem Rad 
verteilt direkt vor dem Eintrittsspalt des Spektrographen, so daB sie 
leicht ausgetauscht werden konnten. Um fiir alle Stoffe ungefahr den 
gleichen Energieverlust zu erreichen, wurden sie auf eine Dicke ge- 
bracht, die der gleichen Zahl von Elektronen/Flacheneinheit entspricht. 
Fiir die Wahl ihrer Dicke 4 x waren folgende Uberlegungen maBgebend: 
Erstens sollte die Abweichung des zur Messung kommenden Differenzen 
quotienten AE/Mx vom Differentialquotienten dE/dx klein sein, 
zweitens sollte der mittlere Energieverlust 4£ groB gegentiber der 
Energiebreite des Primarstrahles sein, drittens ist zu beachten, daB 
trotz guter Abschirmung der Stéruntergrund mit der Dicke der Proben 
wegen der gréBeren Streuung zunimmt, die MeBgenauigkeit also sinkt. 


Alle Materialien — der Kohlenstoff in Form von Graphit — wurden 
daher auf die Dicke von 0,93 - 107% Elektronen/cm? gebracht, die bei 
Beryllium 1,9, bei Blei 0,35 mm entspricht (Tabelle 1). Die Wasser- 
schicht wurde durch zwei diinne Glimmerfolien begrenzt. Der mittlere 
Energieverlust der Elektronen betragt dabei in allen Proben etwa 
0,5 MeV fiir den untersuchten Energiebereich. 


Um etwa vorhandene, durch die Kristallstruktur bedingte Unter- 
schiede im Bremsvermogen festzustellen, wurde der Kohlenstoff auBer- 
dem in Form von Diamant untersucht. Der uns zur Verfiigung stehende 
Diamant (planparallele Platte) hatte die Abmessungen 1,24 x 3,5 x 6mm? 
und war damit, in Elektronen/Flacheneinheit gemessen, um fast die 
Halfte dicker als die anderen Proben. Er wurde daher mit einem 
zweiten Graphitplattchen verglichen, das auf die gleiche Masse je 
Flacheneinheit gebracht war. 


Tabelle 1. Die Dicke dev verwendeten Stoffproben. 


| | ° | 
| Dicke in | Korrekturfaktor fir Normierung 


| 10% Elektronen/em? | EjCI | auf 0,93 - 10° Elektronen cm?* 
| | | 
Be 0,950 + 0,014 0,355 + 0,005 0,98 
C (Graphit) 0,940 + 0,014 0,312 + 0,005 0,99 
H,O 0,980 + 0,010 0,293 + 0,003 0,95 
Fe 0,983 + 0,039 0,350 + 0,014 0,945 
Pb 0,878 + 0,035 0,368 + 0,015 1,06 


Da nach der Theorie die Beweglichkeit der freien Leitungselektronen 
einen Einflu8 auf das Bremsvermégen haben soll, diese andererseits 
von der Temperatur abhangig ist, wurde das Graphitplattchen einmal 
auf 500° erhitzt, dann mit fliissiger Luft auf — 180°C gekuhlt und 
das jeweilige Energiespektrum aufgenommen. Die Elektronenbeweg- 
lichkeit in Graphit und Diamant sollte trotz der grofen Leitfahig- 
keitsunterschiede von gleicher GréSenordnung sein. 
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Theoretische Ubersicht. 
Die Theorie unterscheidet 2 Arten des Energieverlustes, den infolge 
Anregung und Ionisation der durchsetzten Atome und den infolge 
Bremsstrahlerzeugung an den Atomkernen. 


Die erste brauchbare Formel fiir den Energieverlust infolge Anregung 
und lonisation wurde 1913 von Bour! aufgestellt. 1932/33 wurde 
sie von BETHE? und BLocH$ entsprechend der Wellenmechanik umge- 
formt und bildete in dieser Gestalt bis heute die Grundlage aller Be- 
rechnungen. Wir wollen hier die BLocusche Formel fiir den Energie- 
verlust je Wegeinheit durchsetzter Substanz, spezialisiert auf Elektronen 
einer Energie von mehr 
als 0,5 MeV, zitieren: 


MeV/-S, H20 


ade | 2ane 
dx my, v2 
M, v2 T 
22) ee Sa 
iy 2? — | 
| 
prey 
x in der Materie zuriickgeleg- 
ter Weg, 
n Zahl der Elektronen in der 
Volumeneinheit, 
e Elementarladung in elektro- 


statischen Einheiten, 


ea ae 7-7 7 70 10? 70? MeV 
i Fevichengeschwindigicet, Efektronenenergle 
T Energie, die beim Sto8B einem cae 
freien Elektron maximal Fig.3. — — fiir Anregung und Ionisation in Abhangig- 
Q 
ubertragen werden kann (vgl. keit yon der Energie der Elektronen. Ausgezogene Linien: 
J. Buasua*), Havpern-Hati-Werte, nach Abzug [vgl. Gl.(2)] von der 


BeETHE-BLocu-Formel Gl. (1). Gestrichelte Linien: BrtTuE- 
; ; e Briocu-Werte Gl. (1). Fir J Z wurde nicht der urspritinglich 
energie je Hillenelektron von BetHe und Biocu vorgesehene, sondern ein spater von 
eines Atoms, HALPERN und Hatt ermittelter Wert eingesetzt. Nach 


Z Ordnungszahl, HaLpern und HALL. 
pi ale. 

Die sich nach dieser Formel ergebende Abhangigkeit des Energie- 
verlustes von der Energie der Elektronen ist fiir einige Stoffe in Fig. 3 
(gestrichelte Linien) wiedergegeben. Zunachst nimmt der Energie- 
verlust mit zunehmender Energie ab, weil die Zeit der Wechselwirkung 
des Elektrons mit den Elektronen der Atomhiille immer kiirzer wird. 
Diese Abnahme hort bei Energien auf, bei denen das Elektron praktisch 
Lichtgeschwindigkeit besitzt. Nunmehr ergeben die vereinigte Wirkung 


I durchschnittliche Ionisations- 


1 Bonr, N.: Phil. Mag. 25, 10 (1913). 

2 Betue, H.: Z. Physik 76, 293 (1932). 

3 Brocnu, F.: Ann. Phys. 16, 285 (1933). 

4 BHABHA, J.: Proc. roy. Soc., Lond: 164, 257 (1937). 
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der LoreNtz-Kontraktion des von dem Elektron ausgehenden Feldes 
in der Bewegungsrichtung sowie einige andere Betrachtungen wieder 
einen logarithmischen Anstieg des Energieverlustes. 


Wie Swann! 1938 vermutete und erstmalig FERMI? 1940 berechnete, 
soll die von BETHE und Brocu nicht beriicksichtigte, von dem Feld 
des fliegenden Elektrons erzeugte Polarisation der Materie dieses Feld 
teilweise abschirmen und so den Energieverlust besonders bei hohen 


14 


72 


70 


7 70 70? 70? M-c 10° 
Impuls P 


Fig. 4. A-Isorrektur ftir beliebige Strahlen- 
teilchen in Einheiten von 27+ 7 e4/m,c?, als 
Fnuktion des Impulses P der einfallenden 
Partikel in Einheiten von Mc (M Masse der 
Partikel). Nach Hvy_pern und Hatt. 


Geschwindigkeiten erheblich verrin- 
gern’. Ein Ma8 fiir die Polarisation 
stellt hiernach die wirksame Dielek- 
trizitatskonstante der Stoffe dar, die 
auf der Grundlage der Dispersions- 
theorie berechnet wurde. Nach den 
ausfiihrlichen Berechnungen von 
HALPERN und Ha tr* ist von dem 
nach BETHE und Brocu [Gl. (4)] er- 
mittelten Wert fiir den Energiever- 
lust ein Betrag abzuziehen, der im 
Grenzfall extrem hoher Energien 
(E sehr groB gegen die hdchste Ioni- 
sierungsenergie) folgende Form an- 
nimmt 


wobel 


ate to fi Ton 
UE Ni) OV ilo ow) ie 


Die »; bedeuten die verschiedenen, in Gruppen zusammengefaBten 
Dispersionsfrequenzen der durchsetzten Atome, die /; die dazugehérigen 
Oszillatorenstérken. Fiir die zwischen den einzelnen Dispersions- 
frequenzen liegenden Energiebereiche ergeben sich wesentlich kom- 
pliziertere Formeln, in denen auch noch freie Leitungselektronen und 
deren Dampfung beriicksichtigt werden. Die ausgezogenen Linien der 
Fig. 3 zeigen den hiernach korrigierten Energieverlust, wahrend Fig. 4 


S SWANN, WF Gang J Pranikhn, Inst 226.5 508. (103.¢): 

> Fermi, E.: Phys. Rev. 56, 1242 (1939); 57, 485 (1940). 

8 Uber eine mikroskopische Behandlung dieses Problems im Gegensatz zu 
der hier angefithrten makroskopischen s, A. Bour, Kgl. danske Vidensk. Selsk. 


Mat.-Fys. Medd. 24, Nr. 19 (1948). 


“HALPERN, ©), u, Hl) HArL: Phys, Rev. 73, 477 (1948). 
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die Korrekturen selbst fiir einige Stoffe angibt. Der geradlinige Teil 
dieser Kurven entspricht Gl. (2). 


Da in die Formeln fiir die A-Korrektur nur der Quotient aus der 
Gesamtenergie der Strahlenteilchen zu ihrer Ruheenergie (= 1/ 1 —B) 
eingeht, wird dadurch der Energieverlust infolge Ionisation von 
1000 MeV-Mesonen in gleicher Weise beeinfluBt wie der von 5 MeV- 
Elektronen. 


Die zweite Art des Energieverlustes, welche von der Bremsstrahl- 
erzeugung herriihrt, wurde fiir den vorliegenden Fall aus der BETHE- 
HEITLERschen Theorie berechnet. Bei den in dieser Arbeit benutzten 
Energien liegt sein Anteil am gesamten mittleren Energieverlust in 
der GréBenordnung von 1% beim Beryllium, und 20 bzw. 30% beim 
Blei (vgl. Tabelle 2). 


Die Schwierigkeit fiir die experimentelle Priifung der Richtigkeit 
der HALPERN-Hattschen Korrektur bei Elektronen aus der Messung 
des Energieverlustes liegt darin, daB nur etwa der Bereich zwischen 
1 und 8 MeV, in welchem die Korrektur noch klein ist, hierfiir geeignet 
ist. Bei kleineren Energien ist der Effekt zu klein, bei gréBeren ver- 
deckt ihn die Bremsstrahlerzeugung. 


Mefergebnisse. 


Die gemessenen Energiespektren sind in Fig. 5 wiedergegeben. 
Die Ordinaten zeigen die Intensitat, die Abszissen die dazugehorige 
Energie an. Die Untersuchungen wurden bei den Primdrenergien 
2,8 und 4,7 MeV durchgefiihrt. Die Maximalintensitat ist auf 1 nor- 
miert. 

Die Primarlinie wurde aufgenommen, wenn sich keine Stoffprobe 
vor dem Eingangsspalt des Spektrographen befand. Ihre Halbwerts- 
breite betrug 51 + 3 bzw. 146 + 15 keV, das sind 1,8 bzw. 3,1% der 
Energie. Die Ursachen dafiir sind erstens die urspriingliche Energie- 
unscharfe der Elektronen vor ihrem Austritt aus der Elektronen- 
schleuder; diese kann jedoch héchstens in der GréBenordnung 1°/o9 
liegen, wie sich aus der zu etwa 10-® sec gemessenen Dauer eines Strah- 
lungsstoBes, wahrenddessen sich das Magnetfeld der Elektronen- 
schleuder praktisch nicht andert, abschatzen laBt. Zweitens tritt beim 
Durchsetzen des Elektronenschleuder-Austrittsfensters, der 6 cm Zim- 
merluft und des Spektrographen-Eintrittsfensters eine Bremsung und 
Energiestreuung auf; die durchsetzte Masse betragt insgesamt 23 mg/cm?, 
was einem Energieverlust von rund 50 keV und — in Extrapolation 
von Messungen mit verschiedenen Schichtdicken — einer Linienhalb- 
wertsbreite von etwa 20 keV bei 2,8 und 50 keV bei 4,7 MeV entspricht. 
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Weiterhin sind die schon oben erwahnte Apparatebreite des Spektro- 
graphen mit mindestens 13 bzw. 21 keV (1/220 = 0,45 % der Energie bei 
idealer Abbildung) und schlieBlich nicht korrigierbare Schwankungen 
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Fig. 5. Die gemessenen Energieverteilungskurven. S (Schwerpunxt der Flache unter der Kurve) gibt 
die experimentell in Primarstrahlrichtung ermittelte mittlere Energie der Teilchen nach dem Durchgang 
an. B und H bedeuten die ftir die betreffende Probendicke nach der BeETHE-BLocuschen bzw. HALPERN- 
Ha.ischen Theorie berechneten Werte, beide mit Beriicksichtigung der Bremsstrahlung. Die Maxima 
entsprechen jeweils einer Elektronenzahl zwischen 600 und 1000, sie sind auf 1 normiert. 


in den Betriebsdaten der Elektronenschleuder, auf welche der an der 


gemessenen Halbwertsbreite fehlende Rest (18 bzw. 75 keV) entfallt, 
zu_beriticksichtigen. 


Der Absolutwert der Primarenergie wurde aus dem Einsatzpunkt 


des Kernphotoeffekts des Deuterons (2,2 MeV) auf 0,1 MeV genau _be- 
stimmt. 
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Die fur die einzelnen Stoffe bezeichneten Kurven wurden in etwa 
20 MeBpunkten aufgenommen und entsprechend der Dickenabweichung 
vom Sollwert korrigiert. Der Stéruntergrund wurde abgezogen. Er 
betrug beim Beryllium etwa 3%, beim Blei etwa 15% des Maximums. 
Seine unterschiedliche GréBe erklart sich aus der verschiedenen Streu- 
wirkung der untersuchten Stoffe. Die mittleren Streuwinkel nehmen 
nach WiLLiaMs fiir Stoffproben, die auf Dicken mit gleicher Elek- 
tronenzahl/Flacheneinheit gebracht sind, etwa mit der Wurzel aus 
der Ordnungszahl zu, sind also beim Blei fast 5mal gréBer als beim 
Beryllium. Die Teilchenzahlen fiir die im Intensitaétsmaximum liegenden 
MeBpunkte betrugen zwischen 600 und 1000. 

Durch Bestimmung des Schwerpunktes der Flaiche unter jeder 
Kurve wurde die mittlere Energie der Elektronen nach dem Durchgang 
gefunden (Abszissenwert ,,S‘‘). Die Differenz zur Primarenergie ent- 
spricht dem mittleren Energieverlust. Der Fehler in der Bestimmung 
des Schwerpunktes ist durch einen Querstrich unter dem S angedeutet. 
Er setzt sich zusammen aus dem statistischen Fehler, fiir dessen GréBe 
der Bereich eingesetzt wurde, in welchem die Schwerpunkte der fiinf 
bis sechs fiir jede Stoffprobe durchgefiithrten MeBreihen lagen, und aus 
dem Fehler der Probendicke. Beide Fehler nehmen vom Beryllium 
zum Blei zu, der erste wegen des wachsenden Stéruntergrundes, 
der zweite wegen der abnehmenden Dicke der Proben. Wegen der 
unsymmetrischen Form bewirkt die Verbreiterung der Verteilungskurve 
infolge der endlichen Breite der Primarlinie eine gewisse Verschiebung 
der Lage von Schwerpunkt und Maximum, doch konnte der sich hieraus 
ergebende Fehler wegen seiner Kleinheit unberiicksichtigt bleiben. 
Wesentlich genauer als der mittlere ist der wahrscheinlichste Energie- 
verlust (das Maximum der Kurven) zu bestimmen, da bei der Schwer- 
punktsbestimmung der Schwanz der Kurven einen groBen Beitrag 
liefert. 

Zum Vergleich mit der Theorie wurden die nach BETHE und BLocH 
sowie HALPERN und HaAtt fiir 2,55 bzw. 4,40 MeV berechneten Werte 
eingezeichnet!. Sie sind mit B bzw. H bezeichnet. In beiden ist die 
nach BeTHE und HEITLER? berechnete Korrektur fiir Bremsstrahlung 
(Tabelle 2, Spalte 5) mit einbezogen. Es ist allerdings zu beachten, 
daB der von den Theorien angegebene Wert sich auf den mittleren 
Energieverlust alley Elektronen bezieht, die Messung dagegen nur 
Elektronen innerhalb eines Winkelbereiches von 2° um die Primar- 
strahlrichtung erfaBt. Nun ist aber die Winkelablenkung, abgesehen 


1 Diese Energien entsprechen der mittleren Energie der Elektronen in der 
Stoffprobe. 

2 Berue, H., u. W. HeiTLer: Proc. roy. Soc., Lond. A 146, 83 (1934). — 
HeitLEer, W.: The Quantum Theory of Radiation. Oxford 1944. 
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von den Fallen mit gleichzeitiger Bremsstrahlerzeugung, fast allein 
auf elastische Streuung am Kern, die Bremsung andererseits aut 
ZusammenstéBe mit den Hiillenelektronen zuriickzufiihren, bei denen 
die Richtung bei Energien von mehr als 1 MeV nur sehr selten merklich 
geandert wird. Aus diesem Grunde ist zu erwarten, daB die Energie- 
verteilung der Elektronen nach dem Durchsetzen der Stoffproben in 
allen Richtungen praktisch die gleiche sein wiirde, wenn nicht bei 
groBeren Austrittswinkeln die Verlangerung des Weges durch die Stoff- 
probe eine Rolle spielte. Dieser letztere Grund zwingt dazu, sich bei 
der Messung auf kleine Winkelausschnitte in Primarstrahlrichtung zu 
beschrainken, wenn man Werte erhalten will, die sich mit der Theorie 
vergleichen lassen. 


In Tabelle2 sind die der Fig.5 entsprechenden Zahlenwerte 
— Energieverlust berechnet in MeV/Elektron/em? — zusammengestellt. 


Tabelle 2. 


Dey Energieverlust je Elektron je Flaicheneinheit —dE/dx +n, gemessen 
im 10-?* MeV /Elektron{[cm?. 


Gemessen Gerechnet 


Primér- i= os boi = s a= 2s 
energie wahrscheinlicher mittlerer | eal AK 
Energieverlust | Energieverlust Strablung | Bloch* | Halpern * | ra 
2,8 Sa | Sky ae O25 = 
26 3% Cc 4,19 + 0,10 | 5,09 + 0,26 0,08 5,98 5,34 0,64 
MeV H,O| 4,60 + 0,10 | 5,48 + 0,30 0,14 5,89 5,64 O25 
Fe 4,00 0,17 5,09 + 0,36 0,36 Seo) Sl 0,11 
cba al Ie) : 3,88 Se Oy 7/ _ 582) a 0,42 1115 5,48 5,44 0,04 
4,7 Be 5,29 + 0,13 | 646+ 0,44 0,11 6,35 a = 
+ 3% Cc 4,50 = 0,14 | 6,28 +. 0,53 0,17 6,35 5,60 0,75 
MeV H,O 5,53 =m 0,16 a fe ae 4 =i 0,61 0,28 6,34 5,91 0,40 
Fe 4,39 + 0,20 | 6,92 + 0,66 0,72 5,90 570 0,20 
Pb | 4,09 2 0,20 | 3,55 =. 0,94 2,21 6,85 6,77 0,08 


* EinschheBlich Strahlung. 


Die Zahlen der Spalte ,,Gemessen“’ entsprechen in Fig. 5 dem 
Abstand des S bzw. des Maximums der Kurven vom Schwerpunkt der 
Primarlinie, der bei der gestrichelten Linie liegt. 


Der Vergleich des Energieverlustes bei Graphit und Diamant ergab 
ebenso wie der bei Graphit bei verschiedenen Temperaturen innerhalb 
der Fehlergrenzen vdllige Gleichheit der Verteilungskurven. Zum 
Beispiel unterschied sich der wahrscheinlichste Energieverlust des 
Graphit von dem des Diamanten um 0,6%, die relative Genauigkeit 
des Wertes betrug bei beiden etwa + 0,8%. Die entsprechenden Werte 
beim Graphit bei + 500°C und — 180°C betrugen 0,3% und etwa 
a 0,720. 
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Diskussion der Ergebnisse. 

Die Form der Energieverteilungskurven der Fig. 5 gleicht ungefahr 
derjenigen, die von WuITE und MILLINGTON! bei wesentlich tieferen 
Energien (150 bis 270 keV) und geringeren Foliendicken gefunden 
wurde. Ansatze zu ihrer Berechnung sind von BoHR2 und spater 
daran ankniipfend von Wiitams* und MOLLER! gemacht worden, 
doch sind die in allen Arbeiten zugrunde gelegten Annahmen nicht 
ausreichend, um die Abhangigkeit der Form der Kurven von der Energie 
der Teilchen und der Ordnungszahl der Substanz wiederzugeben. Es 
muBten hierzu die Anregungsfunktionen fiir die verschiedenen Niveaus 
und das kontinuierliche Spektrum der Atome (z. B. nach BETHE®5) 
bekannt sein. 


Folgende Feststellungen wurden gemacht: 


1. Die Energiestreuung, z. B. gekennzeichnet durch die Halbwerts- 
breite der Verteilungskurven, nimmt im untersuchten Energiebereich 
starker als proportional mit der Energie zu. Diese Zunahme setzt sich 
offenbar noch weiterhin fort, wenn man die von CRANE, OLESON und 
CHAO® bei 10 MeV an Graphit aufgenommene Energieverteilungskurve 
mit heranzieht. DaB die Energiestreuung je Elektron der durchsetzten 
Substanz auch nach kleineren Energien hin wieder zunimmt, 1]aBt sich 
aus den Messungen von WHITE und MILLINGTON entnehmen. 


2. Die Energiestreuung bei gleicher Dicke der durchsetzten Substanz 
in Elektronen/cm? nimmt, ahnlich wie die Winkelstreuung, mit der 
Ordnungszahl zu. Dies driickt sich in der VergroBerung der Halbwerts- 
breiten vom Beryllium zum Blei um etwa den Faktor 1,5 und in dem 
mit zunehmender Ordnungszahl gr6Ber werdenden Unterschied zwischen 
mittlerem und wahrscheinlichstem Energieverlust aus (vgl. Fig. 6), 
da die Energiestreuung unsymmetrisch wirkt. 


Diesen Effekt durch Winkelstreuung zu erklaren, ist nicht modglich, 
wenn man die experimentell gut unterbaute WitiiAMssche Theorie 
fiir die Winkelstreuung’? heranzieht. Nach dieser Theorie ausgefiihrte 
Abschatzungen zeigen, daB bei Foliendicken, die kleiner als 1/; der 
Elektronenreichweite sind, die durch Umwege infolge Winkelstreuung 
hervorgerufenen Schwankungen des Energieverlustes gegeniiber den 
wahren Schwankungen vernachlassigt werden koénnen. AuBerdem steht 


WuitE, P., u. G. Mirincton: Proc. roy. Soc., Lond. A 120, 701 (1928). 
Bour, N.: Phil. Mag. 30, 584 (1915). 

WitiaMs, E. J.: Proc. roy. Soc., Lond. A 125, 420 (1929). 

MOitER, Cu.: Ann. Phys. 14, 531 (1932). 

Betue, H.: Handbuch der Physik, Bd. XXIV/1, S. 521. 1933. 

Crane, H.R., N.L. Orzson u. K. T. Coao: Phys. Rev. 57, 664 (1940). ’ 
Witiams, E. J.: Proc. roy. Soc.; Lond. A 169, 531 (1939). 
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die Tatsache, daB die Umwege mit zunehmender Energie abnehmen, 
im Gegensatz zu der gemessenen Zunahme der Energiestreuung mit 


der Energie. 


Einen gewissen Anteil an der. unter 2 genannten Erscheinung hat 
beim Blei die mit dem Quadrat der Ordnungszahl hervortretende 
Bremsstrahlerzeugung, wie folgende auf Grund der BETHE-HEITLER- 
schen Theorie durchgefiihrte Abschatzung zeigt: Durch diese Theorie 
ist der Wirkungsquerschnitt (W.Q.) jedes Atoms fiir die Erzeugung 
eines Gammaquantes in einem bestimmten Energieintervall gegeben. 
Berechnet man den Gesamt-W.Q. des Atoms fiir die Erzeugung von 
Gammaquanten, deren Energie gréBer als z. B. die Halbwertsbreite 
der Energieverteilungskurven ist, so gibt das Produkt dieses W.Q. 
mit der Zahl der Atome je Flacheneinheit, solange es klein gegen 1 
ist, direkt den Bruchteil der Elektronen an, der wegen der Brems- 
strahlbildung aus einem Bereich von der Grédfe der Halbwertsbreite 
heraus zu kleineren Energien hin verschoben wird. Er betragt hier 
beim Blei etwa 1/;, beim Beryllium ist er praktisch Null. Ware die 
Bremsstrahlbildung die alleinige Ursache fiir die Verbreiterung des 
Spektrums vom Beryllium zum Blei, dann miiBte die Hohe des Maxi- 
mums beim Blei, bezogen auf gleiche Gesamtzahl von Elektronen (d.h. 
gleiche Kurvenflache), um 1/, geringer sein als beim Beryllium, da durch 
diesen Effekt von hdéheren Energien her fast keine Elektronen in das 
Maximum hineinverschoben werden. Tatsadchlich ist das Bleimaximum, 
wenn man die Kurven nach dieser Uberlegung auswertet, nur etwas 
mehr als halb so groB. Dies deutet darauf hin, daB auch die Anregung 
und Ionisation beim Blei eine relativ zum Beryllium erhéhte Energie- 
streuung bewirken. 


Wie die Versuche mit Graphit und Diamant und mit Graphit bei 
verschiedenen Temperaturen zeigen, ist der etwaige EinfluB der Kristall- 
struktur, der Zahl der freien Leitungselektronen und der Temperatur 
bei Anderung von — 180°C auf + 500°C auf den Energieverlust mit 
Sicherheit kleiner als 1%. 


Vergleich mit der BETHE-BLocHschen und der HALPERN-HALLSschen 
Theorie. 


Die Frage, ob man auf Grund der MeBergebnisse der BETHE-BLOCH- 
schen Theorie ohne oder mit der HALPERN-HaALt-Korrektur den Vorzug 
geben soll, laBt sich allenfalls beim Kohlenstoff und Wasser zu- 
gunsten der HALPERN-Hatt-Korrektur entscheiden, denn beim Eisen 
und Blei ist diese Korrektur bei»den verwendeten Primarenergien 
zu gering. (Fiir die Berechnung der Hatpern-Hatt-Korrektur des 
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Berylliums fehlten leider die Unterlagen.) Findeutig ist diese Ent- 
scheidung allerdings noch nicht. 

Ein wichtiger Punkt ist aber folgender: Vergleicht man die Energie- 
verluste bei den Stoffen im Zusammenhang, z. B. als Funktion der 
Ordnungszahl, so ergibt sich das in Fig. 6 dargestellte Bild. Theoretisch 
erwartet man bei Nichtberiicksichtigung des Polarisationseffektes, daB 
der mittlere Brems-W.Q. der Hiillenelektronen bei den leichten Stoffen 
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Fig. 6. Energieverlust je Elektron/em? in Abhangigkeit von der Ordnungszahl der durchsetzten Stoffe 


(im logarithmischen MaB). Die Verbindungslinien der Punkte stellen keinen funktionalen Zusammenhang 
dar, sondern sollen nur die Zusammengehorigkeit der Werte fiir die einzelnen Stoffproben kennzeichnen. 
B.B. = nach BetHe und Brocu; H.H.=nach HaLtpern und Hatz; m.Ev. = gemessener mittlerer 
Iinergieverlust; w./£v. = gemessener wahrscheinlichster Energieverlust. 


am hoéchsten ist, dann ein Minimum durchléuft, um bei den schwereren 
Stoffen infolge der hervortretenden Bremsstrahlerzeugung wieder anzu- 
steigen. Diesen qualitativen Verlauf zeigt die BrETHE-BLOCcH-Kurve 
(B.B.). Der besonders bei den leichten Elementen hervortretende 
Polarisationseffekt soll nach HALPERN und Hari den Energieverlust 
beim Graphit bereits kleiner werden lassen als beim Wasser, im deut- 
lichen Gegensatz zur BETHE-BLocHschen Theorie. Die Tatsache, dab 
der experimentell gefundene Sprung vom Wasser zum Graphit fast 
quantitativ dem nach HALPERN und Hatt berechneten entspricht, 
halten wir fiir eine starke Stiitze dieser Theorie. 


Die vielfach diskutierte Frage, ob der von der Theorie geforderte 
Wiederanstieg des mittleren Ionisationsverlustes mit der Inergie tiber- 
haupt vorhanden ist, wird durch diese Versuche eindeutig zugunsten der 
Theorie beantwortet, wenn man voraussetzt, daB der Energieverlust 
infolge Bremsstrahlerzeugung besonders bei den leichten Elementen 
nicht mehr als 10mal gr6Ber ist, als die Theorie angibt und keine 
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sonstigen Ursachen fiir Energieverluste vorhanden sind. Der wahr- 
scheinlichste Verlust zeigt zwischen 2,8 und 4,7 MeV nur einen sehr 
geringen Anstieg 

Dariiber hinaus ergeben die Verteilungskurven — allerdings hart 
an der MeBfehlergrenze — daB der gemessene mittlere Energieverlust 
bei allen Stoffen mit der Primdrenergie sogar ein wenig starker zu- 
nimmt, als nach HALPERN und HALL zu erwarten. 

SchlieBlich bleibt noch zu erwahnen, daB der theoretische Energie- 
verlust vom experimentellen mit der Ordnungszahl im Sinne eines zu 
groBen Wertes bei den leichten Stoffen bzw. zu kleinen Wertes bei 
den schweren abweicht. 


Gottingen, II. Physikalisches Institut der Universitat. 
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Photochemische Beobachtungen an KClKristallen. 
Von 
ST. PETROFF. 
Mit 22 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 16. January 1950.) 


Es werden KCl-Kristalle untersucht, die durch additive Verfarbung in Ix-Dampf 
mit Farbzentren versehen worden sind. Als Partner der photochemischen Reak- 
tionen dienen auBer den Farbzentren andere Zentren, deren Absorptionsbanden 
mit einer Ausnahme bei langeren Wellen liegen als die F-Bande. Die Umwandlung 
der verschiedenen Zentrenarten ineinander wird unabhangig von der Frage be- 
handelt, ob an der Bildung dieser Zentren auBer den normalen Gitterbausteinen 
noch andere Atome beteiligt sind, wie z.B. der bei additiver Verfarbung unver- 
meidliche Wasserstoff. — Ein Vorwort fa8t kurz den Stand der Kenntnisse vor 
Beginn der Untersuchungen zusammen. 


Vorwort von H. Pick und R. W. Pout. 

In reinen Alkalihalogenid-Kristallen kénnen Elektronen, die Halo- 
genionen ersetzen, bei groBen Temperaturen nur in Form von F-Zentren 
gebunden werden. Bei kleineren Temperaturen kann auch die Bindung 
in F’-Zentren eine groBe Lebensdauer erhalten. Die obere Temperatur- 


grenze fiir F’-Zentren groBer Lebensdauer ist bei NaCl etwa = +- 20°C, 
bei KCl etwa =— 100°C, bei RbBr etwa = — 120°C. 


Unterhalb dieser Temperaturen lassen sich photochemische Reak- 
tionen beobachten, die allein durch Elektronentibergange zustande 
kommen: Die gut untersuchten Reaktionen F — F’ und F’-— F sind 
wohl die. einfachsten, die man heute fiir die Photochemie in festen 
K6rpern kennt. 

Oberhalb der genannten Temperaturen kénnen weitere photochemi- 
sche Reaktionen beobachtet werden. Bei ihnen ist aber stets mit der 
Méglichkeit zu rechnen, da8B ein Platzwechsel von Ionen beteiligt ist. 
Ein allgemein bekanntes Beispiel ist die durch Belichtung bewirkte 
Kolloidbildung in farbzentrenhaltigen Kristallen. AuBer diesen groben 
Ausscheidungsvorgangen miissen aber im Gebiet beginnender Ionen- 
beweglichkeit noch feinere photochemische Vorgange aufgeklart werden. 
Einen Beitrag dazu liefert die vorliegende Arbeit. 

Zur Einfiihrung erinnern wir an einige altere Beobachtungen. — Im 
Jahre 1926 hat R. OTrmeER! in seiner Géttinger Dissertation durch 
Rontgenlicht bei Zimmertemperatur verfarbte Alkalihalogenid-Kristalle 
untersucht. Dabei beschrieb er auBer der F-Bande weitere schwachere 


1 Omer R.: Z.-Physik 46, 798 (1928). 
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Absorptionsbanden im Gebiet langerer Wellen. Die Fig. 1 und 2 wieder- 
holen zwei seiner Beispiele. OTTMER fand, daB diese Banden durch 
Verkleinerung der Temperatur schmaler und in Richtung kuirzerer 
Wellen verschoben werden. Er fand ferner, dafi Lichtabsorption in 
ihnen nicht zu lichtelektrischer Leitung fihrt. 

E. MrescuEr! beobachtete die gleichen Banden in NaCl-Kristallen, 
die in einer Na-Dampfatmosphare (kurz ,,additiv’') verfarbt worden 
waren. Sie traten noch starker hervor, als bei OTTMER. 


Ss 
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Fig. 1 u. 2. F-Banden und langwellige Nebenbanden in NaCl- und NaF-Kristallen, die mit Rontgenlicht 
verfarbt worden waren (R. OrrmeR 1928, l.c. Fig.3 und 4; fiir KCl hat Orrmer in seiner Fig. 5 das 
Nebenmaximum bei 2 = 820 my. = 1,5 eV gefunden), 


Auch auf der Seite der kiirzeren Wellenlangen k6nnen kleine Neben- 
maxima auftreten. Dafiir gibt die Fig. 3 ein Beispiel aus der Disser- 
tation von F. G. KLEINSCHROD? (1936). Seine Kristalle waren in K- 
Dampf verfarbt. 

In vielen Fallen lassen sich die Nebenmaxima auf Verunreinigungen 
des Kristalles zuriickfthren. Das hat z. B. A. SMAkuLa? fiir ein von 
OTTMER in Lik beobachtetes langwelliges Nebenmaximum gezeigt. 
Ebenfalls sind die Nebenmaxima in Fig.3 bestimmt an die Anwesenheit 
von KH gebunden; das fiir die additive Verfarbung benutzte Kalium 
enthalt stets groBe Mengen von Wasserstoff gelést. AuBerdem gibt es 
aber auch Beispiele, bei denen diese Nebenmaxima bisher nicht irgend- 
welchen I'remdbeimengungen zugeordnet werden kénnen und anschei- 
nend auch in zusatzfreien Kristallen entstehen. 


DaB Trager von Nebenbanden miteinander oder mit denen der 
I-Bande als Partner photochemisch reagieren kénnen, wurde erstmalig 


' MrescHer, E.: Nachr. Ges. Wiss. Gottingen, Math.-physik. KI. II 1933, 
Ni 47529 Ab bie2s 

* ISEEINSCHROD,, HE. Gy; Ann? Phys, (5)) 27,97 (1936). 

3 SMAKULA, A.: Z. Physik 63, 762 (1930) Abb. 2. 
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an der KH-Bande quantitativ behandelt!. Nicht bekannt hingegen war, 
daB an solchen Reaktionen auch die langwelligen Nebenbanden beteiligt 
sein kénnen. Erst St. PETROFF hat als Gast unseres Instituts diese 
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Fig. 3. F-Bande und kurzwellige Nebenbanden in additiv verfarbtem KCl (F. G. Kternscurop, 1. c. Fig. 2). 
Ny = Molekilzahldichte = Zahl der Molekiile/Volumen. 


Tatsache erkannt und solche photochemischen Reaktionen sehr ein- 
gehend untersucht. Als er 1944 seine Arbeit abbrechen und in seine 
bulgarische Heimat zuriickkehren muBte, hat er sein gesamtes Versuchs- 
material und ein umfangreiches Manuskript in G6ttingen hinterlassen. 
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Fig. 4. F-Bande und langweilige Nebenbanden in additiv verfarbtem KCI, das bei Zimmertemperatur mit 
Licht im Bereich der F-Bande bestrahlt worden ist. Die Banden sind bei Zimmertemperatur von 
J. P. Motnar (1940) ausgemessen worden. 


Durch eine Arbeit von F. Seitz? haben wir erfahren, daB J. P. Mor- 
NAR ebenfalls die OTtMERschen Banden untersucht und mit aller Deut- 
lichkeit das Auftreten der photochemischen Reaktionen ausgesprochen 


1 Hitscu, R., u. R. W. Pout: Nachr. Ges. Wiss. Géttingen, Math.-phys. Kl, 


Neel e203 4(LO35)ienZ 39 (1936). 
2 Spitz, Fr.: Rev. Phys. 18, 384 (1946). 
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hatte. Herr MOLNAR war so 
freundlich, uns auf unsere 
Bitte eine Photokopie sei- 
ner ungedruckten Disser- 
tation zu tiberlassent. Ihr 
entnehmen wir die Fig. 4. 
Sie zeigte eine so vollstan- 
dige Ubereinstimmung mit 
den PertTroFFschen Beob- 
achtungen — man _ vel. 
Fig.143  —, daB es nun 
an der Zeit erschien, die 
Petrorrsche Arbeit in ge- 
kiirzter Form in Druck zu 
geben, zumal das Thema 
nun auch noch von einer 
dritten Seite? in Angriff ge- 
nommen worden ist. Uber 
die Mornarschen Ergeb- 
nisse hinausgehend konnte 
PETROFF den genetischen 
Zusammenhang zwischen 
den verschiedenen Absorp- 
tionsbanden _-weitgehend 
aufklaren. 


§ Tp Eins fasch “abge- 
schreckter additiv verfarb- 
ter KCl-Knristall zeigt bei 


1 Diese Dissertation (Massa- 
chusets Institute of Techology 
1944) enthalt neben zahlreichen 
Absorptionsspektren farbzen- 
trenhaltiger Kristalle auch neue 
Beobachtungen tiber ihre Fluo- 
reszenz, die uns unbekannt 
waren. 

2 BURSTEIN |: E) eaucmen | eal 
OBERLY: Phys. Rev. 76, 1254 
(1940). 


Fig. Sage Bei —170° gemessene Absorptionsspektra eines additiv verfarbten KCl-Kristalles. — Fig. 5: 
Nach Erhitzung auf + 500° C abgeschreckt. — Fig. 6: 2 min bei Zimmertemperatur mit Licht aus dem Be- 
reich der F-Bande bestrahlt. — Fig. 7: Ebenso 62 min bestrahlt (C-Bande auf dem Héhepunkt ihrer Ent- 


wicklung). — Fig. 8: Ebenso 122 min bestrahlt (C-Bande im Abbau, D, E und G noch in der Entwicklung) 
Fig. 9: Im AnschluB daran 4 Std bei + 160° C mit 2> 800 my bestrahlt (auch der kurzwellige Auslaufer 


der Absorptionskurve ist erniedrigt), 
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—170° C die bekannte Absorptionsbande der F-Zentren (Fig. 5) 


447 


Nach kiirzerer oder langerer Einstrahlung im Gebiet dieser Bande bei 
Zimmertemperatur entwickeln sich sechs neue Banden, die mit den Buch- 


staben A, B, C, D, E und G 
bezeichnet werden (Fig. 6 
bis 8). (DaB sich der Ban- 
de F eine Bande B unter- 
lagert, wird in §4 und in 
Fig. 22 gezeigt werden.) 
Durch gleichzeitige Erwar- 
mung auf + 150°C und 
Einstrahlung von ultra- 
rotem Licht kann man alle 
diese Banden, vielleicht B 
ausgenommen, restlos ver- 
nichten und den Ausgangs- 
zustand bis zu einem klei- 
nen nicht ganz sicheren 
Unterschied wieder her- 
stellen (Fig.9). Die Ab- 
sorptionsmessungen bei 
Zimmertemperatur zeigen 
die gleiche Erscheinung, 
jedoch sind die einzelnen 
Banden schlechter getrennt 
(Fig. 10—13). Die gesamte 
Kurvenflache bleibt dabei 
streng konstant, die Zahl 
der absorbierenden Zentren 
wird also durch diese ver- 
schiedenen Ubergange nicht 
verdndert. Daraus folgt, 
da8 keine der genannten 
Banden von groBen Kol- 
loidteilchen hervorgerufen 


worden ist. 


eintretende Strahlungslerstung W, 
durchgelassene Strahlungsleistg. W 
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Fig.10—13. Bei Zimmertemperatur gemessene Absorptions- 
spektra eines additiv verfarbten KCl-Kristalles. — Fig. 10: 
Nach Erhitzung auf +500°C abgeschreckt. — Fig. 11: 2 min 
bei Zimmertemperatur mit Licht aus dem Bereich der F-Bande 
bestrahlt. — Fig. 12: Ebenso 17 min bestrahlt, die C-Bande 
hat ihren Héchstwert erreicht. — Fig. 13: Ebenso 50 min 
bestrahlt. Die C-Bande im Abbau, D, E und G noch in der 


Entwicklung. 


Bei fiinf Kristallen, die in verschiedener Zeit gezogen und verfarbt 
worden waren, wurden sehr gut iibereinstimmende Resultate gefunden. 
Das gleiche gilt fiir zwei Kristalle, die aus dem saubersten und dem un- 
saubersten Anteil einer zweimaligen Umkristallisation hergestellt waren. 
Die Verunreinigungen dieser beiden Komponenten waren nach Zu- 
sammensetzung und Grad sicher sehr verschieden. Diese Beobachtungen 
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muB man zugunsten der Ansicht anfiihren, daB die langwelligen Banden 
ohne Mitwirkung gitterfremder Molekiile entstehen. 

Die genannten sechs Banden entwickeln sich nicht gleichzeitig und 
nicht gleichschnell, sondern nacheinander in der Reihenfolge A, B, C, 
D, E, G. Sie bleiben aber alle im Vergleich mit der F-Bande ziemlich 
niedrig und das erschwert ihre Untersuchung. Um eine hinreichend 
starke Absorption im Gebiet dieser Banden zu erzielen, muB man dicke, 
im Gebiet des F-Maximums fast vollstandig undurchlassige Kristalle 
verwenden. Dann wird aber das Licht hauptsichlich von der vorderen 
Schicht absorbiert, so daB die mittleren und besonders die hinteren 
Schichten nur wenig be- 


OF ae : 
aes rden. Diese 
= —— pte troffen werden. é 
SRS es Sas Schwierigkeit laBt sich 
mn 92} Bas ‘ 
ai ne S mos etwas abschwachen, 
yes) rR e = i< ° 
eS 3 aS | wenn man Licht aus 
om . | a 
aS dem ganzen Bereich der 
0 50 700 150 


Bestrahlungsdaver F-Bande, also auch sol- 

Fig. 14. Entwicklung der A-Bande (A= 650 my wahrend der ches aus dem Bereich der 
Bestrahlung mit Licht aus dem Bereich der F-Bande: Die sich 

langsam entwickelnde A-Bande tiberlagert sich der F-Bande. schwach absorbierenden 

Flanken einstrahlt. Aus 

diesem Grunde wurde als Lichtquelle eine 15 bzw. 30 W Wolfram- 

lampe mit einem Kupfersulfatfilter in 15 cm Abstand benutzt, also 

A <600my. Durch Vergleichsversuche mit monochromatischem Licht 

konnte gezeigt werden, daB beide Bestrahlungsarten zu den gleichen 

Erscheinungen fiihren. 


§ 2. Die A-Bande erscheint durch Bestrahlung bei Zimmertemperatur 
als eine Verbreiterung der F-Bande nach langeren Wellen (Fig. 6). Am 
besten 1aBt sich ihre zeitliche Entwicklung im Gebiet um 650 my. ver- 
folgen (Fig. 14). Die Gestalt der gesamten Absorptionskurve nach der 
vollen Entwicklung der A-Bande zeigt Fig. 11, gemessen bei Zimmer- 
temperatur und Fig. 6, gemessen bei — 170° C. Mit befriedigender An- 
naherung laBt sich die Absorptionskurve der A-Zentren allein durch 
Differenzbildung ermitteln (Fig. 6, rechts oben). — Bei — 170° C liegt 
ihr Maximum bei etwa 587 mu, ihre Halbwertsbreite betragt etwa 
0,13 eV, die absorbierende Flache macht etwa 10% derjenigen der 
F-Bande aus. 

Die A-Zentren sind bei Zimmertemperatur lichtempfindlich. Sie 
lassen sich optisch wieder in F-Zentren verwandeln, jedoch wegen der 
starken Uberdeckung der beiden Absorptionskurven nicht vollstandig. 
Bei der Temperatur der fliissigen Luft ist eine Lichtempfindlichkeit 
nicht mehr nachweisbar. 

Bei Temperaturen zwischen +100 und + 200° € sind die A-Zentren 
nicht mehr stabil. Sie verwandeln sich wieder in F-Zentren. 
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§ 3. Die C-Bande liegt erfreulicher Weise so weit von den anderen 
entfernt, daB kaum eine nennenswerte Uberlagerung méglich ist (Fig. 7). 
Sie ist viel schmaler, als die F-Bande. Bei 20° C hat sie eine Halbwerts- 
breite von 0,13 eV, bei —170° C eine solche von 0,1 eV. Die entspre- 
chenden Werte der F-Bande sind 0,34 und 0,24eV. Mit sinkender 
Temperatur riickt die C-Bande zu kiirzeren Wellen. Die Zahl der C- 
Zentren erreicht gréBenordnungsmaBig 10% der Zahl der F-Zentren. 
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Fig. 15. Linkes Teilbild: Entwickiung der C-Bande wahrend einer Bestrahlung mit Licht aus dem Bereich 
der F-Bande: Je héher die Temperatur wahrend der Bestrahlung, desto kleiner wird der Héchstwert der 
AbsorptionsgréBe A und desto friiher wird er erreicht. — Das rechte Teilbild zeigt die C-Bande im Vergleich 
mit ihren Nachbarbanden, wenn sie sich bei —20° C durch eine Sstiindige Einstrahlung von Licht im Gebiet 


Das Absorptionsspektrum ist bei einer tiefen Temperatur (etwa —80° C) 
gemessen worden. 


der F-Bande gebildet hat. 


Fur die zeitliche Entwicklung der C-Bande bei Einstrahlung im Ge- 
biet der F-Bande zeigt Fig. 15 einige charakteristische Beispiele. Die 
Entwicklung schreitet tiber ein Maximum hinweg und zeigt einen starken 
Temperaturgang. Das Maximum erreicht seine groBte Hohe bei + 76° C 
nach 5 min, bei + 24°C nach 40 min, bei 0°C nach 160 min Bestrahlung. 
Die maximale Héhe der C-Bande wiachst mit sinkender Temperatur, 
jedoch verlauft die Entwicklung immer langsamer (lig. 15, rechtes 
Teilbild). Sie laBt sich bis —50°C verfolgen. Nach Erreichen einer 
maximalen Hohe verkleinert sich die Absorption, also auch die Zahl 
der C-Zentren, allmahlich wieder. Der allgemeine Verlauf der Entwick- 
lungskurve wird nicht durch einen thermischen Zerfall der C-Zentren 
bestimmt: Im Dunkeln bleibt die C-Bande tagelang unverandert. Fur 
das Verstandnis des Verlaufs sind die in § 4 und 5 folgenden Beobach- 
tungen von Wichtigkeit. 

§ 4. Alle C-Entwicklungskurven haben einen ganz flach aufstei- 
genden Anfang (Fig. 16). Dieser Verlauf zeigt, daB die C-Zentren kein 
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unmittelbares Zerfallsprodukt der F-Zentren sind. Das laBt sich ein- 
deutig durch folgenden Versuch bestatigen: Man bestrahlt etwa 2,5 min 
den Kristall im Gebiet der F-Bande und mit den schon aus Fig. 16 
bekannten charakteristischen flachen Anfang der Entwicklungskurve. 
Er ist als Kurve I in Fig. 17 eingezeichnet. Dann vernichtet man, am 
besten durch gleichzeitige Erwarmung bis auf 100° C und Lichteinstrah- 
lung im Gebiet der C-Bande die bereits gebildeten C-Zentren. Nach 
Abkihlung auf Zimmertemperatur strahlt 
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Vig. 16. Zeitliche Entwicklung der C- Fig.17. Fiir Kurve I gilt die gleiche Unierschrift wie ftir 
Bande, wabrend der Kristall mit Licht Fig. 16. Nach Schlu8 der Messung I wird die C-Bande wieder 


im Bereich der F-Bande bestrahlt wird. beseitigt (s. Text). Dann beginnt eine neue Bestrahlung und 
Eine schwache Absorption ist schon vor bei dieser setzt die Kurve II mit der gleichen Neigung ein, 
Beginn dieser Bestrahlung vorhanden. mit der die Kurve I aufhérte (nach 10 min ist A = 0,58, 
Die Farbzentrenkonzentration war nach 14 min ist A = 0,65). 
Ny = 6+ 102/m3, 


ein, mit der die KurveI aufhoért. Die Vorstufe, aus der sich die C- 
Zentren entwickeln, ist also bei dieser Behandlung des Kristalles er- 
halten geblieben. Dieser unbekannten Vorstufe sollen B-Zentren und 
eine B-Bande zugeordnet werden. 

Auf der Suche nach diesem neuen Zustand wurde zuerst die A-Bande 
gefunden. Es erwies sich aber bald, da sie nicht mit der gesuchten 
B-Bande identisch ist. Die A-Zentren zerfallen namlich bei +450°C 
im Verlauf einer Stunde vollstindig, wahrend die B-Zentren offensicht- 
lich mindestens bis +170° C stabil sind. 

Die zweite Vermutung besagte: Die B-Bande befindet sich auBerhalb 
des benutzten Wellenlangengebietes, also jenseits 400 my. und 1000 mu. 
Dagegen sprach aber die genaue Gleichheit der Absorptionsflachen vor 
und nach der Umwandlung. 

Es blieb als dritte Méglichkeit die weitgehende Uberdeckung der 
B-Bande und der F-Bande. In diesem Fall mu8 aber wenigstens eine 
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gewisse Stérung im Verlauf der Abbaukurve der F-Bande erwartet 
werden. Diese Stérung ist wirklich vorhanden, wie Fig. 18 zeigt!. Da- 
neben glaube ich die geringe Verschiebung des Maximums der F-Bande 
und ihre Verbreiterung nach ktirzeren Wellen, die schon nach wenigen 
Minuten Einstrahlung in die F-Bande erkennbar wird, mit dem B- 
Zustand in Verbindung bringen zu diirfen (Fig. 6). 


§ 5. Wie schon erwahnt, sind auch die C-Zentren nicht das letzte Glied 
in der Entwicklungsreihe. Sie dienen ihrerseits als Ausgangszustand 
fiir die Bildung von D-Zentren. Das folgt aus der Tatsache, daB die 
Geschwindigkeit, mit der die zur Messung der Absorption dienende 
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Fig. 18. Der Abbau der F-Bande erfolgt nicht monoton, wenn der Kristall mit Licht aus dem Bereich der 
F-Bande bestrahlt wird. 


Grofe A= log (W%, W) wiachst, proportional ist der Hohe der C-Bande 
oder mit anderen Worten, daB die Bildungsgeschwindigkeit der D-Zen- 
tren proportional der Zahl der vorhandenen C-Zentren ist (Fig. 19). 


Uber die Entwicklungsart der beiden letzten Banden E und G 
k6nnen zur Zeit noch keine genaueren Aussagen gemacht werden. Sicher 
ist, daB sich zuerst die Bande E und dann die Bande G entwickelt. Es 
soll noch darauf hingewiesen werden, daB die Abnahme der Entwick- 
lungsgeschwindigkeit mit sinkender Temperatur in der Richtung von der 
A-Bande zur G-Bande sehr schnell wachst. Bei 20°C kann man z.B. 
noch eine hoch entwickelte C-Bande bekommen, wahrend die Ausbildung 
der benachbarten D- und G-Banden unbedeutent bleibt. 


§ 6. Zuriick zu den C-Zentren: Sie sind lichtempfindlich und zer- 
fallen bei Einstrahlung in ihr Absorptionsgebiet um so schneller, je héher 
die Temperatur ist. Einige Beispiele dafiir geben die Zerfallskurven 


1 DaB diese Stérung nicht von der A-Bande hervorgerufen worden ist, ergibt 
sich aus folgenden Tatsachen: Das Maximum der A-Bande liegt zwischen 600 und 
650 my, und bleibt ziemlich niedrig. Die von den A-Zentren im Gebiet des F-Maxi- 
mums hervorgerufene Absorption ist also sehr klein und nicht ausreichend, um 
einen merklichen EinfluB auf den Gang des F-Zerfalls auszuiiben. Die A-Zentren 
bilden sich besonders schnell in den ersten Sekunden der Bestrahlung. Ihr Einflu8 
wird deshalb héchstens in einer Verkleinerung der Anfangsgeschwindigkeit des 


F-Zerfalles bestehen. 
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der Fig. 20. Bei allen diesen Kurven ist als Abszisse die absorbierte 
Lichtenergie W’ und als Ordinate die Absorptionsgr6Be A aufgetragen. 
Sie dient wieder als Ma® fiir die Zahl der C-Zentren. Die Neigung 
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Fig. 19. Die gleichzeitig erfolgende Entwicklung der C-Bande und der D-Bande bei Bestrahlung mit doppelt 
zerlegtem Licht aus dem Maximum der F-Bande. — Die Entwicklungsgeschwindigkeit der D-Zentren 


ist proportional dem Bestand an C-Zentren (s. Tabelle). 


der Kurven gibt die Ausbeuten des Zerfalls. Sie ist anfanglich kon- 
stant, also die Anfangsausbeute 7) von der Zahl der absorbierenden 
C-Zentren unabhangig. Der Zerfall nimmt schnell mit der Temperatur 
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Tig. 20, Optischer Abbau der C-Zentren bei verschiedenen Temperaturen. Die Neigung der Kurvyen gibt 
die Ausbeute 7. 


zu. Die C-Zentren sind bei 0° C praktisch unempfindlich, bei 100° C 
dagegen zerfallen sie bei Lichtabsorption schon in wenigen Sekunden. 


Alle Zerfallskurven sind einander ahnlich. Sie lassen sich gemeinsam 
durch eine ,,reduzierte‘‘ Kurve darstellen. Dazu braucht man nur die 
Anfangsordinate dy als OrdinatenmaBeinheit zu nehmen und den Ab- 
szissenmaBstab im Verhaltnis der anfanglichen Ausbeute 7 zu andern. 
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Die Fig. 21 zeigt eine so gewonnene reduzierte Kurve. Sie ist auf Grund 
von sechs Zerfallskurven fiir die Temperaturen 30, 40, 48, 60, 65 und 90°C 
mit Anfangsordinaten zwischen 0,57 und 1,25 konstruiert. Daraus folgt, 
daB der Zerfallsmechanismus bei Temperaturanderung unverdndert 
bleibt. Besonders bemerkenswert bei diesem Zerfall ist, daB er nur bis 
zu einem Abbau der C-Zentren auf etwa 20% des Ausgangswertes fiihrt. 
Diese Erscheinung 1a8t sich kaum durch die unterlagerte Absorption 
der benachbarten Banden erklaren. Die Ursache dieses dynamischen 
Gleichgewichts ist vielmehr im Mechanismus des 

Zerfalls selbst zu suchen. ii Z 
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Fig. 21. Fig. 22. 
Fig. 21. Reduzierte Kurve zum optischen Abbau der C-Zentren. Naheres im Text. 
Fig. 22. Absorption eines KCl-Kristalles im Gebiet seiner F-Bande, Kurve I, nachdem die C-Bande voll 


entwickelt war; Kurve II, nachdem dieser Krista]l 1 Std lang mit Licht im Bereich der C-Bande bestrahlt 
und dadurch die B-Bande gebildet worden war. Beide Kurven bei +25° C gemessen. 


Es wird folgende Deutung vorgeschlagen: Bei Lichtabsorption in 
den C-Zentren werden von diesen Elektronen abgespalten. Was zuriick- 
bleibt, sind B-Zentren. Dementsprechend beobachtet man eine Erhéhung 
der Hauptbande (F +B) und eine merkliche Verschiebung derselben in 
Richtung kiirzerer Wellen (Fig. 22). Die abgespaltenen Elektronen 
werden nach Diffusion im Kristall eine neue Bindung eingehen. Dabei 
bilden sich entweder A-Zentren oder A-Zentren werden in B-Zentren, 
B-Zentren in C-Zentren, C-Zentren in D-Zentren, usw. umgebildet. Unter 
anderem werden also aus B-Zentren wieder C-Zentren entstehen. Dieser 
gegenlaufige ProzeB stellt sich bei zunehmendem Bb-Zentren-Bestand 
allmahlich mit dem Abbau der C-Zentren ins Gleichgewicht. 


§ 7. Eine modellmaBige Deutung der verschiedenen Absorptions- 
banden diirfte noch verfriiht sein. Sie wird von diesen optischen Be- 
obachtungen unabhangige Ergebnisse zur Hilfe nehmen miissen. Auf 
einen fiir eine Deutung sehr wichtigen Tatbestand soll aber noch hinge- 
wiesen werden. Die Bildungsgeschwindigkeit einer bestimmten Zentren- 
sorte und der Gleichgewichtsbestand haingt ab von der Bestrahlungs- 
starke. Aus dieser Tatsache wird man schlieBen diirfen, da zwischen 
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Absorptionsakt und Stabilisierung des neuen Reaktionsproduktes eine 
Umbauzeit t gebraucht wird. Die Wahrscheinlichkeit der Wiederher- 
stellung des Ausgangszustandes ist bei gegebener Zeit t namlich um so 
groBer, je gréBer die Zahl der optisch abgespaltenen Elektronen, also 
je gréBer die Bestrahlungsstirke ist. Eine Abschatzung der GréBenord- 
nung dieser Zeit gewinnt man, wenn man mit intermitierendem Licht 
arbeitet und die Bildungsgeschwindigkeit einer bestimmten Zentrensorte 
bei verschiedenen Bestrahlungsfrequenzen miteinander vergleicht. Bei 
der Bildung von C-Zentren z. B. findet man einen Ubergang von gréBerer 
zu kleinerer Ausbeute (Faktor 1,7), wenn man von Bestrahlungszeiten 
t > 5 sec zu solchen t < 5 sec tibergeht. Die Umbauzeit t liegt also 
bei Zimmertemperatur in der GrdBenordnung 5 sec. Wir haben es 
wahrscheinlich mit Prozessen zu tun, bei denen die lonendiffusion eine 
Rolle spielt. 


Gottingen, I. Physikalisches Institut der Universitat, Friihjahr 1944. 
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Erweiterte Theorie des wandstabilisierten 
Quecksilberhochdruckbogens. 
Von 
O. Kocu, Darmstadt. 
Mit 14 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 12. Dezember 1949.) 


Die radiale Temperaturverteilung im wandstabilisierten Quecksilberhochdruck- 
bogen unter Berticksichtigung der Temperaturabhangigkeit des Warmeleitver- 
mdgens liegt nach instrumenteller Integration der zugehérigen Differentialgleichung 
seit kurzem vor. Sie zeigt im Gegensatz zu friiheren Untersuchungen, bei denen 
mit konstantem Warmeleitvermégen gerechnet wurde, eine weit bessere Uberein- 
stimmung mit dem Experiment. In der vorliegenden Arbeit werden auf dieser 
Basis die wesentlichen Eigenschaften der Entladung in ihrer Abhangigkeit von 
Druck, Rohrradius und Wandtemperatur erneut berechnet und um die Angabe 
der Abstrahlung erganzt. Der bereits experimentell gefundene Zusammenhang 
von Stromleistung und Abstrahlung folgt daraus so eindeutig, daB nunmehr Rech- 
nung und Messung quantitativ vergleichbar werden. Damit ergibt sich im ge- 
samten untersuchten Bereich eine sehr befriedigende Ubereinstimmung von 
Theorie und Experiment unter Einschlu8 der Wandkihlung, deren EinfluB jetzt 
stark herabgesetzt erscheint. Die zu niedrige Berechnung der optischen Kanal- 
breite ist eine Ausnahme und weist auf eine starkere Beteiligung nichtklassischer 
Komponenten an der Warmeleitung bei hohen Temperaturen hin. 


Einleitung und Problemstellung. 

Die ELENBAAS-HELLERsche Theorie [1], [2], [3], [4] der wand- 
stabilisierten Hochdruckentladung {5} nimmt rein thermische [Ioni- 
sation des Bogengases an (SAHA-Gleichung) und fordert, da sich die 
Stromleistung in jedem Volumenelement in Abstrahlung und Warme- 
ableitung aufteilen soll. Fiir den Sonderfall des Quecksilberbogens ist 
die Differentialgleichung unter Vernachladssigung der Temperatur- 
abhangigkeit des klassischen Warmeleitvermégens und der Elektronen- 
beweglichkeit, der Reabsorption der Resonanzlinien [6], der Elektronen- 
wdrmeleitung [7], des Transports von Anregungsenergie [8] und der 
ambipolaren Diffusion [4], [5] bereits numerisch integriert und damit 
die Temperaturverteilung iiber den Querschnitt der Entladung be- 
kannt [9]. Die spatere Berticksichtigung der ambipolaren Diffusion [10] 
andert die radiale Temperaturverteilung nur geringfiigig und fiir die 
Theorie, die eine qualitative Herleitung der wesentlichsten Bogen- 
eigenschaften [11], [12] erreichen konnte, unwesentlich ab. Die kiirz- 
liche direkte experimentelle Bestimmung des radalen Temperatur- 
verlaufs [13] zeigte indessen charakteristische Abweichungen vom 
Ergebnis der Integration der unter den genannten vereinfachenden 
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Annahmen aufgestellten ELENBAAS-HELLERschen Differentialgleichung. 
Sie gab den AnlaB zu einer Erweiterung der Differentialgleichung 
durch einen in erster Naherung giiltigen Potenzansatz fiir die Tem- 
peraturabhangigkeit des Warmeleitvermégens x = x I” mit « = 0,32. 


Ua as #Ne 
ee {oo a |_K ote % 4K,dte =o (1) 
é = an ‘ 
mit aoe 
Rise poe (1a) 
; wy hi(eu)it* ? 
1l+a 
oe eee (1b) 


Dabei bedeuten: @ = 7/R Abstand von der Rohrachse in Bruchteilen 
des Rohrradius, ® = kT/e U, reduzierte Temperatur (T = 1,12 - 10° 8), 
U, bzw. U, effektive Anregungs- bzw. Ionisierungsspannung [14], [15] 
mit Werten von 7,75 bzw. 9,7eV, E Feldstarke Druck, e, m, B 
Elektronenladung, -masse, -beweglichkeit, k BoLttTzmMANN-Konstante, 
h PLaNcksches Wirkungsquantum, B Abstrahlkonstante. 

In Ubereinstimmung mit der Erfahrung folgen die Ahnlichkeits- 


gesetze 
p~ R-? und. Li~ R= (2) 


weiterhin unverandert, wie es von jeder erweiterten Theorie unter 
Zubilligung der Moglichkeit kleinerer Abweichungen verlangt werden 
muB. Die Differentialgleichung selbst konnte bereits instrumentell 
mit der Integrieranlage I. P. M: Ott Darmstadt integriert werden [16] 
und zeigt im Gegensatz zu den friiheren Untersuchungen, bei denen 
mit konstantem Warmeleitvermégen gerechnet wurde, befriedigende 
Ubereinstimmung mit dem experimentell bestimmten radialen Tem- 
peraturverlauf. 

Damit ist eine Neuberechnung der charakteristischen Eigenschaften 
des wandstabilisierten Quecksilberhochdruckbogens méglich und ndétig 
geworden. Sie wird im folgenden auch mit dem weiteren Ziel unter- 
nommen, die bisherige lediglich qualitative Vergleichbarkeit von 
Theorie und Experiment durch eine quantitative zu ersetzen. 


Bogentypen und minimale Brennspannung. 

In Fig.1a sind in einem logarithmischen K, K,-Netz die ver- 
schiedenen Achsentemperaturen })= 0,05 bis 0,07 zugeordneten Werte - 
paare AK, A,, aus deren Verhaltnis sich die radiale Temperaturvertei- 
lung bestimmt, fiir die Wandtemperatur #,,= 0,004 eingetragen und 
untereinander verbunden (fiir #, = 0,012 vgl. [16]). Die mit den 
Randbedingungen — Temperaturmaximum in der Bogenachse und 
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vorgegebener Wandtemperatur — vertraglichen Lésungen der ELEn- 
BAAS-HELLERschen Differentialgleichung liegen fast exakt oberhalb der 
gestrichelten einhiillenden Geraden K, = CK} mit y = 0,66 und 
werden durch die Bedingung : 


————————— 


Phe oye | 


1 2CKE oder explisit E> |/cx2— 3) 


charakterisiert. Diese Bedingung hatte sich in annahernd gleicher Form 
bereits frither ergeben [11] und liefert eine Aussage iiber die Existenz 
einer minimalen Brennspannung des Bogens bei gegebenem Druck und 


Uh, = Q004. 


a: = ee 


E —%=0,050 — 


K, ~E*R2p- V2. 


0 200 7000 2 70000 700000 
Ed) leer 

Fig. 1. Doppelt-logarithmisches K, K,-Diagramm fiir physikalisch mégliche Lésungen der Differential- 

gleichung (1). Achsentemperatur als Parameter. Punktiert: Kurve gleicher relativer Abstrahlung (10% 

der Stromleistung). Wandtemperatur dy = 0,004. 


Rohrradius. Sie fallt bei konstantem Druck mit zunehmendem Rohr- 
radius und bei konstantem Rohrradius mit fallendem Druck erweist 
sich aber nunmehr praktisch unabhangig von der Wandtemperatur. 
Fiir jedes Wertepaar, das den obenstehenden Bedingungen geniigt, 
existieren wieder 2 Entladungsformen, die sich durch verschiedene 
Achsentemperaturen unterscheiden und Bégen mit fallender oder 
steigender Kennlinie zugeordnet werden kénnen. Der Ubergang des 
normalen Bogens fallender Kennlinie zur steigenden Charakteristik 
entspricht im K, K,-Diagramm bei gleichbleibender Achsentemperatur 
dem Ubergang in den asymptotischen Lésungsast (vgl. [16]). Die 
Breite des zunichst kontrahierten Bogens wird dabei immer groBer, 
um schlieBlich in einen den ganzen Rohrquerschnitt bis auf eine schmale 
Wandzone fiillenden Entladungsschlauch konstanter Temperatur tiber- 
zugehen. Ohne Temperaturzuwachs ist eine Stromsteigerung nur noch 


durch Erhéhung der Feldstarke bei steigender Charakteristik méglich. 
oie 
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Stromleistung und Abstrahlung. 

Die Berechnung der charakteristischen Eigenschaften des Bogens 
im Gebiet steigender oder fallender Charakteristik auf der Basis einer 
fiir eine groBe Anzahl von Achsentemperaturen und Verhaltnissen 
K,/K, bekannten Temperaturverteilung [16] kann im folgenden neben- 
einander durchgefiihrt werden. Die umgesetzte Leistung L 


has 1 inal 
La” tae 20K, [ dre 2% odo, (4) 
Ryde 0 
1 — 
L~ 2nK, { de 2° ode (4a) 
0 


muB fiir jede nicht auf dem asymptotischen Ast liegende Kombi- 
nation K, K, erst durch numerische Integration tiber den Querschnitt 


1 
Fig. 2. Stromleistung L ~ K, 22 fo e 2% odo Abb. 3. Abstrahlung Sw 22K, foe Vir odo 
0 als Funktion des Quotienten K,/K,und der Achsen- 
temperatur als Parameter in den gleichen willktir- 
lichen Einheiten wie die Stromleistung. 


als Funktion des Quotienten K,/K, und der Achsen- 
temperatur als Parameter in willkiirlichen Einheiten, 


ausgerechnet werden. Das Ergebnis erweist sich unabhangig von der 
Wandtemperatur und hangt auBer von der Achsentemperatur nur von 
dem Quotienten K,/K, ab, wie Fig. 2 zeigt. 

Fir eine Entladung, die schon den gesamten Rohrquerschnitt bei 
gleicher Temperatur gleichmaBig erfiillt (steigende Charakteristik) ver- 
einfacht sich Gl. (4) auf 


je 1 
MELA E 47 eel arenas 
ge rec SS 28, (5) 
al 
L~wak, fe 2% (5 a) 


und ist damit einer direkten Berechnung zuganglich. 
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AuBer dem Leistungsumsatz ist fiir das Verhalten des Bogens auch 
der Abstrahlungsanteil von Bedeutung 


Ay x (eU)'* 4 1 7 oat = 
gat 2K, fore OF pap, 0 
0 
F Ua 
Ise 21K, | d1e UG odo. (6a) 


Das Ergebnis der Berechnung ist in Fig.3 in den beteits ver- 
wandten Leistungseinheiten dargestellt. Die Abstrahlung wichst mit 
zunehmender Temperatur und anwachsendem Verhaltnis K,/K,. 
Wie von ELENBAAS experi- 3. 19-2 
mentell gefunden [17| wéachst 
die Abstrahlung mit der Strom- 
leistung linear an und erweist t 
sich von Rohrdurchmesser und 
Druck weitgehend unabhangig. 7 
Fig. 4 zeigt deshalb in einer Um- 
zeichnung die Abstrahlung als 
Funktion der Leistung aufgetra- C epee 470 
gen, wobei berticksichtigt werden Fig. 4. Zusammenhang von Abstrahlung und Strom- 
muB, daB in dieser Darstellung leistung Sone 1a Achsentemperatur als Parameter. 
: a I bis VI #, =0,05 (0,004) 0,07. 
nicht gerade extreme Anderun- L=0,01 entspricht 22,4 W/cm. 
gen von Druck, Rohrradius und 
Leistung den Ubergang zu einer nur wenig veranderter Achsentempe- 
ratur notwendig werden lassen. Bei konstanter Achsentemperatur gibt 
die Theorie fiir die Neigung der Geraden «= 0,8, bei Beriicksichtigung der 
Temperaturzunahme mit steigender Leistung etwas weniger, und damit 
volle Ubereinstimmung mit dem experimentellen Wert « = 0,72 +0,07. 
Es wurde bisher versucht, die Abstrahlungsbilanz 


S=a(L—A) (7) 


LIHMIWV 
Ph W 


2) 


auf die Reabsorption der Strahlung in der kalteren Wandzone zuriick- 
zuafithren. Sie ergibt sich nunmehr als zwangslaufige Folge eines erhohten 
klassischen Warmetransports zur Wand mit wachsender Leistung, da 
auch im Ansatz der erweiterten Differentialgleichung die Reabsorption 
der Strahlung unberiicksichtigt blieb. — Fiir sehr groBe Leistungen 
L>0,07 wachst die Abstrahlung rascher mit der Leistung. Die Kenn- 
linie der Entladung bei konstantem Druck wird, wie vorweggenommen 
werden darf, in diesem Bereich bereits wieder steigend. Extrapoliert 
man zu noch héheren Stromleistungen, so nimmt der prozentuale An- 
teil der Warmeableitung zur Wand mehr und mehr ab. Im Grenzfall 
wird praktisch die gesamte zugefiihrte Energie auch abgestrahlt. 
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Weiter ist jetzt die Méglichkeit gewonnen, durch genauere Ein- 
ordnung der theoretisch untersuchten Verhaltnisse K2/A, einen quanti- 
tativen Vergleich von Theorie und Experiment herbeizufuhren. Die 
experimentell bestimmte Temperaturverteilung [13] fur eine Entladung 
von 38 W/cm ist in Fig. 5 mit den gestrichelt angegebenen Fehler- 
grenzen aufgetragen (Kurve I). Nach Messungen von ELENBAAS (vel. 
[17] Fig. 2) ergibt sich das Verhaltnis von Abstrahlung und Leistung 

- zu 0,53. Setzt man diesen Wert in das theo- 
retisch berechnete Abstrahlungsdiagramm 
Fig.4 ein, so kann auch das zugehérige Ver- 
haltnis K,/K, fiir die theoretisch zugeord- 
nete Temperaturverteilung gleicher Achsen- 
temperatur angegeben werden. Mit # =0,05 
oder 7, = 5600 °K folgt K./K, ="0102" Die 
zugeh6rige Temperaturverteilung ist eben- 
falls in Fig.5 eingetragen (Kurve II) und 
liegt im wesentlichen innerhalb der Fehler- 
grenze von 5% der experimentell bestimmten 
radialen Temperaturverteilung. Das ist mehr 
als man bei den immer noch eingehenden 
Vernachlassigungen und vereinfachenden An- 
nahmen, die einem quantitativen Vergleich 
entgegenstehen, erwarten durfte. 

oo = Se ee Der LeistungsmaBstab ist durch diesen 
einen) Brenner You 42mm fanens Vergleich ebentallssbestummt, = @i0imemes 
be ae spricht 22,4 W/cm Bogenlinge. Die Berech- 
tellen Bestimmung sind gestrichelt. Nung der Konstanten A mit dem experi- 

mentellen Wert 10+2 W/cm [17] setzt die 
Beriicksichtigung der Leistungsabhangigkeit der Achsentemperatur vor- 
aus. Aus [13] folgt bei 21 und 38 W/cm ein Temperaturunterschied 
AT~170°K in der Achse, womit ein zweiter Punkt der Abstrahlungs- 
geraden bekannt ist. Die so berechneten Konstanten A = 11,5 W/cm und 
a —=0,76 stehen in guter Ubereinstimmung mit dem Versuch [17]. 

Aus Fig.4 kann fiir eine bestimmte Achsentemperatur die Leistung 
entnommen werden, bei der gerade ein bestimmter vorgegebener Bruch- 
teil zur Abstrahlung aufgewandt wird. Damit folgt aus Fig. 2 das 
Verhaltnis K,/K,, das die punktierte Kurve gleicher relativer Abstrah- 
lung — 10% in Fig. 1 — festlegt. Der auffallend parallele Verlauf zur 
Geraden minimaler Brennspannung zeigt, daB letztere auch als Kurve 
konstanter relativer Abstrahlung (etwa 70%) aufgefaBt werden darf. 

Fig. 6 zeigt fiir verschiedene Achsen- und Wandtemperaturen, wie 
die optische Halbwertsbreite [18] des Entladungskanals 6* mit der 
Wurzel aus der zugefithrten Leistung anwiéchst. Dieses zundachst 
experimentell gefundene Ergebnis [18] wurde schon durch den bisherigen 
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Stand der Theorie wiedergegeben [19]. — Der untersuchte Brenner 

hatte einen Innendurchmesser von 10mm und wurde bei Leistungen 

zwischen 35,7 und 71,4 W/cm betrieben. Die Achsentemperatur, die das 

Ergebnis im untersuchten Leistungsbereich nur schwach beeinfluBt, darf 

mit; = 5600°K oder 3, = 0,05 08 = = 

die Wandtemperatur zwischen | | | 
| 


#,, = 0,012 und 0,004 angenom- 
men werden. Der bekannte Lei- TA os 
stungsmaBstab erlaubt nunmehr 
einen direkten Vergleich, der 
zeigt, daB die Theorie bei kleinen 
Leistungen zu kleine Halbwerts- 
breiten liefert. Das muBte er- fast 
wartet werden, da gerade die &% | 
Kanalbreite empfindlich yon den 


Warmeleitungsbedingungen bei sl | 

hohen Temperaturen abhangt, | Zap 

die auch in der erweiterten 93|-— fie 
ELENBAAS- HELLERschen Diffe- Lae | | 
rentialgleichung nur ungeniigend Va | 
beriicksichtigt werden konnten i Me a ae 


(13, [16]. Eine genauere Berech- 


nung der Halbwertsbreiten setzt Fig. 6. Optische Halbwertsbreite 6* = 2 0* der Ent- 
= ladung aufgetragen iiber der Wurze] aus der zuge- 


vor allem die Erfassung der fiir fiihrten Stromleistung. 1) #, = 0,07, Py = 0,012; 


: aes eee La) 0) = 0,07, Oy = 0,004; II) Hy = 0,062, Dy = 0,012; 
die Temperaturabhangigkeit des TMT ne Pace os sia) she ak 


Warmeleitvermégens in der Ka- 4, = 0,004. Zum Vergleich d%<) fiir eine Entladung 


z . A zwischen 35,7 und 71,4 W/cm Bogenlange, Rohrdurch- 
nalzone wesentlichen nichtklassi messer 10mm. FE = 31 V/cm. Die Ordinatenwerte 


schen Komponenten voraus!. yon Oexp sind um den Faktor 2 zu klein aufgetragen. 


Kennlinie der Entladung bet konstantem Druck. 
Bei festgehaltenem Druck und Rohrradius folgt die Kennlinie der 


Entladung aus: yo 
‘i E~ R-1\/K,\K, (8) 
d. 
VK,VK, 


im fallenden Ast der Charakteristik. Im steigenden Bereich (gestrichelt) 
kann J nach Gl. (5a) leichter aus 


; —— 1 
3 , = : A Wa 1 aa 
IPS ore TU Germ hee LO)! lm get r= Bye 7% (10a) 
VE,VE, 2 


1 Anmerkung bei dey Korvektuy. Zu einer wahrend der Drucklegung erschie- 
nenen Arbeit von G. Scumitz [Z. Physik 127, 209 (1950)], die sich unter Annahme 
konstanten Warmeleitvermégens neben den Kanalbreiten auch mit der Eichung 
des LeistungsmaBstabs befaBt, wird in einer ausfiihrlichen Bemerkung in Kiirze 


Stellung genommen. 
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berechnet werden. Das Ergebnis ist in Fig. 7 mit K = const fur drei 
verschiedene Werte K, (Drucke) aufgetragen. Die Temperaturen in 
einigen Punkten der Kennlinie sind beigeschrieben. Mit wachsender 


2000 
Sg 7500 
& 
Uy 
i] 
< 
S 7000 
500 z 
G058. = 
10-5 70-# ie 102 
UR Bee 
hy Vkz 
Fig. 7. Stromspannungskennlinien fiir Entladungen konstanten Drucks (R = const). I) A, = 40000, 


II) Ky, = 20000, III) K, = 10000 als Parameter. Wandtemperatur ¥,, = 0,012. 


Stromstarke durchlauft die Entladung zunachst eine fallende Kenn- 
linie, wobei sich der Entladungsquerschnitt mehr und mehr aufblaht. 
Dabei nimmt die Temperaturanderung in der Entladungsachse in 
1500 Ubereinstimmung mit dem 
experimentellen Befund [13] 
groBere Werte an, als sie die 
seitherige Theorie liefert. Bei 
festgehaltener Stromstarke 
steigt die Maximaltemperatur 
mit abnehmendem Druck. — 
Die Breite des anschlieBend 
durchlaufenen  Feldstarken - 
i‘ 70 sai nm oo Uunimums —tibereinstimmend 
Ko~ pR? —> genommen fiir E=1,1 2,3, — 

Fig. 8. Druckabhangigkeit der Feldstarke fiir 2Strom. dndert sich kaum mit dem 
Se ener ems "Druck. Die weitere Steigerung 
der Stromstarke ist nunmehr 

nur noch mit wachsender Feldstarke méglich. In diesem Gebiet stei- 


gender Charakteristik fillt die Entladung schlieBlich den Rohrquer- 
schnitt vollkommen aus. 

Weiter interessiert die Druckabhangigkeit der Feldstarke bei kon- 
stanter Stromstarke. Sie wird in Fig. 8 fiir zwei bzw. eine Strom- 
starke im fallenden und steigenden Ast der Charakteristik wiedergegeben. 


Erweiterte Theorie des wandstabilisierten Quecksilberhochdruckbogens. 463 


In beiden Asten steigt der Gradient wie frither etwas schwiicher als 
linear mit dem Druck an. Das theoretische Feldstarkenverhiltnis bei 
K, = 40000 und K, = 20000 hat fiir J =3-10-5 bzw. 1,5 - 10-5 
(willktrliche Einheiten) den Wert 1,48 bzw. 1,38 und steht damit in 
recht guter Ubereinstimmung mit den experimentellen Betragen [13] 
von 1,32 bzw. 1,25 bei 0,8 und 1,6at. Das gleiche gilt fiir den ent- 
sprechenden Feldstarkenquotienten bei konstantem Druck (Ky = 40000) 
mit 1,10 theoretisch gegeniiber 1,09 experimentell (Stromstirke 1,5 
und 3 A). Auf eine mehr als 


groBenordnungsmaBige Anglei- 7500 | ee an as 0-2 
chung der Stromstarke- und | : 3, = na6u| Le 
Druckbereiche bei Theorie und | ° Vy =g072 | GO \fa 
Experiment wird zunachst ver- Ye OP 
zichtet. a fees <a ae a “| 
| S be ea 

Der EinfluB der Wandkiihlung 2 Zo NaN gs "Ss 

bet konstantem Druck. = 7 | avs 

Im folgenden soll fiir den aad et A 
bisher allein behandelten Ent- f A ee 
ladungstyp konstanten Drucks 2 | 
noch die Abhangigkeit der Ent- g" Hd : ] 20 
ladungseigenschaften von der a a a ee a 


Wandtemperatur untersucht Fig.9. Abhangigkeit der Achsentemperatur, Feldstarke 
werden. Dabei wird im Vergleich und Abstrahlung von der Wandtemperatur bei konstan- 
= 2 = ter Stromleistung L = 0,04 aufgetragen liber K, ~ p R® 
mit friiheren Untersuchungen (Bogen konstanten Drucks bei K,=const und R=const). 
[42] eine geringere Beeinfluf- 
barkeit der Bogeneigenschaften erwartet und auch gefunden. Die mini- 
male Brennspannung hat sich bereits im Gegensatz zum Ergebnis der 
unter Vernachlassigung der Temperaturabhangigkeit des Warmeleit- 
vermogens integrierten ELENBAAS-HELLERschen Differentialgleichung 
praktisch unabhangig von der Wandtemperatur erwiesen. Auch die 
Kurve gleicher relativer Abstrahlung bleibt von einer Anderung der 
Wandtemperatur praktisch unbertihrt. — Gegentiber gleicher Zunahme 
der Wandtemperatur erweist sich die einem festen Wertepaar K,K, zu- 
geordnete Temperaturverteilung nunmehr unempfindlicher als bisher. 
Achsentemperatur und Leistungsaufnahme werden weniger herabgesetzt ; 
die zuvor nicht berechnete Abstrahlung sinkt bei Erhohung der Wand- 
temperatur relativ starker als die Stromleistung. — Fig.9 gibt Kurven 
gleicher Leistung L=0,04 im ER!—K,-Diagramm fir verschiedene 
Wandtemperaturen #,, = 0,004 und #,, = 0,012. Bei festem Druck und 
Rohrradius (K, = const) ist die Zunahme des Gradienten bei Kthlung 
nunmehr so klein, daB sie in der Zeichnung nicht mehr dargestellt werden 
kann. Auch die Achsentemperatur wird im zuganglichen Bereich der 
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Wandtemperaturen nur noch schwach gegenlaufig beeinfluBt. Die Ab- 
strahlung, mit dem Ordinatenmafstab rechts eingetragen, steigt bei 
féstem Druck und Rohrradius mit anwachsender Wandtemperatur 
auBerst schwach. — Bei festgehaltenem Strom, Rohrradius und Druck 
hat die Wandkithlung ebenfalls nur schwachen EinfluB. Die Feld- 
stirke andert sich unmerklich und die Achsentemperaturen nehmen 
mit steigendem #, nur geringfiigig ab. Die Abstrahlung ist wieder 
bei hdherer Wandtemperatur etwas gréBer, da die zugefiihrte Leistung 
praktisch die gleiche ist, das Absinken der Achsentemperatur aber 
nach Fig. 4 die Abstrahlung begiinstigt. 
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Fig. 10a u. b. Halb-logarithmische Darstellung der auf 14cm Rohrlange entfallenden Gasmenge als 
Funktion von K,/AK, mit der Achsentemperatur 8)=0,05 (0,004) 0,07 als Parameter. a Wandtemperatur 
Bw = 0,012; b Wandtemperatur Py = 0,004. 


Entladungseigenschaften ber konstanter Gasmenge. 


Zur Berechnung der Entladungseigenschaften bei konstanter Gas- 
menge miissen die Gleichungen auf diesen Fall umgeschrieben werden. 
Im Anschlu8 an [11] wird zweckmabig fiir # der Ausdruck N k T/R?2 2 
substituiert, wobei N die Gasmenge je cm Rohrlainge angibt. N kann 
aus der Gleichung 


1 1 
Piel tepals _ Bap ue uJ 
N 2nR? | f 040 2U, [Pr odo (11) 
0 0 


oder 
(eU,)* 


AT Pe a : € 7 
N — cae 20 K,{ 9 odo ~ 2a K, [todo (11 a) 
0 - 0 
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fiir jede Kombination K,K, errechnet werden, wenn die Wandtempe- 
ratur vorgegeben ist. In Fig. 10au.10b ist N als Funktion von Ky/K, 
mit J als Parameter aufgetragen zeigt aber erwartungsgemaB eine 
kleinere Abhangigkeit von der Wandtemperatur als bisher. Das physi- 
kalisch unmotivierte Minimum der Gasmenge (vgl. [11], Fig. 13) bei 
K,/K,-Werten, die in der Nahe des Wertes fiir die asymptotische Lésung 
der Differentialgleichung (steigende Charakteristik) liegen, tritt nicht 
mehr auf. Damit entfallt die bisherige Schwierigkeit, daB bei gleicher 
Gasmenge je cm Rohrlange und gleicher Achsentemperatur noch ver- 
schiedene Temperaturverteilungen moglich sein sollten, und es wird 


= 
oe 177 10-3 10°? 
IR ese — 
Ky Vke' 
Fig. 11. Stromspannungskennlinie fiir den Bogen konstanter Gasmenge mit der Gasmenge je cm 


Bogenlange als Parameter (R = const). Wandtemperatur #9, = 0,012. 


eine genauere Berechnung der Kennlinie bei konstanter Gasmenge 
ermoglicht. Fiir den steigenden Ast der Charakteristik gilt 


N~ a K,05" (12) 


zur Bestimmung von N. Die Berechnung der Kennlinie nach Gl. (8) 
und (9) macht keine besonderen Schwierigkeiten. Auffallend gegentiber 
der friiheren Untersuchung ist das breiter gewordene Minimum der 
Brennspannung und ihr schwacherer Abfall im Gebiet fallender Cha- 


rakteristik (Fig. 11). 


EinfluB der Wandtemperatur bei konstanter Gasmenge je cm Bogenldnge. 

Der gerade hier wesentlich verminderte EinfluB der Wandtem- 
peratur wird bei konstanter Leistung in einem Diagramm untersucht, 
in dem iiber der Gasmenge die Feldstairke aufgetragen ist (Fig. 12). 
Bei festem Rohrradius und vorgegebener Gasmenge je cm Bogenlange 
sinkt wie bei konstantem Druck mit steigender Wandtemperatur die 
Achsentemperatur, wenn die Leistung konstant gehalten wird. Im 
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Gegensatz dazu wachst die Feldstirke an, wie bereits in einer experi- 
mentellen Arbeit von ELENBAAS an einem Brenner von 22 mm Innen- 
durchmesser und 30 W/cm nachgewiesen werden konnte 201 hat00r 
Temperaturdifferenz an der Wand bedingen eine Anderung des Gra- 
dienten um 1,7 bis 2,0%. Die Berechnung entsprechend Fig. 12 aber 
nunmehr fiir L = 0,0134 oder 30 W/cm ergibt mit 5600 °K angenom- 
mener Achsentemperatur 1,6%. Der seitherige Stand der Theorie 
zeigte mit 2,5% bei 7100 °K eine starke Abweichung, die sich bei 

—— Beriicksichtigung der vorliegen- 
1500) 0 den niedrigeren Achsentempera- 
ea tur noch vergroBert. Fig. 13 zeigt 
~ To Uy = 0012 
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Fig. 12. Abhangigkeit der Achsentemperatur, Feld- Fig. 13. Abhangigkeit der Achsentemperatur, 
starke und Abstrahlung von der Wandtemperatur bei Feldstarke und Abstrahlung von der Wand- 
konstanter Stromleistung L = 0,04 aufgetragen tiber temperatur bei konstanter Gasmenge und festem 
der Gasmenge je cm Bogenlange. (Bogen konstanter Rohrradius aufgetragen tiber der Stromstarke 

Gasmenge bei N = const mit R = const.) (N = 8: 10°). 


bei fester Gasmenge je cm Rohrlange und konstantem Rohrradius die 
Kennlinie der Entladung fiir zwei verschiedene Wandtemperaturen. 
Bei fallender Wandtemperatur aber festgehaltenem Strom fallt der 
Gradient im Gegensatz zum Bogen, der bei konstantem Druck brennt, 
die Achsentemperatur steigt. Die Abnahme der Abstrahlung mit fallen- 
der Wandtemperatur aber konstantem Strom ist ausgepragter als in 
den bisher behandelten Fallen. Bei konstantem Gradienten fallt bei 
Kithlung Strom und Abstrahlung. Die Achsentemperatur steigt bei 
kleinen Stromstarken mit sinkender Wandtemperatur. 


Ergebnis der Neuberechnung der Bogeneigenschaften. 

AbschlieBend sollen noch einmal die gegeniiber friiheren Unter- 
suchungen wesentlichen Punkte herausgestellt werden. 

1. Die minimale Brennspannung ist praktisch unabhangig von der 
Wandtemperatur. 

2. Der EinfluB der Wandtemperatur auf die Entladungsformen 
konstanten Drucks und konstanter Gasmenge ist gegeniiber den fritheren 
Berechnungen stark herabgesetzt. 
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AuBer dem Leistungsumsatz L wird auch die Abstrahlung S$ 
des Eee berechnet. 

4. Die Kurve minimaler Brennspannung darf als Kurve gleicher 
relativer Abstrahlung (etwa 70% der Stromleistung) aufgefaBt werden. 

5. Die von ELENBAAS experimentell gefundene Beziehung S = «(L — A) 
ergibt sich auch aus der Theorie. 

6. Sie kann vollkommen auf die mit wachsender Leistung zuneh- 
mende klassische Warmeableitung zur Wand zuriickgefiihrt werden, 
ohne da8 die frither angenommene Reabsorption der Strahlung in der 
kalteren Wandzone herangezogen zu werden braucht. 

7. Durch Punkt 5 ist ein quantitativer Vergleich von Theorie und 
Experiment méglich geworden, der eine befriedigende Ubereinstimmung 
erbringt. 

8. Eine Ausnahme bildet das MiBlingen der Berechnung der opti- 
schen Kanalbreiten wegen starkerer Beteiligung nichtklassischer Kom- 
ponenten an der Warmeleitung in der Kanalzone. 

9. Im fallenden Bereich der Kennlinie der Entladung bei konstantem 
Druck ergeben sich starkere Temperaturanderungen als bei dem seit- 
herigen Stand der Theorie. 

10. Auch die ermittelte Druckabhangigkeit des Gradienten bei kon- 
stanter Stromstarke steht in guter Ubereinstimmung mit dem Experiment. 

141. Die Berechnung der Gasmenge als Funktion der Achsentem- 
peratur und des Quotienten K,/k, liefert ein physikalisch sinnvolleres 
Ergebnis als bisher und erméglicht damit eine genauere Berechnung 
der Kennlinie bei konstanter Gasmenge. 

42. Der Einflu8 der Wandtemperatur auf die Abstrahlung wird neu 
diskutiert. 
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Beugung polarisierten Lichtes an Blenden 
endlicher Dicke im Gebiet der Schattengrenze. 
Von 
Kurt ARTMANN, Hamburg. 

Mit 9 Figuren im Text. 


(Fingegangen am 23. Dezember 1949.) 


Schon eine verfeinerte Betrachtung nach KircHHorr (Abschnitt 2) lehrt, daB die 
Polarisation des Lichtes von Einflu8 auf den Intensitatsverlauf an der geometrisch- 
optischen Schattengrenze einer metallischen einbackigen Blende (Fig. 1) ist, 
deren Dicke 2a > Lichtwellenlange /. 
Zur genauen Intensitatsberechnung wird die Lésung der Wellengleichung durch 
Hanket-Funktionen benutzt (Abschnitt 3 und 4), wobei Reihen entstehen, von 
denen 104 und mehr Glieder beriicksichtigt werden muBten. Um die Summation 
durchzufiihren, wurde die Summe in ein Integral itiber den Index verwandelt, 
das in zum Teil langwierigen Naherungsbetrachtungen (vgl. mathematischen 
Anhang) ausgewertet wurde. 
Es ergibt sich so folgendes Ergebnis: Ist a > A der Kriimmungsradius des Blenden- 
profils am Blendenscheitel S, so geht die Intensitatsverteilung an der Schatten- 
grenze der metallischen Blende aus der Intensitatsverteilung hinter einer voll- 
kommen schwarzen Blende desselben Profils durch Versetzung um die Strecke 
c:+A+(a/A)s senkrecht zur Schattengrenze hervor, und zwar unabhangig vom 
Abstande v des Beobachtungspunktes von der Blende. Hierbei ist c= c|, = 0,20, 
falls der elektrische Vektor der einfallenden Welle | Blendendffnung schwingt, 
wahrend c = c|j= — 0,39 im entgegengesetzten Polarisationsfall ist. Im ersten 
Polarisationsfall erfolgt die Versetzung in Richtung des geometrischen Blenden- 
schattens, im zweiten Polarisationsfall in entgegengesetzter Richtung. — Im 
Abschnitt 5 werden diese Ergebnisse auf einen Versuch von KAappLEerR! angewendet. 


1. Problemstellung. 


Der Durchgang von Licht durch eine Blendendffnung wird nach 
KiRcHHOFF als Ndaherungslésung der zugehérigen Wellengleichung 


AV + RW; k=2n]A (1) 


behandelt. Die KircHHorFsche Naherung liefert jedoch an der geo- 
metrisch-optischen Schattengrenze des Blendenschirms keine quanti- 
tativ richtige Lésung des Beugungsproblems. Um eine solche Lésung 
zu erhalten, muB die Differentialgleichung (1) unter Benutzung der 
Randbedingungen gelést werden, welche durch die Materialeigenschaften 
und die geometrische Gestalt des Blendenschirms sowie die Polarisation 
des Lichtes von der MAxwettschen Theorie vorgeschrieben sind. 


» Kapprer, E., Phys. Bl. 35.162) (1947). 


Beugung polarisierten Lichtes an Blenden endlicher Dicke. 469 


Eine solche Lésung ist von SOMMERFELD! fiir eine vollkommen 
spiegelnde unendlich diinne Halbebene angegeben worden. Spater ist 
die Beugung von Licht am Schirm endlicher Dicke von EPSTEIN? rech- 
nerisch behandelt worden. Die Grundkurve der zylindrischen  ein- 
backigen Blende besteht bei EpsTEIN aus einer Parabel von beliebig 
wahlbarem Kriimmungsradius R. In fast allen praktischen Fallen der 
Lichtoptik ist RR>>1, wahrend SOMMERFELD den entgegengesetzten 
Grenzfall kR =0 behandelt hat. Die Epsternsche Losung, die in einer 
nach Eigenfunktionen des parabolischen Zylinders fortschreitenden 
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Fig. 1. Das Blendenprofil. Die Mantellinien des Blendenzylinders verlaufen || ¥-Achse, d. h. | Zeichen- 

ebene. — Die beiden gestrichelten Linien stellen die Superposition des KircHHorrschen Strahles und des 

Schirmstrahles in der Nahe der geometrisch-optischen Schattengrenze dar und erlautern die Betrachtungen 
am SchluB des Abschnitts 2, b. 


Reihe besteht, ist wegen mathematischer Schwierigkeiten nicht im 
Falle kR > 1, der hier allein interessiert, ausgewertet worden. Die fiir 
die Nahe der Schattengrenze in Betracht kommenden Reihenglieder 
besitzen namlich Indizes , die in der Nahe des Arguments kR > 1 
liegen. Da die zugehdrigen Eigenfunktionen des parabolischen Zylinders 
in der Literatur nicht so eingehend behandelt sind wie die entsprechenden 
Eigenfunktionen des Kreiszylinders (HANKEL-Funktionen), so soll hier 
die Beugung am parabolischen Zylinder nicht behandelt werden. Statt 
dessen soll das Beugungsproblem fiir ein solches einbackiges Blenden- 
profil durchgerechnet werden, bei dem HANkeEL-Funktionen auftreten. 

Wir wahlen zu diesem Zweck als Grundkurve des Blendenzylinders 
zwei parallele Halbgerade im Abstande 2a, die durch einen Halbkreis 
vom Radius a>>A(ka >> 1) miteinander verbunden sind (Fig. 1). Die 
Grundkurve des Zylinders mége in der (y z)-Ebene liegen, und die 


1 SoMMERFELD, A.: Math. Ann. 47, 317 (1896). Ausfiihrliches dariiber in 
FrAnxK-Mises, 2. Aufl., Kap. 20. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn 1935. 

2 Epsretn, P. S.: Diss. Miinchen 1914. Auszugsweise Enc. d. math. Wiss., 
Bd. V/3, Artikel 24, Nr. 66. 
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Mantellinien des Zylinders || x-Achse (| Zeichenebene) verlaufen. Eine 
solche einbackige Blende wollen wir als ,vollkommen reflektierende 
dicke< Blende bezeichnen. — Das wesentliche Ergebnis der gegenwédrtigen 
Arbeit ist im Kopf der Arbeit (Kleindruck, letzter Absatz) mitgeteilt. 

Die relative Versetzung der Beugungsbilder bei den beiden Polarisationen 
betragt demnach 0,59 (a/A)5+ 2 = 2,00° (k a)s-k-1, Wegen ka > 1 ist dies eine 
gréBere Anzahl von Wellenlangen. In praktischen lichtoptischen Fallen betragt 
der Kriimmungsradius der Blende beispielsweise etwa ay 10-'cm. Mit dem Wert 
kw 10®°cm-! fiir sichtbares Licht wird ka = 104, also (ka)tx 22, so daB die 
relative Bildversetzung numerisch ungefahr 7 Lichtwellenlangen betragt. 


| | i f " fl | | | a | | | 2. Elementare anschauliche Theorie 


der Bildversetzung als Folge 
mehrfacher Beugung. 
a) Die Gréfenordnung 
der Buldversetzung. 


Diese Ergebnisse sollen im vorlie- 
genden Abschnitt 2 auf physzkalisch- 
anschaulichem Wege verstandlich ge- 
letate Seite (N=1)$S = macht werden, obwohl eine strenge 
j Herleitung erst in den Abschnitten 3 
und 4 auf rechnerischem Wege mog- 
lich ist. Zu diesem Zweck denken 
wir uns den halbkreisformigen Teil 

georietnischer Scheifen der Grundkurve des Blendenzylinders 

eas a WPA RoaRG eae te durch ein regelmaBiges N-Eck der 

Beugung in der Nahe des Blendenscheitels S. Seitenlange Ik >) CUSSWALE, an dem die 

einfallende Welle reflektiert wird. Die 

Seitenzahl N soll 1 sein (Fig. 2). Wir nennen die Polygonseite, auf 

welcher der Blendenscheitel S liegt, die , letzte‘ Seite; ihre Nachbarseite 

(in Richtung des beleuchteten Blendenteils hin gesehen) die _,,vor- 
letzte usw. 

Jede einzelne — von den iibrigen isoliert gedachte — vollkommen 
reflektierende Polygonseite erzeugt von der einfallenden Welle ein 
Beugungsspektrum. Bedeutet 6) den Winkel zwischen der einfallenden 
Welle und der v-ten Polygonseite und sei £) der Winkel, den eine be- 
liebige Streurichtung mit der m-ten Polygonseite bildet, so ist die 
Intensitat dieses u-ten Beugungsspektrums nach KrRcHHOFF nur fiir 
solche Streuwinkel 8) wesentlich +0, die der Ungleichung 


vorletzte Seite (n=N- a Ese, 


geomerrisch - 
opt. Schatten- 
grenze 


k- L|cos B™ — cos B™ |S 22 (2) 
gentigen. Wegen kL>>1 mu8B demnach f) a6” sein. Das heiBt die 


in Betracht kommenden Streurichtungen liegen in der Nahe der Rich- 
tung, in welche die einfallende Welle nach dem Reflexionsgesetz der 
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geometrischen Optik (f=) von der n-ten Polygonseite zuriick- 
geworfen wird. Auf die in der Nahe des Blendenscheitels S liegenden 
Polygonseiten fallt die Welle flach auf. Fiir diese Seiten ist der Winkel 
B™ der einfallenden Welle klein, also cos 6”) nur wenig <1, so daB 
die Ungleichung (2) vom Streuwinkel f”)=0 und auch von kleinen 
positiven und kleinen negativen Streuwinkeln §”) erfiillt wird. Nach 
Fig. 2 entspricht einem negativen Streuwinkel f” eine Streuwelle, die 
nicht ins PolygonauBere fortlauft, sondern auf die nachste Polygonseite 
auffallt, an der sie wiederum gebeugt wird. Es entsteht auf diese Weise 
in dey Nahe des Blendenscheitels S ein komplizierter Vorgang von mehr- 
facher Beugung. 

Um zu beurteilen, wie groB dieser Bereich der mehrfachen Beugung 
ist, hat man ersichtlich die folgende Frage zu beantworten: Wie groB 
muB8B der Winkel y zwischen zwei benachbarten Polygonseiten sein, 
damit die einfallende Welle an der letzten (~=N) und vorletzten 
(xn =N—1) Polygonseite mehrfach gebeugt wird, wahrend an allen 
vorangehenden Polygonseiten keine mehrfache Beugung auftritt? 
Dann muB die Ungleichung (2) bei der vorletzten Polygonseite 
(n=N—1) fiir positive wnd negative Streuwinkel B“—) erfiillbar 
sein, aber bei den vorangehenden Polygonseiten nur fiir positive Streu- 
winkel. Dies ist wiederum der Fall, wenn diejenige Streurichtung B—, 
welche der Grenze des Intervalls (2), also dem Ungefdhr-Gleichhetts- 
zeichen in (2) zugeordnet ist: 


k- L (cos BX) — cos BX) wy — 27, (3) 
parallel der (N —1)-ten Polygonseite verlauft, also in (3) der Streu- 
winkel B'—) =0 gesetzt wird, so daB 

k-L (cospY—) —1) 2 —2z. (4) 


Wegen B'\-) <1 geht dies iiber in 
ke L +} [PY-") we 22. (5) 


Oder da der Einfallswinkel 6“ auf die vorletzte Polygonseite gleich 
dem Winkel y zwischen 2 Polygonseiten ist (s. Fig. 2): 


ke Ley An. (6) 


Wegen der geometrischen Beziehung L=y-a (vgl. Fig. 2) geht (6) 
iiber in 
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kay? 4a; + yx(ja) <1. (7) 


Innerhalb eines Winkelbereichs y ~ (4x/ka)' in der Nahe des Blenden- 
scheitels S tritt also mehrfache Beugung auf. Es ist einleuchtend, dab 
das Licht infolgedessen auf der riickwartigen Seite des Blendenschirms 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. 32 


472, KurRT ARTMANN: 


innerhalb eines Winkelbereichs (7) in das Gebiet des geometrischen 
Schattens eintritt. MiBt man diese Eindringtiefe als Funktion der 
(senkrecht zur Einfallsrichtung gezahlten) Ortskoordinate y, so dringt 
das Licht auf der Riickseite des Blendenschirms um eine Strecke 


Vo  (4n/ka)8- a = (4a)8: (Ra) R41 (Ra)t-A (8) 


in das Gebiet des geometrisch-optischen Schattens ein. Es ist daher 
auch plausibel, daB das Beugungsbild unserer dicken vollkommen reflek- 
tierenden einbackigen Blende gegeniiber dem Beugungsbild einer vollkommen 
schwarzen Blende derselben Gestalt um eine Strecke (8) | Einfallsrichtung 
versetzt ist, wenn in groBem Abstand 7 von der Blende in der Nahe der 
Schattengrenze beobachtet wird. 


b) Der EinfluB der Polarisation auf die Richtung der Bildversetzung. 

Es leuchtet ferner ein, daB bei den beiden Polarisationsméglichkeiten 
der einfallenden Lichtwelle zwei verschiedene Bildversetzungen von der 
GroBenordnung (8) auftreten. Bei der ersten Polarisationsmoglichkeit, 
die ||-Polarisation genannt werden soll, schwingt der elektrische Vektor ©, 
bei der zweiten Polarisationsméglichkeit, die |. -Polarisation bezeichnet 
werden soll, schwingt der magnetische Vektor parallel zur Spaltbacke, 
d.h. || x-Achse (| Zeichenebene). Diese x-Komponenten kénnen 
dann bekanntlich einzeln als skalare Wellen Y behandelt werden. Falls 
das Blendenmaterial den elektrischen Widerstand Null besitzt, lautet 
die Randbedingung auf dem Blendenschirm 


ya = &, = 0 (9) 
bei der ||-Polarisaton, und 
OW IE OS) ee 
Oriel aid adie. (10) 


bei der _| -Polarisation. 


Diese Randbedingungen behalten bei der Berechnung der Bildversetzung 
praktisch auch dann ihre Gultigkeit bei, wenn das Blendenmaterial eine endliche 
elektrische Leitfahigkeit besitzt. Denn die Bildversetzung wird nach Unter- 
abschnitt a) allein durch Wellen, die in der Nahe des Blendenscheitels flach auf- 
fallen, hervorgerufen. Solche flach auf die (ebene) Oberflache eines Metalls von 
endlichey elektrischer Leitfahigkeit auffallende Lichtwellen werden bekanntlich 
praktisch vollkommen, d.h. gema®8 (9), (10) reflektiert. Alle Betrachtungen 
gelten nicht nur fiir Lichtwellen, sondern fiir (skalare) Wellen beliebigey Art, welche 
die Randbedingung (9) bzw. (410) erfiillen. 


Um die verschiedenen Richtungen der Bildversetzung bei den beiden 
Polarisationen zu verstehen, fasse man das Beugungsbild des Blenden- 
schirms als die Superposition zweier Wellenfelder auf, von denen das 
erste Wellenfeld vom Blendenschirm unbeeinfluBt ist, also das Wellen- 
feld hinter einer vollkommen schwarzen Blende nach der HuycEns- 
KircHHorrschen Theorie darstellt (= KrrcHHorrsche Welle). Das 
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zweite Wellenfeld ist infolge des Einflusses des Blendenschirms ent- 
standen (Schirmwelle). Diese Aufteilung in 2 Wellenfelder geschieht 


bereits bei KAPPLER!}. 


In unmittelbarer Nahe der geometrisch-optischen Schattengrenze 
kann die KircHHOoFFsche Welle in grob anschaulicher Weise durch einen 
Lichtstrahl idealisiert werden, der gerade eben die Blende am Scheitel S 
nicht bertihrt (= Krrcuuorrscher Strahl, vgl. Fig. 1). Die Schirmwelle 
moge durch denjenigen Lichtstrahl idealisiert werden, der den Blenden- 
schirm im Scheitel S beriihrt [= Schirmstrahl (Fig. 1)]. Bei einer 


vollkommen schwarzen Blende 
wurde der Schirmstrahl vom Blen- 
denmaterial ,,verschluckt“’ wer- 


den, so daB er hinter der Blende 
nicht mehr vorhanden ware. Die 
vollkommen reflektierende Blende 
beeinfluBt die Intensitdt (und Rich- 
tung) des Schirmstrahls jedoch 
nicht. Aber der Schirmstrahl er- 
fahrt am Blendenscheitel bei den 
beiden verschiedenen Polarisations- 
moglichkeiten der einfallenden Welle 
zwet verschiedene Phasenspriinge, 
namlich den Phasensprung z bei 
der ||-Polarisation und den Phasen- 
sprung 0 bei der | -Polarisation. 
Deshalb verstarken sich Schirm- 
strahl und KircHuuHorrFscher Strahl 


Intensitat 


geometrischer 
Schatten 


AY Kircthof 


Fig. 3. Qualitativer Intensitatsverlauf hinter einer 
vollkommen schwarzen Blende (ausgezogene Kurve) 
sowie hinter einer vollkommen reflektierenden Blende 
bei der ||-Polarisation (punktierte Kurve) und bei 
der | -Polarisation (gestrichelte Kurve). y=—a 
ist die geometrisch-optische Schattengrenze. Die 
Bildversetzungen D) und D\_ sind tibertrieben 


groB eingezeichnet. 


bei der | -Polarisation, wahrend bei der ||-Polarisation Schwachung 
eintritt. Das heiBt an der geometrisch-optischen Schattengrenze ist die 
Intensitat des Beugungsbildes der vollkommen reflektierenden Blende 
bei der | -Polarisation gréBer als die Intensitat hinter einer vollkommen 
schwarzen Blende, wahrend bei der ||-Polarisation das Umgekehrte der 
Fall ist. Wie aus Fig.3 ersichtlich ist, mu deshalb die Versetzung des 
Beugungsbildes bei der | -Polarisation in Richtung des geometrischen 
Schattens und bei der ||-Polarisation in umgekehrter Richtung erfolgen. 


3. Das Beugungsbild einer ebenen Welle hinter einem Kreiszylinder. 
a) Aufstellung der Grundgleichungen. 

Wie im Abschnitt 4a nachgewiesen werden soll, ]aBt sich das Beu- 

gungsfeld einer ebenen Welle hinter der vollkommen reflektierenden 

dicken einbackigen Blende der Fig. 1 auf das Beugungsfeld hinter einem 


1 Kappier, E.: Phys. BI. 3, 162 (1947). 
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vollkommen reflektierenden (Voll-) Kreiszylinder zuriickftihren, dessen 
Grundkreisradius a (>A) gleich dem Radius des in Fig. 1 gezeichneten 
Halbkreises ist. Deshalb behandeln wir hier (Abschnitt 3) zunachst 
die Beugung am Kreiszylinder. Der Mittelpunkt des Kreises befinde 
sich im Ursprung eines Polar- bzw. cartesischen Koordinatensystems 
v,g bzw. y,z (Fig. 4), so daB 

£=7 COS@ [~ rv (1 —q?/2) fiir kleine q], 


y=rsing [~r-q fiir kleine 9]. 


(11) 


Dann wird die Amplitude der Welle, die durch Beugung der ein- 
fallenden Welle e*? = e*”°°s? am Kreiszylinder entsteht, seit altersher! 
durch die Reihe 


id H? (ka) 


1 9 n , m/2 


n=—OO 


dargestellt bei der |/-Polarisation [{¥Y 


ifr-a==Ol; und “durch “die! Reine 


+00 


1a: 
=>) [#3 (be) — Fairey Haler)] eine (13) 


n=— OO 


bei der | -Polarisation Hae < =0]. 


In (12), (13) bedeuten die H, HANKEL-Funktionen. Die Striche 
an den HANKEL-Funktionen in (13) bedeuten die Ableitung nach dem 
Argument ka bei festgehaltenem Index n, d.h. 

a 
a(k 


Vv 
HY (ka) = 52 [HM (ka)] 

Die Reihen (12), (13) sind im Falle ka>>1 wegen mathematischer 
Schwierigkeiten bisher nicht ausgewertet worden, weil erst Glieder, deren 
Index || wesentlich gréBer als ka, also 2 104 ist, vernachlassigt werden 
diirfen. Wie nunmehr gezeigt werden soll, laBt sich der Wert dieser 
Reihen im Falle ka>>1 mittels 


b) Ersetzung der Reithensummation (12), (13) durch Integration iiber 
den Index n 


berechnen, und zwar in Anlehnung an eine von SOMMERFELD2 ent- 
wickelte Methode. Es interessiert nur der Fall, daB die Entfernung r 
des Beobachtungsorts groB gegen den Kreisradius a ist, der bei fast 
allen lichtoptischen Versuchen erfiillt ist. Man fiihre noch an Stelle 


1 Vgl. etwa SOMMERFELD, A.: Vorlesungen iiber Theoretische Physik, Bd. VI, 
S. 161). 


2 SOMMERFELD, A.: l.c. S. 285 ff. 
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der in (12), (13) auftretenden Argumente ka und ky die Abkirzungen 
hao. 4 


(14) 
it =o 2-2 1; ax<r 


ein. Da sich nach S. 478 erweisen wird, da8 der in (12), (13) auftretende 
Summationsindex 7 fiir die in Betracht kommenden Reihenglieder in 
der Nahe der beiden Stellen n= +ka=-+za liegt, so ist der Index 
bei den HANKEL-Funktionen H} (kr), H? (kr) 

wegen 7->a stets klein gegen das Argument l | | | | | | | | 
kyo. Aus diesem Grunde diirfen in (12) eikz 

und (13) die HANKEL-Funktionen mit dem 
Argument kr durch ihre asymptotische Dar- 
stellung (a, 3) ersetzt werden, wahrend die 
HANKEL-Funktionen mit dem Argument « 
unverandert beibehalten werden. Dann geht 
(42) aber in 


e 1(g—a/4) 
Y, = ____x 


as 
rechte geom. opt. Schattengrenze 


i (og —a/4) 


+ oo 
r ; 2 5 é 
x et ln + 2) — n*/(20)] _ = 
220 \ (15) 


n=— co 


+ OO 
2) 

- ~ 1. gilng + W?I(20)) 

Pe EE has 

n=—oco 


linke geom. opt Schattengrenze 


—-* 


Die Auswertung von (13) geschieht spater 
analog. —- Der Quotient zweier aufeinander- Pas wot Uae ee 
folgenderGlieder der ersten in (15) auftretenden oh, Vaxteieeiarstindes, 
beiden Reihen betragt Q,, = — ce? '@~ 2" ¥ DIP0)], 

Da fiir die in Betracht kommenden Reihenglieder 1~« ist, so ist 
(2n +1)/(20)~«/0 =a/r, also nach (14) praktisch = 0, also 0, —e'*. 
Wir beschranken uns ferner auf kleine Beugungswinkel 


Ipi<1, ey) 


also auf die Nahe der geometrisch-optischen Schattengrenze. Dann ist 
der Quotient Q,,~ —1, so daB sich je zwei aufeinanderfolgende Glieder 
der ersten in (15) auftretenden beiden Reihen gegenseitig fortheben. 
Die erste Reihe hat demnach im Falle (16) praktisch den Wert Null. 

Man kann sich dies auch folgendermaBen verstandlich machen: Die HANKEL- 
Funktionen mit dem oberen Index 2, aus denen ja die erste Reihe (15) aufgebaut ist, 
stellen eimlaufende Zylinderwellen ei Viv= e— *e/V/o dar. An einem Ort 7, 


1 Die Formeln des mathematischen Anhangs sind durch ein vorgesetztes a 


gekennzeichnet. 
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g hinter dem Kreiszylinder, dessen 7 > @ und dessen |o|<4, sind jedoc® nur 
auslaufende Zylinderwellen e**"/|/kr = ee/Vo vorhanden, namlich die Super- 
position der Einfallswelle e#*#, die im Winkelbereich lp |< 1 vom Zylinder 
fortlauft, mit den um den kleinen Winkel g am Kreiszylinder gebeugten (aus- 
laufenden) Wellen. 


Somit reduziert sich die rechte Seite von (15) auf den zweiten Term, 
der sich ersichtlich folgendermaBen umformen 1aBt: 


+00 
i fo (1 —@?/2) — n/4 FH? 
wy - ei le(t g?/2) — 2/4] ; a) , ei (n + 09)*/(20) ; @ 7) 
i \270 HT), (a) 


n=—O0o 


Um die Reihe (17) auszuwerten, haben wir in Fig. 5 den Faktor 
H? («)/H} (x), der in jedem Summenglied auftritt, auf Grund von (a, OED 


Hg (oe) Hs (ce) 


2a “ee-n) 


2 1 ee 
My (0¢}/Hp (0c) ~€ 


a rT cA A 


PA) 
ow G I -0 13 
1=a- 2 24 T= 11=a+ 2 44 


SUE) = 70000 = 70045 
Fig. 5. H («x)/H}, (cx) als Funktion von m in der Umgebung der Stelle »=ax=ka. Ausgezogene Kurve 
Realteil, gestrichelte Kurve Imaginarteil. Fiir « wurde der numerische Wert «=104 genommen. 


(a, 10) als Funktion des Index aufgezeichnet. Da diese Funktion symme- 
trisch in bezug auf den Punkt m=O ist [H%;(«)/H}(«) =H?.,, («)/H*,, («)], 
so geniigt es, die Funktion fiir » +0 aufzuzeichnen. H?(«)/H} (a) ist 
nach (a, 14) praktisch = —1 fiir »Za«-+«!, wahrend nach (a, 13) 


3 n 
(a—n)2 — ca 


H? («)/H} (a) =e (3a "Il fir nSa—ab. 


Die Funktion Hj,(«)/H}(«) ist im Zusammenhang mit unseren 
Betrachtungen zunachst nur fiir ganzzahlige Indizes n definiert, weil 
der Index » in der auszuwertenden Reihe (17) nur die ganzen Zahlen 
durchlauft. In Fig.5 haben wir H*(«)/H}(«) jedoch als stetige Funktion 
von  eingezeichnet, d.h. fiir beliebige, nicht notwendig ganzzahlige 1, 
weil sich die Funktion H%(«)/H})(«) nur wenig beim Ubergang vom 
Index zum benachbarten Index +1 Andert. — Entsprechendes 
gilt fiir die zweite im Summenglied (17) auftretende Funktion e#( + ¢)*/(2e) 


' Die Formeln des mathematischen Anhangs sind durch ein vorgesetztes a 
gekennzeichnet. 
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wegen na, @ >a. Aus diesem Grunde darf man bei der Auswertung 
yy oe . . . $ 
von (17) tiber den Index n integrieren anstatt zu summieren, so daB 


+ co 
eile (1 — ¢/2) —x/4] / Hi? (a) 


Y= et ten)"l(20) - dn, (18) 


)22 e 


Durch Vergleich von (12) und (13) ist ersichtlich, daB man hieraus 
die entsprechende Formel fiir die | -Polarisation gewinnt, indem man 
die HANKEL-Funktionen H?(x), H},(«) durch ihre Ableitungen H?’ (a), 
Hi, (x) nach « ersetzt, so daB 


yah — 


pi le (1 —¢*/2) — 2/4] pee at (3) 
‘: ; wy cil + eg)(20) dn. (19) 
m0 


Der Quotient H?’ («)/H}’ (a) ist 


—t =S mt 5] 
PE re - ww —H? (a t)/ Hy, (a) 


fiir n Sa — 2a, undist ~ —1 fir nZa+2a! ft. Im Gebiet |n—al ae ww 2a! 
tritt ein allmahlicher Ubergang piisehen diesen beiden Darstellungen 
ein. 
c) Ausfiihrung der Integration. 
a) Aufspaltung des Beugungsfeldes in KircHHoFFsche Welle und 
Schirmwelle. Um (18) auszuwerten, zerlege man das von 2 =—oo bis 


n —-+ co reichende Integrationsintervall in 2 Teile n< 0 und » >0, 
so daBt 


att al ee a te ee 
mit 
0 
YR) file —9*/2) —a/4] Eee an “dd (24) 
SS |}——— ° - 2 Me ee)" Ae) Bee : 
I )27e A, (2) 
—oo 
“60 
ee ea. ae 
z - et(n+ oP 
vy, =, Tigh n. (22) 
0 


+ Dies folgt nach elementarer Zwischenrechnung unmittelbar aus den For- 
meln (a, 11), (a, 12) des mathematischen Anhangs. 


1 Die Indizes ,,R‘‘ und ,,L‘‘ sind Abkiirzungen fiir rechts und links. Es wird 
sich namlich sogleich erweisen, da8 man die Funktion yi der vechten geometrisch- 
optischen Schattengrenze und die Funktion we) der linken geometrisch-optischen 


Schattengrenze des Kreiszylinders zuordnen kann. 
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Zwecks Auswertung von ine addiere und subtrahiere man auf der 
rechten Seite den Term 


er) 

i [a (1 — 9/2) — m/4] 

ele mine : [ elm reoiee) “an. 
)22 0 


a 


Driickt man auBerdem iiberall die Polarkoordinaten 7(=@/k),@ des 
Aufpunktes mittels (11) durch seine kartesischen Koordinaten y, z aus, 
so ergibt sich die sogleich noch zu erlauternde Aufteilung 


ib) es AGE 5) 
H Sete ee a8 Die Schirm ” (23) 
wobel 
y lo e) 
I (L i, a1) c inv’/2. 2 
FP ecnhott = ae ah, Cee AO, (24) 
\2 Vajxz(y +) 
kz—2/4) 
L Lye é 
bh Lae 2 ial be x 
| * H (a) r ( 
(04 (x) 
x . ei(nt+ ky) (22). dy aad as Ne CS al aan ie 
i! H (x) (a (x) | 
0 


(24) stellt das Beugungsfeld hinter einem volkommen schwarzen Schirm 
dar, der sich von der Stelle y=—da bis nach y= -+ oo erstreckt (vel. 
Fig. 1), wie es nach der HuyGENs-KircHHorFFschen Theorie zu erwarten 
ist. Wir nennen (24) ren KircHHorrFsche Welle (vgl. Abschnitt 2, 
Ende). Wir haben ie ae * als Funktion von y in Fig. 3 (ausgezogene 
Kurve) eingetragen. (31) mu8 demnach das vom Schirm beeinfluBte 
Wellenfeld sein, welches wir Schirvmwelle nennen. 


B) Berechnung der Schirmwelle. Wir machen bei der Berechnung 
von (25) die im mathematischen Anhang, S. 492 noch naher zu be- 
griindende Annahme, da8 die Integration iiber dm nur im Intervall 
a—5a*SnuSa+5a! einen wesentlichen Beitrag liefert, wenn die 
Intensitatsverteilung in der Nahe der geometrisch-optischen Schatten- 
grenze ermittelt werden soll!. Ferner setzen wir voraus, daB 


(20)? >> at; +r >tk-tat, (26) 


Mit den numerischen Werten von Abschnitt 1, letzter Absatz, verlangt 
(26), da der Abstand 7 des Beobachtungsorts vom Kreismittelpunkt 


> 107% cm sein soll, was praktisch stets erfiillt ist. Dann kann in der 
Exponentialfunktion et (n+ ky)?/(2 2) = et [(m — a)? + 2(n—a)-k(y + @) + B(y + @)?]/(2h2) 


1 Hier mége zunachst der Hinweis geniigen, daB bei allen Beugungsproblemen, 
die wie das vorliegende an der Grenze zwischen geometrischer Optik und Wellen- 
optik stehen, stets nur diejenigen HanKer-Funktionen H'?(«) auftreten, deren 
Indizes n ungefahr gleich dem Argument « sind. 
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das Glied (w—«)?/(2kz) fortgelassen werden, so daB 


t[kz—7/4+k(y+ a)?/(22)] 
WL) * — = —— = De | 
\l, Schirm 2% ae 
a ioe] fod 
x \z (x) i(n—a)(y+a)/z. J ie (2) | i ( mn \iz.g | 27) 
-@ = We- dm + +t. 4} -et(m—« y+ajlz.dy\. 
HY (a) | FE) = 
0 a 


Der Wert der {} ist im mathematischen Anhang Formeln (a, 31), 
(a, 32), (a, 33), (a, 37) berechnet worden: Man fiihre die Abkiirzungen 


sae Vee yee sel ys : = 
Aa lea) ners PP 28) z=Wv+allz— (a,29) 


ein. Die geometrische Bedeutung des (kleinen) Winkels y ist unmittelbar 
aus Fig.4 ersichtlich. 7 ist >0 im geometrisch-optischen Schattenraum, 
wahrend ~< 0 im beleuchteten Raumteil ist. t ist eine reine (kom- 
plexe) Zahl von der GréBenordnung «}>>1. Dann ist im Intervall 


Y= ah: 
1 gs ae , s = ay 
{t= ix + e (x); Lz SF (28) 


wobei ¢€) (v) eine sehr kleine Korrektionsgr6Be ist, die . erster Naherung 
fortgelassen werden kénnte, und die im Intervall |y| S4«7'(+|y t| 3 4) 
naherungsweise 


é4 (vy) = (0,08 —2 -0,07-t-¥)-T; ly|Sioa-t (a, 33) 


ist. [Als VergleichsmaBstab sei angefiihrt, daB der erste Term in (28) 
an der Stelle 7 =0 (= geometrisch-optische Schattengrenze) den Wert + 
annimmt. Fiir groBe y (= 2«74) nimmt e)(z) exponentiell ab. Fiir 
%4=—«* gilt (28) nicht mehr. Hier ist (naherungsweise) 


— 


ieeess 
Qua |/—%al- “y° e (]4 — a 42/24) « Y=—a-s, (29) 


Wir haben den Realteil von {}) auf Grund von (28), (29) in Fig. 6 ein- 
gezeichnet. Da 1 nach (a, 28) einen positiven Imaginarteil besitzt, so 
nimmt Ste {}) in Richtung des geometrischen Schattens (y >0) hin ab. 
Der Imaginarteil von {}) verhalt sich im wesentlichen wie der Realteil. , 


y) Vergleich der Kircunorrschen- mit der Schirmwelle. Die K1RcH- 
HoFFsche Welle (24) nimmt bekanntlich an der geometrisch-optischen 
Schattengrenze (y=0) innerhalb des Winkelbereichs 


A “kirchhoft rw (kz) :— o-4 (30) 


vom Wert 1 im geometrisch-optisch beleuchteten Raum auf den Wert 0 
im geometrisch-optischen Schatten ab (vgl. Fig. 3). Nach (26) ist 
dieser Winkelbereich klein gegen den Winkelbereich AYschirm © % i 


A480 Kurt ARTMANN: 


innerhalb dessen { +), d.h. die Schirmwelle nach Fig. 6 in der Umgebung 
der Stelle y = 0 wesentlich abklingt. Deshalb darf die Funktion { }) inner- 
halb des Intervalls (30) durch ihren konstanten Wert an der Stelle 
y=0 ersetzt werden, der nach (28), (a, 33) 1,087 =0,95 - et 13. gs 
betragt, so daB nach (27) 

WL _ 0,950 the + afl + kly + atl(22)] 

vi gaee Yanks e ‘a (31) 
im Interval] (30). Wegen (26) ist Qari |/<1 und hat unter Zugrunde- 
legung der numerischen Angaben von Abschnitt 1, Ende die GroBen- 


ordnung 1/100. {Ret}, dzw Ret}, 


Fig. 6. Der Realteil von {})) auf Grund von (28), (29), sowie der Realteil von { } | auf Grund von (35), (36). 


Die nunmehr noch zu berechnende GréBe Y4'*) [vgl. (20)] geht aus 
dem soeben berechneten Y(”) nach (21), (22) durch Vertauschung von 
g durch —qg, d.h. durch Vertauschung von y durch —y hervor und 
braucht daher nicht eigens explizit angegeben zu werden. 

6) Im komplementdren Polarisationsfall (_\-Polarisation) hat man 


nach (18), (19) in allen Formeln den Quotienten H?(«)/H}(«) durch 
H* («)/H;, (x) zu ersetzen. Daher wird entsprechend (20) 


i ites, 
- et a (32) 
wobei ekg: 
ve Naas nee ae ees (33) 


YO snore St identisch mit dem fiir die ||-Polarisation angegebenen 
Wert (24). Und ¥(%) ist entsprechend (27) 


LL, Schirm 


a jilk —m/4+ by + a)*/(22)) 
_L, Schirm ae Sea 
22 kez 


a Cc 


x Hi, (o) 4 et (n— a) (y +ajlz. Hi, (a) 4 (1 — 
J AY) | i lisla\ Fidchehsahek - leauilie adie 
ax 


x 


(34) 
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Der Wert der {} ist nach (a, 41), (a, 42), (a, 43), (a, 46) im Intervall 
WA ae aes 
i Pa ae em 
hibaa = te fe ee ar ee 4Z—ta-}, (35) 
wobei €, (y) eine sehr kleine KorrektionsgréBe ist, die im Intervall 
|y|S4+a7! den Wert 


€1 (y) = (0,02 —12-0,02t y)- 1 (a, 43) 


besitzt, und die fiir groBe y (=~) experimentell abklingt. Fiir yS —1a75 
ist 


Ea la Ty hay a het TIA : a 
aL ays — 41 | Re ke eae ee We ae) G9) 
Bare Ss —jarklisti 2h ot 2 
P= 2-900" 1S mere 1, so daB nach (29) 
ieee tar 30 t (36’) 


Wir haben den Realteil von {}, auf Grund von (35), (36) ebenfalls 
in Fig. 6 eingezeichnet. Die Funktion {}, verhalt sich qualitativ so 
wie {},, namlich nach y+ co hin (geometrisch-optischer Schatten) 
exponentiell abklingend, nach y—-+oo hin (geometrisch-optisch be- 
leuchtet) oszillierend. 

Die weitere Diskussion entspricht der von {}) auf S. 479. Im Inter- 
vall (30) kann die Funktion {}, durch ihren Wert an der Stelle y =0 
ersetzt werden, der nach (35), (a, 43) (—$+3!+ 0,02) r=—0,57t= 
—0,51 e'7?-«} betragt, so daB nach (34) entsprechend (31) 

0,51 x) 9 a)/(2z 
Pea eae . ei (kz + mf12 + ky + a)*/(22)] (37) 
im Intervall (30). Die Grobe ¥/(" geht aus der soeben angegebenen GriBe 
YW) durch Vertauschung von y durch —y hervor [vgl. den entspre- 
chenden Tatbestand bei ¥'"), 7‘). 


4. Auswertung der Integrationsergebnisse. 
a) Der Zusammenhang zwischen der Beugung am Vollkreis und der 
Beugung an der dicken einbackigen Blende. 

Nach dem Vorangegangenen ist das Wellenfeld hinter dem Kreis- 
zylinder die Superposition zweier Funktionen Y(" (baw. W/{")] und W4" 
[bzw. ¥/(*)], von denen Y”) an der linken und Y'®) an der rechten geo- 
metrisch-optischen Schattengrenze des Kreiszylinders vom Wert 4 im 
beleuchteten Gebiet auf den Wert 0 im Gebiet des geometrischen 
Schattens abfallt. 
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Man hatte dieses Ergebnis auch mittels einer anderen als der hier 
eingeschlagenen Methode herleiten kénnen, die wir im Falle der ll- 
Polarisation kurz skizzieren wollen: In diesem Polarisationsfalle ist 
{P,_,=0 [vel. (9), (12)]. Die Randwerte {@¥/07},-, sind dann nicht 
mehr willkiirlich vorgebbar, sondern durch die Versuchsbedingungen 
villig festgelegt. Einen expliziten Ausdruck fiir {e'7/07},_, erhielte man, 
indem man (12) nach 7 differenziert und dann 7=a setzt. Nach Ein- 
setzen dieses Wertes in die allgemeine KiRCHHOFFsche Beugungsformel, in 
welcher auBerdem {¥},_,=0 zu setzen ist, hatte man dann die ¥Y-Werte 
fiir alle Punkte des Raumes berechnet. 


Jetzt denke man sich die rechte Kreishalfte durch zwei parallele 
Gerade ersetzt, die in der Entfernung / nach rechts hin durch einen 
ei Le ee en ae Halbkreis vom Radius a_ ver- 
| | | | | | | | | bunden. sind (Fig. 7). Wegen 
a—=ka>>1 bleiben bei diesem 
ProzeB die Randwerte @V/an 
auf den beiden Kreishalften un- 
verandert. Bei kleonen Beugungs- 
winkeln m vgl. (16) spielen nun 
Fig. 7. Der Ubergang vom Kreiszylinder zur allein die Randwerte in der Nahe 
einbackigen dicken Blende. ; F 
der beiden Blendenscheitel S, S’ 
fiir die Berechnung des KircHHOoFFschen Beugungsintegrals des in Fig. 7 
aufgezeichneten Blendenkérpers eine Rolle, weil die Ablenkung der 
einfallenden Welle um kleine Winkel w nach dem Reflexionsgesetz der 
geometrischen Optik, das zum mindesten die GrdBenordnung des 
Ablenkungswinkels richtig wiedergeben wird, nur an Punkten in der 
Nahe der beiden Blendenscheitel S, S’ erfolgt. Da der rechte Blenden- 
scheitel S’ unseres Blendenkérpers der Fig. 7 dadurch entstanden ist, 
daB die rechte Halfte unseres Vollkreises um die Strecke # nach rechts 
verschoben wurde, so mu das Beugungsfeld der ebenen Welle e’*? 
hinter diesem vollkommen reflektierenden Blendenkérper der Fig. 7 aus 
dem Beugungsfeld (20) bzw. (32) des Vollkreises dadurch hervorgehen, 
daB der Intensitatsverlauf |")? bzw. |W(*) 2, welcher der rechten 
geometrisch-optischen Schattengrenze des Vollkreises zugeordnet war, 
um die Strecke # nach rechts versetzt wird, wahrend der Intensitats- 
verlauf |'Y¥{") ? bzw. |W\")|?, welcher der linken geometrisch-optischen 
Schattengrenze des Vollkreises zugeordnet war, unverdndert bleibt. 
Geht die Strecke h—> + oo, so geht einerseits das Blendenprofil der 
Fig. 7 in das Profil unserer vollkommen reflektierenden dicken Blende 
der Fig.1 wber. Andererseits nimmt der Intensitatsverlauf Pe 
bzw. |W{*)? fiir h->co (im Endlichen) iiberall den Wert Null an. 
Das heibt, |W? bzw. |W)? ist das Beugungsfeld hinter unserer 


Beugung polarisierten Lichtes an Blenden endlicher Dicke. 483 


vollkommen reflektierenden Blende der Fig. 1, was zu zeigen war. Aus 
diesem Grunde lassen wir bei allen folgenden Betrachtungen, die sich 
nunmehr nicht mehr auf den Vollkreis, sondern auf die dicke Blende 
der Fig. 1 beziehen, den oberen Index L am W fort. 


b) Diskussion der Endformeln (23), (24), (25), (33), (34) fiir das 
Wellenfeld hinter der einbackigen Blende. 

Das Wellenfeld hinter der einbackigen Blende der Fig. 1 besteht 
nach (23), (24), (25), (33), (34) aus 2 Teilen: Der erste Term Yj -cnnores 
die KrrcHHOoFFsche Welle, ist das Beugungsspektrum, wie es nach 
HUYGENS-KIRCHHOFF zu erwarten ist. Dieser Term ist polarisations- 
unabhangig. Der zweite Term, die Schirmwelle WY) scnirm bzw. VY , schiem 
stellt demnach das vom Schirm beeinfluBte Licht dar. Dieser Term 
ist nach (27), (34) polarisationsabhangig. 


DaB die Schirmwelle im Winkelbereich y S — «—% die Form (29) bzw. 
(36) besitzt, lieBe sich auch mittels eines bedeutend einfacheren Naherungsver- 
fahren verstehen, bei welchem man sich die einfallende Welle an allen Punkten 
des Blendenk6rpers, die nicht in unmittelbarer Nahe des Blendenscheitels S 
liegen, wegen ka >1 nach dem Reflexionsgesetz der geometrischen Optik zuriick- 
geworfen denkt. Aus Griinden der Raumersparnis kann hierauf nicht naher ein- 
gegangen werden. Es soll nur erwahnt werden, daB die Beziehung (36’) ihre Ursache 
darin hat, daB im Falle der ||-Polarisation bei der (vollkommenen) Reflexion am 
Blendenschirm ein Phasensprung von z auftritt, wahrend die Lichtwelle bei der 
| -Polarisation ohne Phasensprung vom Blendenschirm reflektiert wird. — Das 
in die Umgebung der geometrisch-optischen Schattengrenze (y= 0, vy = — a) 
gelangende Licht wird in der Nahe des Scheitels S von der Blende abgelenkt 
und daher nach Abschnitt 2 mehrfach gebeugt. Deshalb ist das geometrisch- 
optische Naherungsverfahren und somit (29), (36), (36’) an der Schattengrenze 
ungiiltig. 


Hier ist nach (31) bzw. (37) 


0,95a5 ee : 
Hipechiet 7 2 - + et (kz m]12) - $4 —* (0); (38) 
mkz 
1 
O54 100" * ; 
rate Schirm = -F oma) Nes eo ial TO, (39) 
mRz 


wahrend die Kircuuorrsche Welle (24) an der geometrisch-optischen 
Schattengrenze den Wert 


in oe ame ee 

ara Tid yi + ethe- y= 0 (40) 
)2 0 : 

annimmt. Lat man den Phasenfaktor e‘** fort, so haben Pyi:chnoe ud 
WY schirm an der Stelle y =O einen positiven Realteil, wahrend Y), schirm 
einen negativen Realteil besitzt. Aus diesem Grunde verstarken sich 
Kircuuorrsche Welle und Schirmwelle an der Stelle 7=0 bei der 


Vrinchhoft = 
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| -Polarisation, wahrend bei der ||-Polarisation Schwachung eintritt 
(vgl. die physikalisch-anschaulichen Betrachtungen am Ende des Ab- 
schnitts 2). 

c) Berechnung der Buildversetzung. 

Im Winkelbereich (30) d.h. in unmittelbarer Nahe der Schatten- 
grenze laBt sich die KircHHorrsche Welle mit der Schirmwelle fol- 
gendermaBen zu einem einzigen FRESNEIschen Integral zusammen- 
fassen: 


[e.e) 
PE). hy = 1 gi(hz—a/4). f pinv]2. dy (41) 
\2 Velnz(y +a +9) 
mit D) = ge 0,95 ers» Rt, 
co 
PY = iE Ce ie) cae f Ort Pndy (42) 
Velaz(y+at+2)) 
mit Dot OS ret ease 


Die Richtigkeit dieser Formeln erkennt man, wenn man , - Vaio, 
D,- [Rize z wegen (26) als kleine GroBen ansieht und die Ausdriicke 
(41), (42) bis zur ersten Potenz von Qj |/ Riz bzw. D, |R[acz zz nach TAYLOR 
entwickelt. Dann geht (41) in die Summe der beiden Ausdriicke (24), 
(31) tiber, und (42) in die Summe der beiden Ausdriicke (24), (37). 
Nach (41), (42) entsteht das Beugungsfeld hinter der vollkommen 
reflektierenden Blende der Fig.1 aus dem Beugungsfeld einer voll- 
kommen schwarzen Blende derselben Gestalt durch Versetzung um 
die komplexe Strecke D, bzw. D, senkrecht zur Einfallsrichtung. Die 
GréBenordnung von |®,| bzw. |®, | ist die der Eindringtiefe [vgl. (8)]. 
Der physikalische Sinn dieser komplexen Feldversetzung kann nicht an 
den (komplexen) Amplituden ¥,, ¥, selbst, sondern mu an den 
zugehorigen Intensitdten |W |?, |Y |? erlautert werden. 


Wir beschranken uns hierbei etwa auf die Halfte des in unmittel- 


barer Nahe der geometrisch-optischen Schattengrenze y = — a gelegenen 
Intervalles (30); d.h. wir setzen nach (a, 29) 
ly+a| shee (43) 


voraus. Hier vereinfacht sich der Ausdruck (24) fiir die KtRCHHOFFsche 
Welle ersichtlich auf 
ap . = 
Pxirchhott = > chad — en init. 1/24, (y+ a)h. (44) 


UZ 
Ferner kann die in (31), (37) auftretende Exponentialfunktion e!* (? + 4)*/(24) 


im Intervall (43) durch 1 ersetzt werden, so daB sich (31), (37) im 
Intervall (43) auf (38), (39) vereinfachen. Aus (38), (39), (44) erhalt 
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man fir die gesamte Wellenfunktion Y% bzw. Y, im Falle (43) 


PY = Wxiccnhott + Fl, schirm | 
eee ok ape 45 
= Lette =e y+ 1) - e—t84.0,95 «ah f-ing) | ( ) 

bzw 

fi Ve cehnie-e 1) Scan | 
1a. [aR - 46 
ah tte Sy =i 23 [(y + a) -e-*7/4_ 054 sah ht ciaeyh | ( ) 

IZ 


also jeweils eine lineare Funktion in y. 

Der in der {} hinter der 1 stehende Term ist wegen (43), (26) klein 
gegen 1. Bildet man den Absolutbetrag von (45) bzw. (46) und vernach- 
lassigt das Quadrat jenes kleinen Terms, so ergibt sich fiir die Intensitat 
des Beugungsfeldes hinter der Blende der Fig. 1 beim Vorliegen des 
Falles (43) 


1 a a 

| %i |? se Pala | or a (De Be eet 0 eres: 308, Sena (47) 
1 a ae 

aah = | Pepe! + a—0,70:a8- Rk), (48) 


Der Term mit « stellt in diesen Ausdriicken den Beitrag der Schirm- 
welle dar. Da der geometrische Schattenraum das Gebiet y-+a>0 
ist, so wird das Beugungsbild der vollkommen reflektierenden dicken 
Blende der Fig.1 in Néhe der Schattengrenze bei der |\|-Polarisation 
gegeniiber dem Beugungsbild einer vollkommen schwarzen Blende des 
gleichen Profils um die Strecke 


Dy =A,30- at - hk = 0,21 -o4 -A=0,39-(a/A)s- A; Lie 149) 


in Richtung des beleuchteten Raumteiles versetzt. Bei der | -Polarisation 
betrdgt die Versetzung 
D, =—0,70-at-k4 = —0,11-a8-A = —0,20-(a/A)§-A; o=Ra>>1. (50) 


in entgegengesetzter Richtung, also in Richtung des geometrischen Schattens. 
Die Bedingung (26), unter welcher (49), (50) hergeleitet wurden, besagt, 
daB die Seitenversetzungen D,, D, klein gegen die Intervallbreite 
(43) bzw. (30) sind, innerhalb derer die Intensitat im Abstande z hinter 
einer einbackigen Blende an der geometrisch-optischen Schattengrenze 


wesentlich ansteigt (vgl. Fig. 3). 


5. Vergleich der Theorie mit der Erfahrung. 
Die relative Versetzung der Beugungsbilder in den beiden Polari- 


sationsfallen betragt somit 0,59(a/A)} - 4 und sollte bei den numerischen 
Angaben des Abschnitts 2 durchaus nachweisbar sein. Immerhin stellt 
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der direkte Nachweis der Bildversetzung gréBere Anforderungen an 
die MeBgenauigkeit. Denn die Bildversetzung wird durch die Schirm- 
welle verursacht, deren Intensitat klein gegen die der KiRCHHOFFschen 
Welle ist [vgl. den auf (31) folgenden Text]. Um die (polarisations- 
abhingige) Schirmwelle der Beobachtung in deutlicher Weise zugangig 
zu machen, miiBte die KircHHOFFsche Welle durch passende Versuchs- 
anordnung ausgeschaltet werden. 

Der niachstliegende Weg hierzu ware die Verwendung einer zwei- 
backigen Blende mit einer sehr engen Offnung. Dann kann praktisch 
alles durchgehende Licht als von den Spaltbacken beeinfluBt, d. h. als 
(polarisationsabhangige) Schirmwelle angesehen werden. Und in der 
Tat erweist sich das Beugungsspektrum eines sehr engen Spalts als 
stark polarisationsabhangig!. Aber bei einem engen Spalt fallen die 
Wellen, die an der einen Spaltbacke gebeugt werden, zum Teil auf die 
andere Spaltbacke auf usw. Diese Wechselwirkung zwischen den 
beiden Spaltbacken umfaBt unsere Theorie, die sich nur auf die Licht- 
beugung an einer einzigen Spaltbacke bezieht, jedoch nicht. 

Man kann aber mittels einer anderen Versuchsanordnung bei einer 
einbackigen Blende, auf welche unsere Theorie angewandt werden kann, 
die KircHHoFFsche Welle ausschalten. Man laB8t ndmlich nach KAPPLERt 
linear polarisiertes Licht mit einem Azimut von 45° gegen die Spalt- 
backe einfallen und beobachtet das durch die Blende durchgegangene 
Licht durch einen Analysator in gekreuzter Stellung. Dann verschwindet 
das von der Blendenbacke unbeeinfluBte Licht (die KircHHOFFsche 
Welle), und es wird das von der Spaltbacke ausgehende polarisierte 
Licht (die Schirmwelle) sichtbar. 


Eine elementare Uberlegung, die aus Griinden der Raumersparnis 
nicht mitgeteilt werden soll, lehrt, daB die Intensitat des von KAPPLER 
beobachteten Lichts 


Neca gler = 4 : | Pia Wa ig I + i |, Schirm —_ ie. Schirm 2 (54) 


ist. Hierin hat man sich fiir Y, suninmn den Wert (27) und fiir Y schirm 
den Wert (34) eingesetzt zu denken. Die KircHHorrsche Welle ist 
bei der Differenzbildung ¥4,— ¥, in (51) herausgefallen. Die Differenz 
WY — Y=) schirm — V1. scnirm ISt nach unserer Theorie von Null ver- 
schieden, wahrend sie nach der elementaren HUYGENS-KIRCHHOFFschen 
Theorie = 0 ware. 


Wir haben Tapper auf Grund von (27), (28), (29), (34), (35), (36), 
(51) in Fig. 8 als Funktion von y aufgezeichnet. Als Vergleichskurve 
1 Vel. E. KAPPLER: Phys. Bl. 3, 163 (1947); oder auch M.v. Lave: Inter- 


ferenz und Beugung elektromagnetischer Wellen, Handbuch Experimental- 
physik, Bd. 18, S. 342. Leipzig 1928. 
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ist die Funktion 


a 
Pe fi Z 
I geom-opt = ga e Bt (52) 
O Lie y= 0 


eingetragen, an die sich Zxappier fiir y Z a-$ bzw. y S — a} asymptotisch 
anschmiegt. I,.omope Ware der Intensitatsverlauf beim KAppLEeRschen 
Versuch, wenn man die Schirmwellen Y\ scum, WY), schirm allein aus der 
Vorstellung der geometrischen 
Optik hergeleitet hatte, d.h. 
unter Zugrundelegung von (29), 
(36) fiir y<0 und falls Yi) ciem = 
HA scniem = 0; urea > 0:. gesetat 
waren, wie bei einem geometrisch- 
optischen Ndaherungsverfahren 
zu verlangen ist. Die Tatsache, 
Cau lie im der «Nahe der 


x 


: 4 Fig. 8. Theoretische Intensitatsverteilung beim 
geometrisch-optischen Schatten- Kapprerschen Versuch, 


grenze (vy = 0) wesentlich von (52) 
abweicht, ist eine Folge davon, daB die einfallende Welle in der Nahe 
des Blendenscheitels mehrfach gebeugt wird und deshalb an der Schatten- 
grenze nicht mehr mittels des geometrisch-optischen Naherungsver- 
fahrens berechnet werden darf. 


Mathematischer Anhang. 


1. Zusammenstellung einiger Eigenschaften von HANKEL-Funktionen 
H*? (x) nach A. SOMMERFELD! und WATSON?. 


a) a>n. Falls n<a, «>41 gilt nach Einfiihrung des Winkels f mittels 


n=a-cosp: (a, 1) 

2 ee it a 
1,2 Satie . pt tu (sin B — BcosB) Fin/4 AO, 
Ha) — i (a, 2) 


Fiir « > n ist wegen (a, 1) B = 2/2. Driickt man in (a, 2) den Hilfswinkel f mittels 
(a, 1) durch » und « aus, so ergibt sich durch Reihenentwicklung im Falle « > 
der Ausdruck 


Hy? (0) = [fA ot He nal tte sal, (a, 3) 


b) awn. Nach Watson? unterscheidet man im Gebiet 1x a, a> 1 zwei Falle: 
1. Fall: n <«. Nach Einfiihrung des Hilfswinkels f mittels (a, 1) ist 


tg ; inl6 
HE? (a) =e . et in(teb— steh— A) + inl. rp 2(4mtg88). (a, 4) 

1 Zum Beispiel SOMMERFELD, A.: l.c., speziell Formeln (19,55), (19,56). 

2 Wegen der Watsonschen Ergebnisse vgl. A. SOMMERFELD Il, Ge Sy WA 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. 33 
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2 Fall n ao. Mit 
n=a«-C@oj Bp (a, 5) 
wird nach WATSON: 
HY? (4) = Ig8 eg M(EGB + 329° 8 — f) F 12/3 Het (+ a To") - ‘ard 


n : /2 


Im Gebiet |v» —a|S5-as, das fiir unsere Rechnungen alleine in Frage 
kommt und in welchem f <1 ist, kann ~ tg? f durch n f? ersetzt werden und hat 
die GréBenordnung 22 oder kleiner. Entwickelt man andererseits die Exponenten 
der in (a, 4), (a, 5) auftretenden Exponentialfunktionen nach Potenzen von #, 
so ist das Glied mit der niedrigsten Potenz in B ein Glied mit 7+ B®, das demnach 
vernachlassigt werden kann. Ferner vereinfachen sich (a, 1) und (a, 5) wegen 
p<1 auf 


Hao (t— fi/2), > P= 


woah ase 7 


L 
n=O. (a, 8) 


m=a (1+ f2/2); = p=|2 @—) 


Daher reduzieren (a, 4), (a, 5) sich im Gebiet |z—a«| ZS 5a5 auf 


Hb? (q) = a, ex t7l6. p72 (= p*) 
n 3 5 3 


(a, 9) 
2 AS 3 
= 2 amt eins ny? a (a — n)2); M0, 
3m 5 \ 302 
Hb? (x) = rh eFitnlt. arpa (4% pe) 
B 3 
2, 5 F i2n/3 2 2 ai 3 ety) 
= ae (n—«a)| -e' °~ “Hy +i a (w=)? ); nSo. 
a 


‘ ig (it 
Im Gebiet |n—a|Z as ist =k = 1. Dann kann das Argument Bs 
F 3 


tN ng : . 
bzw. eae der in (a, 9), (a, 10) auftretenden HANKeEr-Funktionen als groB gegen 


den Index 3 angesehen werden, so da8 die asymptotische Darstellung (a, 3) 


(mit = 4) in Kraft tritt. Hierin darf allerdings das Glied n?/(2«) fortgelassen 
werden. Dann gehen (a, 9), (a, 10) iiber in 


~ 2 1 si (a—mi 4 

H¥? (a) = ea e 3az fir nSa—a’, fayiiy 
23 14 

1,2 2 I sad re bears 1 

BAIS rena fic mB atale (a,12) 


Aus (a, 11) folgt 


HA (a) Ss | py ont -F 

Ha) =e fir nSa—a (a,13) 
und aus (a, 12) 

Hy, (a) 


me | fiir nZatat. (a, 14) 
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2. Berechnung der Beugungsintegrale fiir die Schirmwelle. 
a) \|-Polarisation. 


a) Verlagerung des Integrationsweges ins Komplexe. Um die in (27) auftretende 
geschweifte Klammer 


a oo 


tA Hi, («) i(n—a)(y +a)/z HT, (2) i(n—a) (y +a)/ 
(= A(x) ° Z : -dn+ ge é ue WN 6 dn (ana'5) 


0 x 


zu berechnen, fiihre man in (a, 15) an Stelle der veellen Integrationsvariablen x 
eine komplexe Integrationsvariable w 


w=n—a=u-e'” (a, 16) 


ein. uw, v sind Polarkoordinaten in der komplexen w-Ebene. Dann nimmt (a, 15) 
die Gestalt an: 


0 fore) 


H?.. (a). a oa 
ree wW+a . pbw(y+a)lz, wre ae pw(yt+ayiz, 
Ui lz as avs | (F he ) f dw. (a,17) 


= 
R 


Pak 
=o 0 


Wegen a = ka > 1 ist das erste Integral tiber die gesamte negative reelle Achse 
und das zweite Integral iiber die gesamte positive reelle Achse der w-Ebene zu 
erstrecken. Das heiBt die GréBe « darf, soweit sie als Integrationsgrenze auftritt, 
durch oo ersetzt werden. Wir formen diese Integrale nach der SOMMERFELDschen 
Methode! um: 


Im Unendlichen der oberen Halbebene (0 <v <7; u— oo) ist nach SOMMER- 
FELD? im Falle « > 1: 


aS 


ita 


wey fir 0 a0 27/3; (a, 18) 


fir nm/3<v<sn, (a, 19) 


= — fir warn. (a, 20) 


Die GréBe Fig OO) an oO ist hier als Funktion der komplexen Variablen w 
bei festgehaltenem reellen x > 1 anzusehen. Die Formeln (a, 18) und (a, 19) 
besitzen in unmittelbarer Nahe des Winkels v = z/3 keine Giiltigkeit mehr. Hier 
gilt (a, 20). Ersichtlich geht (a, 20) wegen « > 1 in (a, 18) bzw. (a, 19) tiber, wenn 
man sich um ein kleines Stiick vom Winkel v = 7/3 entfernt. 
1 SoMMERFELD, A.: Vorlesungen iiber Theoretische Physik, Bd. VI, S. 285ff. 
elem. 122124. 


33" 
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Die Funktion eb aaea(cd a)/Hiy4(«) hat ersichtlich an den Nullstellen des 
Nenners von (a, 20) Pole. Das sind die Stellen 


3 


ae ES Un yeh Seeeull (a, 21) 


1 
Wines oy (4m — 1) - 
die auf der Geraden v = a/3 liegen. 
Fiihrt man voriibergehend die Abkiirzung 
Hi, +. «(%) 
{(w) = Saree (a, 22) 
Ay + a) 
ein, so folgt mit den aus Fig.9 ersichtlichen Wegbezeichnungen I bis IV aus (a, 17) 
nach Verlagerung des Integrationsweges in die obere Halbebene unter Benutzung 
von (a, 18), (a, 19): 


i= es a)/z , dw + fee Vt awit > f(w ely +aylz, dw + 


Ill Pole 
i (a, 23) 
4 of pay eO Fle. ae, 
Ubergang 
v=% 
I 4 


> N 
SS 
= 
SZ 
= 
wa 
> 


| d 
— =! 


w=0 
Fig. 9. Verlagerung des (reellen) Integrationsweges in die obere komplexe Halbebene. 


Hierbei ist ¢ ... dw der Beitrag, den die Pole (a, 21) zur Integration (a, 17) liefern 


Pole 
und f bedeutet den Beitrag, den der Ubergang vom Integrationsweg III zum 
Ubergang 


Integrationsweg IV liefert. Die Wege I und IV lefern wegen (a, 18), (a, 19) 
keinen Beitrag. Der Integrationsweg III bis IV mége die Gerade v = x/3 
zwischen dem M-ten und (M- 1)-ten Pol der Funktion f(w) schneiden, also 
nach (a, 21) etwa an der Stelle 


1 3 i 
w= 3 |e + 1) Sead 28 (M- co). (a, 24) 
Dann ist 
Wy Z Wg (v + a)/z { 
fers are -dw+ eer POET az. dy =-[- OF OR gp ee (a, 25) 
II I 0 HO elie 


mit w, aus (a, 24). Durch Residuenbildung der Funktion (a, 22) folgt wegen 
(a, 20) nach elementarer Zwischenrechnung!, daB der m-te Pol Wy, Zum vorletzten 
Integral (a, 23) den Beitrag liefert 
: Bk. gt et 2/3 
coy et HO AES epee tee ah & : 
m-ter Pol 3% - (4m — 1)! 
+ Vgl. SommERFELD, A.: l.c. Formel (21,41). 


1 Diese lassen wir hier aus, weil sie von A. SOMMERFELD (l. c. S. 285 ff.) durch- 
gefiihrt wurde. 


iw, (y + 4)/z 


(a, 26) 
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mit w,, aus (a, 21). Das Integral iiber das Ubergangsgebiet f hat die GréBen- 
Ubergang 
ordnung des Integrales (a, 29) iiber den M-ten Pol, so daB 


3 2 4 tn/3 ; 
AS 78 + GS - eh 7 iwyy (y +)/z 


—e » eco (27) 


De fe) PoC ag - 
Ubergang 38 (4M —1)8 


mit Wy aus (a, 21). o ist eine nicht naher bekannte Zahl von der GroBenordnung 1. 
J Durch Einsetzen von (a, 25), (a, 26), (a, 27) in (a, 23) ergibt sich nach Ein- 
fuhrung der dimensionslosen Abkiirzungen 


el a ae ees y+a 
eee ee 
2 M P 2 z 2 
Peo eltM+lszx_ , 8 ei (t4m—1)8 C2 4 8 ei (4M —1)8 rx 
{}1 44 = T ; 1 C= + T° Smee (a, 30) 
x ) (4m — 1)8 2 (4M — 1)8 


m=1 


wobei zum Limes M-— oo iiberzugehen ist. Da 7 nach (a, 28) eine komplexe Zahl 
mit positivem Imaginarteil ist, so nehmen die Reihenglieder mit wachsendem m 
exponentiell zu oder ab, je nachdem 7 < 0 oder > 0. 


B) Aufstellung einer vasch konvergenten Reihe im Falle Gaels yyae=t0, 
also der Aufpunkt im geometrischen Schatten liegt, verschwindet der letzte Term 
in (a, 30). Man kann dann ersichtlich den Ausdruck (a, 30) in die folgende Form 
umschreiben: 


tty (M) 


é = 
‘ 1 a ke (a, 34) 
x m=1 
wobei 
idm + ljity  i(4m—3)¥ rz 8 ei(dm—Ui rz 
Co : = — Tt —— ; == 128. SAA, 32) 
4 3 (4m — 1)3 


Denn die beiden Terme mit (4m + 1) bzw. (4m — 3), die im m-ten Reihenglied c,, 
gegeniiber (a, 30) hinzugetreten sind, kommen mit entgegengesetztem Vorzeichen 
im vorhergehenden Glied c,, 4 bzw. im folgenden Glied c,, 1 vor und heben sich 
daher insgesamt fort. 

Die Glieder c,, der Reihe (a, 32) nehmen mit wachsendem m so rapide ab, 
daB praktisch nuy das erste Glied c, mit beriicksichtigt zu wevden braucht. Und dieses 
Glied c, ist klein gegen das in (a, 31) davorstehende Glied (e?™%— 1)/(i x) und ist 
dahey in (a, 31) nur als KorvektionsgroBe anzusehen. Das liegt daran, daB die 
3 Terme, aus denen jedes einzelne Reihenglied c,, aufgebaut ist, sich fiir 7 20 
ersichtlich gegenseitig weitgehendst aufheben. 

Im Falle |t 7| <1 lautet die mit dem quadratischen Gliede in t y abgebrochene 
Taytor-Entwicklung des Ausdrucks (a, 32) fiir ¢,: 

= (0,08 —10,07 * ty) 9%; Napali (a, 33) 


(Das quadratische Glied in ty ist = 0.) Da c, ferner fiir groBe |r| y nach (a, 32) 
exponentiell abklingt, so ist c, fiir alle y 20 klein gegen den ersten Term von 
(a, 31), der fiir y = O ersichtlich den Wert 7 annimmt. — Man weist leicht nach, 
daB die c,, fiir m > 1 stets <c, sind und daher erst recht vernachlassigt werden 
diirfen. 

y) Die semikonvergente Reihe im Falle — + @|t|x%< 0. Obwohl die Reihe 
(a, 31) im Falle 7 < 0 divergiert, ist sie im Intervall — $B |t|y <0 fir prak- 
tische Zwecke noch brauchbar. Denn die Reihenglieder nehmen mit wachsendem m 
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zunachst ab und beginnen erst von einer gewissen Stelle m= m, die von Tx 
abhangt, an zu wachsen. Dann ist die Reihe (a, 30) bzw. (a, 31) semikonvergent 
und muB bekanntlich mit dem kleinsten Gliede m = m abgebrochen werden. 


5) Sattelpunktmethode fiir |t| y= — x. Fiir groBe negative |t| x ist die Reihe 
(a, 30) bzw. (a, 31) wegen ihrer Divergenz jedoch unbrauchbar. Deshalb muB der 
Ausdruck (a, 17) fiir groBe negative Werte von |t| zy auf andere Weise als auf 
dem bisherigen Wege der komplexen Integration berechnet werden: Wenn 
|t| xy S— + ist, so ist (y + a)/z nach (a, 28), (a, 29) kleiner als ~ — $a—-%. Da 
fiir H? («)/H} (x) im Intervall n S «a — a die Darstellung (a, 13) gilt, so oszilliert 
die in (a, 17) auftretende Exponentialfunktion e#("—«)(y+4)/2 im Falle (y+ a)/z 
S —a-—+4 ungefahr ebenso rasch wie Ves («)/H} (x). Dann liefert nur die Umgebung 


~ 


derjenigen Stelle 7 = mmax einen Beitrag zur Integration (a, 17), fiir die der Inte- 
grand konstant ist (Sattelpunktmethode). 


Setzt man den Wert (a, 13) in (a, 17) ein, so wird 


a 
28 3 yta 
Fa -:| — (% — n)? + (a— 1”) 
UL 1 
2 302 I eee Mares = 4 kaw 
{}) =e ap re dn; Sate cl ork ie (a, 34) 
Die Ableitung des Exponenten verschwindet ersichtlich fiir 
1 
4 Ce Veit 
(C= ye oe (a, 35) 
2? «£ 
a fyta\? — a 
—> Nmax = % = ( ) =a— ee (a, 36) 


Entwickelt man den Exponenten von (a, 34) in der Umgebung dieser Stelle 
N =Mmax bis zur zweiten Potenz nach Tay Lor, und fiihrt sodann die Integration 
liber m aus (die von — oo bis + 00 zu erstrecken ist), so folgt nach dem tblichen 
Rechenschema der Sattelpunktmethode 


5 i[Z-= (244) 
y= LESS Beck SONA UE CTR Ue ) 
Z z 


= Satz ad citar, ya a 
2 ea : 


2 
Aus (a, 35) folgt, daB |a — mmax| < *. at, falls |y|<5-a—-%. Hiermit ist 
nachtraglich die zu Anmerkung1 der S.478 gehérende Behauptung bewiesen, 
da8 die Integration tber dm in (25) praktisch nur im Intervall |n — a| S 5+ ah 
einen merklichen Beitrag liefert, sofern der Beugungswinkel y hinreichend klein, 
namlich |y|< 5a—4 ist, wie in dieser Arbeit stets vorausgesetzt wird. 


b) |-Polarisation. 


Hier deuten wir die Berechnung des Beugungsintegrals fiir die Schirmwelle 
nur kurz an, da sie fast genau so verlauft wie bei der ||-Polarisation. Nach (34) 
lautet das Beugungsintegral 


a“ 


lo, 2) 
Lean me veLe Aeigs 
Glee |icrray oP PE road Part tae tan, (a, 38 


H, («) 
0 ro 
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Dieser Ausdruck ist aus (a, 17) dadurch hervorgegangen, daB der Quotient 
ye («)/H} (x) durch Hi,’ (x)/H}’ (x) ersetzt ist. In (a, 20) wirkt sich dies dahin aus, 
da Nenner und Zahler durch ihre Ableitungen zu ersetzen sind. Auf diese Weise 
tritt an die Stelle des Nenners 


der Nenner 


1 320 |3 + orf 
a > (4m +4) - [tae m=O, 1, 2. (a, 39) 


Nullstellen besitzt. Da (a, 39) aus der entsprechenden Formel (a, 24) fiir die 
\|-Polarisation dadurch hervorgeht, daB der Index 4m — 1 durch 4m + 1 ersetzt 
wird, so erhalt man die Endformel fiir { }| , indem in der Endformel (a, 30) fiir 


{ } der Index 4m— 1 durch 4m + 1 ersetzt wird, so daB 


i(4M—1)tz__ ee Se heey i(4M—3)3 tx 
e 1 8 e a8 e 
Gi= = -=1) ——d-—1:—_____. (a, 40) 
EX, 3 (4m + 1)8 3 (4M —1)3 
m= 
Im Gegensatz zu (a, 30) ist hier tiber den Index m = 0 mit zu summieren. ¢ hat 


die Gr6éBenordnung 1. Entsprechend (a, 31), (a, 32) laBt sich (a, 40) folgender- 
maBen umformen: 


—— ba dy, (a, 41) 


wobei 
: gil(tm+3)srzy_ ,i(4m— lary 8 
SS Se 
m ix 3 


Die Glieder d,, der Reihe (a, 41) nehmen im Falle y 20 so rapide ab, daB nur 
das Glied d, beriicksichtigt zu werden braucht, und auch dieses nur als (kleines) 
Korrektionsglied. Denn fiir |t7| <1 liefert die Tayror-Entwicklung von 4d, 


entsprechend (a, 33) 


d, = (0,02 — i-0,02ty)°T, lrz|<1,  (a,43) 
wahrend der vor der Summe in (a, 41) stehende Ausdruck fiir 7 = 0 ersichtlich 
den Wert (— $+ 38) r =— 0,597 annimmt. 


Im Gebiet — } S |t| ~< 0 ist die Reihe (a, 41) entsprechend (a, 31) semi- 
konvergent. Fir |t| ~ — % wird sie unbrauchbar. In diesem Falle muB der 
Ausdruck (a, 38) mittels der Sattelpunktmethode berechnet werden. Man hat 
dann die aus (a, 11), (a, 12) folgende, im Intervall » Sa — 2a giiltige Dar- 


stellung 


‘HY’ (x) == | € , (a, 44) 
wobei a 1 a3 
Le lO) 

F(n) =— ale - (a, 45) 
4-+ cae (a—n)—! 
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in (a, 38) einzusetzen, so dab 
23 3 ya 


a 
ee ; | i z 
Oise *.JF(n)-e oe Dahir 
0 


Dieser Ausdruck unterscheidet sich von dem entsprechenden Wert (a, 34) bei der 
||-Polarisation allein durch den Faktor F(v), der als langsam verdnderlich gegen- 
tuber der Exponentialfunktion anzusehen ist, weil / (x) nach (a, 45) im Intervall 


nS %— 203 naherungsweise konstant —— 1 ist. Die Sattelpunktmethode 
liefert daher entsprechend (a, 37) 
3 
lauanecercr eas) 
a 4 er 2 24 Zz 
CX ge s—— + |/-=a?- Ee Gr) oF : 
: 2 Zz 
a (2=*) — 44 
a a, 46 
io 3 a 41 Uw 41 1 At 3/9 ( 
zs a6 a x on? ei (a/4 a 73/24) 
aye — 41 2 
falls yt ays tal 


Falls y S — 3a—3, kann der Faktor — (« y3 + 41)/(a y8 — 41) durch — 1 ersetzt 
werden, und demnach ist dann { }| = — { }y. 


Hamburg, Institut fiir Theoretische Physik der Universitat. 
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Einflu8 des Eigenmagnetfeldes und der Diffusion 
auf eine wandstabilisierte Lichtbogensiiule. 


Von 
W. WEIZEL und G. EcCKER. 


(Eingegangen am 14. Januar 1950.) 


In der Trager- und Energiebilanz werden Thermodiffusion, ambipolare Diffusion 
und Eigenmagnetfeld des Bogens beriicksichtigt. Fiir die Warmeableitung wird 
der klassische Anteil der neutralen Atome und Elektronen in Rechnung gesetzt, 
der Anteil der angeregten Atome erweist sich als vernachlassigbar. Eine Abschat- 
zung ergibt, daB bei den bekannten Quecksilber- und Edelgasbégen das Eigen- 
magnetfeld keinen nennenswerten Einflu8 hat, daB es aber bei Kohlehochstrom- 
bégen nicht vernachlassigt werden kann. Die Thermodiffusion liefert nur ein Kor- 
rektionsglied zur ambipolaren Diffusion. Durch die beriicksichtigten Einfliisse 
wird die ELENBAAS-HELLERsche Differentialgleichung abgeandert. Es wird aber 
gezeigt, daB die neue Gleichung auf einen Gleichungstyp transformiert werden 
kann, der auf die gleiche Weise wie die ELENBAAS-HELLERSche Gleichung nume- 
risch oder maschinell integriert werden kann. 


Die theoretische Behandlung einer Lichtbogensdule, welche in einem 
zylindrischem Rohr brennt, geht von der Energiebilanz aus. ELEN- 
BAAS [1] hat den Ansatz gemacht, daB die Ausstrahlung und der Energie- 
verlust durch Warmeleitung in jedem Volumenelement durch die Strom- 
leistung gedeckt wird, und dieser Ansatz liefert die sog. ELENBAAS- 
HErteErsche Differentialgleichung [2]. Der Nutzen dieser Gleichung ist 
allerdings beschrankt, weil aus ihr auBer den Ahnlichkeitsgesetzen nur 
schwer Aussagen abgelesen werden kénnen, die sich mit dem empiri- 
schen Befund vergleichen lassen. ScHmitz [3] hat die ELENBAAS-HEL- 
LERsche Gleichung numerisch integriert und WEIZEL und ScHMITZ [4] 
konnten durch Vergleich dartun, daB das Ergebnis sich qualitativ mit 
dem empirischen Verhalten wandstabilisierter Bogen deckt. Ursprung- 
lich wurde in der ELENBAAsschen Gleichung als Energieverlust nur die 
klassische Warmeableitung durch neutrale Atome beriicksichtigt, spater 
konnte auch der Energietransport durch die ambipolare Tragerdiffusion [5 | 
in die Gleichung aufgenommen werden. H6cKER und FINKELNBURG [6] 
haben. zuerst den Anteil hinzugefiigt, den die freien Elektronen zur 
Warmeleitung beitragen. Sie haben auBerdem dem Magnetfeld, welches 
der Lichtbogen selbst erzeugt, einen Einflu8 auf die Tragerbewegung 
eingeraumt, der sich auch in der Energiebilanz bemerkbar machen sollte. 
Scumitz hat alle diese kleineren Einfliisse bei der Integration nicht 
beriicksichtigen kénnen, ja, er muBte sogar den Koeffizienten der klas- 
sischen Warmeleitung konstant setzen. Vor kurzem haben Kocu, 
LESEMANN und WALTHER [7] die Integration der ELENBAAsschen 
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Gleichung mit einem elektrischen Integrationsgerat vorgenommen, 
wodurch sich die Rechenarbeit erheblich reduziert. Dies erédffnet die 
Méglichkeit auf viele Vernachlassigungen zu verzichten, welche bisher 
notwendig waren, um die Integration iiberhaupt durchfthren zu konnen. 

Wir haben deshalb die Vorgange in der Lichtbogensdule noch einmal 
untersucht mit der Absicht, nur solche Vernachlassigungen vorzunehmen, 
welche in der Energiebilanz nicht mehr als einige Prozent ausmachen. 


Tragertransport. 

Wir untersuchen zuerst den Transport von Ionen (Index 7), Elektro- 
nen (Index e) und Neutralteilchen (Index 0) in. einem thermischen 
Plasma der Temperatur T, welche noch eine Funktion des Ortes sein 
kann. Auf die drei Teilchenarten mdgen Krafte ®,;, %, und My wirken, 
aus denen man die Driftgeschwindigkeiten durch Multiplizieren mit 
den Beweglichkeiten 0;/e, b,/e, bo/e gewinnt. Die Beweglichkeiten der 
Teilchen sind mit b/e bezeichnet um in Ubereinstimmung mit den tiblichen 
Bezeichnungen der Literatur zu kommen. Die Drift der Teilchen steuert 
also zum Teilchenstrom die Anteile 

= BORG. tate: eae foes So 


Sand e , Lees e , ‘Ol a e 


bei. Durch die Molekularbewegung infolge des Konzentrations- und 
Temperaturgefalles erhalten wir die Diffusionsanteile 


re a grad (1; ¢;) , 
Pe) 
he 
Nese Ties grad (n, C,) 
bzw. 
Xo 
Yo = ——- grad (Mg Cy) 


3 
und schlieBlich kommen noch die Strémungsanteile 
V,=N,0; Y= 1D; Vo = 1,0 


hinzu, wenn die Strémungsgeschwindigkeit im Gas mit » bezeichnet 
wird. Hiermit erhalten wir die Teilchenstréme 


A; R; 

v;,=— ee erad (1; C;) - nN; b; = =F nN; D , (4 a) 
he ; 

v, = —— grad (n,c,) +n, b, ts, “nh Dy (4b) 
3 ~~ E 

t Seeek46 Ro 

acai grad (M9 Co) + Ng By or hy Ye (1c) 


Nun wollen wir ein Plasma betrachten, in welchem dauernd Druck- 
gleichgewicht herrscht, d. h. es soll 


p = (1, = nN; a No) k q (2) 


Einflu8 auf eine wandstabilisierte Lichtbogensdule. 497 


uberall konstant sein. Die Auftriebskrafte, welche von den Temperatur- 
unterschieden im Gas herriihren, werden also nicht beriicksichtigt. 
Durch die Bedingung 


De ity =O) (3) 


wird gewahrleistet, daB der Druck sich mit der Zeit nicht andert. 
Aus (2) kann man nun 


grad %) = — grad n, — grad n, —(n, +; + m9) grad In T (4) 
erhalten. AuBerdem kann man die Umformung 


grad (7c) = c(grad m + n grad Inc) 


5 
=C (grad n+ = grad In 7) 6) 
an allen drei Teilchenarten vornehmen. Damit findet man 
v,=— fits grad n; (6a) 
1 =— fete grad n, — fhe n, gradInT + n, b, gts Ui; (6b) 
ave /af ° (grad u, + grad n;) + ‘se (n; +n, + ie In -+- 6<) 
fe 
+ M9 by — + Mp0 
Durch Addieren erhalt man wegen (3) 
Ag ACG pea Sa Nae d 
sr see Mc clig Te aeR S ie 
f 4060 = 46 )o &o — hee 
eo ee NW, + hy oof — re 
Ne b, Coe a Ni b; R; _ N bo Ry 
e(% +n; +n) : | 


Wenn man dies einsetzt, geht aus (6) 


ne a: any ae grad n,; a fee n; grad n, — i. 
— grad in T {he + Agcy + aS Fi ella lo Met ite 

Bee de re a om grad n, ae At nN, grad nN; ee 
= 2 grad nT {2, 6 + Aglot Edits =e aa 0fo— ies) 


hervor. 
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Im Lichtbogenplasma kénnen wir mehrere Vereinfachungen vor- 
nehmen. In den meisten Fallen ist der Ionisierungsgrad nicht allzu hoch, 
so daB 1) >>, und n)>n, gilt. Zudem ist das Plasma quasineutral, 
so daB wir n, =; = setzen diirfen. SchlieBlich ist die mittlere Ge- 
schwindigkeit der Elektronen viel gréBer als die der Ionen und Neutral- 
teilchen, so daB c, >> c; und c, > ¢q gilt. Verwenden wir dies alles, so 
vereinfacht sich (8a) und (8b) auf 


——— s (4 C¢;— - i c) grad n — 7 erad In TAA C; + Ap ey — a A; coh a | 
" 4 (9a) 
=— Ate grad n — fe we grad InT + = Oe (9b) 


Ve 


Fuhren wir mit 
A; an 
a ) 


1D.= 5 (Ae; a ae A) = : (D, - Do 


he Ce Ao &o 


De D,=——+*; 1B , 
3 3 


n 


D,) (10) 


Ny 


die Diffusionskoeffizienten und den Thermodiffusionskoeffizienten y; 
der Ionen ein, so nehmen die Gleichungen die Form 


Wn 


pa | ee in A) n , 
= (D, D,)grad n nD, 4; grad nT 4 - (6, R; os b, a), (11a) 


y, = — D, grad n—— D,grad lin 7P + b, &, (41 b) 


an. Fir die Anteile der Ionen und Elektronen an der elektrischen 
Stromdichte erhalten wir daraus 


Ps i a ; n : 
i= °(D, - D,) gradu —enD;y;grad|InT +n (0, R; ont: a} , (42a) 
1, = ¢ Derad n+  D, grad In T —n OL te (12b) 


Besteht im Plasma ein elektrisches Feld © und ein Magnetfeld der 
KraftdurchfluBdichte 8 so wirkt auf ein Ion die Kraft 


ee ee 
R; =e E+ 5 [j; B] (13 a) 
und auf ein Elektron die Kraft 


R, =—e€+— fj, B]. (13b) 
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Hieraus ergeben sich die Gleichungen 


j;=—e Pn D,) grad n—enD,y,;gradlnT + 

- (14a) 

+ en(5,+ 8) E+, [j,B]—~ bli, BI, 
0 


j= eD, gradn +“ D,gradInT + enb, €—6,[j,B]. (14) 


Wir futhren jetzt Zylinderkoordinaten x, 7, y ein, um eine zylindrische 
Lichtbogensaule zu beschreiben. Dann hangen » und 7 nur von ¢ ab, 
die Stréme besitzen nur x- und y-Komponenten, 8 hat nur eine g-Kom- 
ponente, welche wir mit 6 bezeichnen. Fiir die Stromkomponenten 
findet man 


c f n Nace ot 4 n : 
dix en (a+ Ng b.} C, +6 (B:4i¢— Ny beer) Be (15a) 
fo 8 ONE Eb ig (15b) 
lit =—e(D,—~ D,) 7 —en Diy, + | 
Ng dy 
(16a) 


ten (6, ae 5 b,} E,— (B.5:« be = Dejes) oe | 


dn en d\inT ‘ 
eras ae Dp: or -+-enb,&, + 6,9,,B. (16b) 


Da kein elektrischer Strom in radialer Richtung flieBt, ist 
| Poach PP (17) 


und deshalb 


jee =(6,+—-b) 2 = (4+ 2). Mice. 


Man kann den Elektronenstrom in der Langsrichtung in guter Naherung 
mit dem Gesamtstrom identifizieren und 

We =Jx (18) 
setzen, weil b;<b, und n < ny ist. 


Multipliziert man are mit 6,, (146b) mit (0, += -b,) und subtra- 
hiert, so erhalt man 


(6, + 5;+= b.) ier =e e(b, D; +8,D,) 4” + b,6,),B + | 


; d\inT 
Shp eee 


2 2Ny 
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oder wenn man sich des ambipolaren Diffusionskoeffizienten 


b,D;+6,;D b; 
Dan = eDi + — oD ele (20) 
be +b; +—— be e 
0 

bedient 

d b; Dz nN 
dn eet idee ag ea: take dinT br beig B 
on = eD am “dy t+ en = dy 


n n ; 
bey tes be EE be 
Setzt man zur Abkiirzung 


n 
2b, Dix, +O; De+ 7 - b, D, 
) 


b; nN 
1Dam = Se ie pire ee oyrk (21) 


2 (0 eos - b.} 
0 


und vernachlassigt 6; gegen b,, so geht dies in 


Gp € Da rr Set). fe 6,7, B (22) 


uber. 


Der Beitrag der Thermodiffusion. 
Zunachst ist es notwendig, sich iiber die GréBenordnung der einzelnen 


Einfliisse zu informieren. Zwischen Beweglichkeiten und Diffusions- 
koeffizienten besteht die Beziehung 


ep 
avis (23) 


Im thermischen Gleichgewicht ist infolgedessen 


Dis = Dies (24) 
Aus (10) tibernehmen wir 


1Di= = (DAD BED, (25) 


wo D, den Diffusionskoeffizienten des Neutralgases bedeutet. Der 
Tonisierungsgrad n/n, betragt meist ein bis einige Prozent, dafiir ist D, 
aber einige hundertmal gréBer als D;. Dies hat zur Folge, daB die drei 
Bestandteile von D; y; alle von der gleichen Gré8enordnung sind und 


sich gegenseitig zum Teil kompensieren. Jedenfalls kann y, nicht viel 
gr6Ber als 1 sein. 


Wir nehmen zuerst eine rohe Abschatzung vor. Wenn wir (23) und 
(25) in (21) einsetzen, finden wir 


D 
Di ver D; pnes t (26) 
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Wenn wir den Diffusionskoeffizienten der Neutralteilchen ungefahr 
gleich dem der Ionen setzen, haben wir 


Do D; 
De X1~ : io 2 ‘ (26a) 
Verwenden wir dies in (22), so ergibt sich 
dn 3eD; a h vr 
ler = 2eD, 2 n - 054,18 
: 27) 
eD;n dinn 3 j 3 ( 
T (27 aT sat ee 
Die Tragerdichte » hangt nach der SaHaschen Gleichung 
1 1 3 eU; 
re 2p? (k T)* (2% m)* a DET (28) 


h? 


mit der Temperatur zusammen. Fiir unsere Abschatzung geniigt es 


eU; 
m—conste 2T (28a) 
zu setzen, woraus 
a = n eU; 
SE ee (29) 


hervorgeht. Bei den Plasmatemperaturen eines normalen Lichtbogens ist 


eU; 


so daB der Beitrag der Thermodiffusion 
d\nT 
et Dan ¥ — a 


nur eine Korrektion des Beitrages der ambipolaren Diffusion darstellt. 


EinfluB des Magnetfeldes auf die Stromdichte. 
Wir wenden uns jetzt der Gl. (15b) zu und bilden den Bruchteil 

bsp t6 
ce 

der vom Magnetfeld zum Elektronenstrom in der Langsrichtung bei- 

gesteuert wird. Machen wir die naheliegende Annahme, daB 
Jer <Iex 

ist, d.h. daB der Elektronentransport im wesentlichen in der Langs- 

richtung, sicher aber nicht tiberwiegend in radialer Richtung erfolge, 


so ist 
beler B 


ex 


Be (31) 
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Mit man die Langen in Metern, d. h. im internationalen elektrischen 
MaBsystem, so bleibt 6, unter der GréBenordnung Eins beim Druck 
von einer Atmosphiare. Bei anderen Drucken ist seine GréBenordnung 


< ?, wenn p) den Atmospharendruck bedeutet. Ist 7) der Radius 
P 


des Bogenkanals, so gilt 
22th os Nols 


wenn J der Bogenstrom ist. Wir erhalten die magnetische KraftfluB- 
dichte 


2 Oe 29 

Bo | 2m a (32) 

auf der Oberflache des Kanals. Die KraftfluBdichte im Bogeninnern 

ist kleiner als B,. Damit erhalten wir fiir das Verhaltnis (31) den Zahlen- 
wert 


beler B Mol Po 


Jex 
wo 7, den Bogenradius in Metern bedeutet. Hieraus kann man erkennen, 
daB dieses Verhaltnis 1% nicht tiberschreiten kann. Einige Beispiele 
moégen dies belegen. In Edelgas- und Quecksilberhéchstdruckbogen 
kann man etwa J =10Amp; p =.30" 373 7, =—0,001 m © == 10" Vim 
setzen und findet 0,006% fiir das Verhaltnis der beiden Anteile. Andere 
bekannte Quecksilberb6gen entsprechen etwa den _ Betriebsdaten 
l=2 Amp, p=f,5. 7% =—0,002 m, €,==2500 Vim mit dem YVerhalimus 
0,02% ; selbst bei Hochstromkohlebégen mit etwa J = 200 Amp, f= fp, 
7) =0,003 m, ©, =1000 V/m erhalt man nur 1,3%. Man kann also den 
Beitrag 

Deg? 


zur Langsstromdichte als eine Korrektion betrachten, welche gew6hnlich 
nur einen minimalen Beitrag liefert. Wir werden dieses Glied also ver- 
nachlassigen diirfen. 


Die Energiebilanz. 

Wir stellen jetzt die Energiebilanz auf. Die Volumeneinheit gewinnt 
die Energie (7) aus der Stromwarme und die Energie A durch Absorp- 
tion von Strahlung, strahlt aber dafiir die Energie S aus. Ist %8 die 
Dichte des Warmeleitungsstroms, so verliert sie die Energie div ¥% durch 
Warmeleitung und durch Transport der Ionisationsenergie die Energie 
— U,divj,. Die Energiebilanz lautet also 


(Ej) +A=S + div B—Updivj,. (34) 


In einem einatomigen Gas besitzt jedes Teilchen nur die Trans- 
lationsenergie $7, wenn wir von der Anregung einstweilen absehen. 
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Die Molekularbewegung von Elektronen, Ionen und Neutralteilchen 
transportiert also den Energiestrom 


— oes re (su 
- grad (== —N, ¢.] aaa grad aes 1; ¢,) == 


|e 
gq 
4 
© 
Qu 
——— 
| w 
= 
ry 
is) 
=) 
Cee 


Dazu kommt der Energietransport 


Sele 3 
ria (1, 6, KR. + 0; b; R; + 19 by Ky) 


durch die Drift im Feld und der Anteil 


3kT 
el (no +n; +7n,) 0 


durch die Ausgleichsstrémung. Wenn wir die drei Anteile addieren 

(1a, b, c) verwerten und 

3kT 
2 


3kT \ 
grad Ee n c} = 


grad (mc) + = ncegrad T 


berticksichtigen, erhalten wir den Warmestrom 


i BR [dele re LG Bye 
w= —- 5 (x. = ni; E ~ + No ; )grad T+ (v; + ¥, + %) , 
was sich wegen (3) auf 
ron SR Aes Vv RaG 
rene (n, <4 i, = *+ Ny =) grad T (35) 
reduziert. Wenn man = 
YW = —x grad T (36) 
schreibt, erhalt man das Warmeleitvermogen 
3k 3k 
as (1,D, +7,D; +1 )Dpo) © Se (nD, + Dp) (37) 


durch die Diffusionskoeffizienten (10) ausgedriickt. Das Warmeleit- 
vermégen setzt sich also aus drei Anteilen x,, x; und x, der Elektronen, 
TIonen und Neutralteilchen zusammen, von denen der Elektronenanteil 


ee 


3k 
Mig nD, 


bei hoher Temperatur den Hauptanteil darstellt, wahrend bei niedriger 
Temperatur fp 
Xo —— ”) Ny Do 

vorwiegt. Der Ionenanteil kann vernachlassigt werden. 

Noch nicht beriicksichtigt ist in dieser Rechnung, daB angeregte 
Atome nicht nur Translationsenergie, sondern auch die Anregungs- 
energie ¢, =e U, transportieren. Sie steuern deshalb zum Warmestrom 
noch den Sonderanteil 

fa €q 


O 
y= ul gradu, c, + €, 1,0 
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bei, wo » die Geschwindigkeit der Ausgleichsstrémung ist. Diesen Anteil 
miissen wir noch abschatzen. Aus (1c) und (3) entnehmen wir 


Ny d= 4 grad (%» Co) —%;— ¥» 
was wir mit (4) und (5) in 


2Ne + 2n; + 
Ny d= — ng (grad n, + grad n,; + i grad In T) —V;—V, 
}. 4n+n \ 
=— = (2 grad m + ere grad In T) —);—, 


umformen. Der Transport verlauft radial, »; ist gleich », und vom 
Betrage —j,,/e. Wenn wir das Eigenmagnetfeld vernachlassigen, 
erhalten wir also aus (22), (24) und (26) 


y, +», = —4D,gradn—(2D,;+ Do) ngradinT, 
womit wir 


ig 0 = (4D, —2D,) grad n + (2D; ED Vis nome grad In T 
w (4D;—2D,) gradn — mo grad In T 
erhalten. Dies ergibt dann 
ey Sig D;= 2D) ma grad n— D, grad n, — 1, ye ee grad In r} 
0 


\ ¥ 
Ng an ang Do +D,y 
aye {(4D;— 2De) 28 5 — Dy Gi = Mg ‘! grad T. 


Die angeregten Atome steuern also zum Warmeleitvermégen den Anteil 


Ded: D D 4D;—2D, d 
I Be aE CRP 
"a 


ee No aT 
bei. Wir finden das Verhaltnis 


Ma 2g Xa ‘on an, , Dot Dg Lh Da PID Ft 


Xp  3knT 


Dia, ct ~ oD, D, 1% dT 


Naherungsweise kénnen wir 


ey eU; 
m,=conste #7; nw—=conste 24T 
und 
an é dn 
ee yy z 
aT @kT aT Py 


setzen. Damit erhalten wir 


Xa 


2 fa Mg { Dg ka | Do+Da 2D;—Do n eu; 
eA ERT Oo ee eee, Dies Te 


Nun sind D; und Dy mindestens hundertmal kleiner als D,, der Ionisa- 
tionsgrad 7/9 liegt bei 10-2. Auf der anderen Seite haben é,/kT und 
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eU/kT die GréBenordnung 10, wahrend n, zwar kleiner als » ist, aber 
doch von ahnlicher GréS8enordnung. Man sieht zuniachst, daB das letzte 

hed keine Bedeutung hat, so daB sich das Verhiltnis auf 
Ha 2 &a Na { Paka oie Do+ Da 
ee Okt el DEET fa 120, 
reduziert. Rompe und Scuutz [8] haben die Wirkungsquerschnitte 
angeregter Atome aus der Linienverbreiterung berechnet und nach 
ihren Angaben ist 

DP AOR DAO. 


a 


Dies bedeutet, daB wir nur noch das Glied 


“a 1 Ea Ta Do 
Seas ror 0, 


ubrig behalten, welches also kleiner als 3% ware. Da x, selbst etwa 2/, 
des Warmeleitvermégens ausmacht, kénnen die angeregten Atome 
héchstens 2% beitragen. Wenn die Warmeleitung nur die Halfte der 
Stromleistung abfiihrt, die andere Halfte ausgestrahlt wird, machen 
wir einen Fehler von weniger als 1%, indem wir die Warmeleitung durch 
angeregte Atome nicht besonders beriicksichtigen. 

In einem zylindrischen Bogen nimmt die Energiebilanz (34) die 


Gestalt 
ee 


eS + Ui} (4a) 


ge eee ee 
MG A eT 
an. In diese Gleichung ist 


ie — ip x a= ce ee {0 (1 ai a } == b;} v, —B lo, (1 mle | al b,} dey (38) 
und 


5 d’ 41a Tt 
fey 6 Dia 


am dy ; = et Jha p A “dy ta b; 1. B (39) 


einzusetzen. Wenn man keine groBere Genauigkeit als einige Prozent 
verlangt, kann man 8; gegen b, wie n/n) gegen 1 vernachlassigen und 


joer, Cy (38) 
D 
jar = Dam Gy te gy FMB BE, (398) 


verwenden. Nur wenn ((&j) nahezu gleich S ist, mu man (G7) genauer 
berechnen, um die kleine Differenz (&j)—S einigermaBen richtig zu 
bestimmen. Dies trifft aber normalerweise nicht zu. Setzen wir (38a) 
und (39a) in (34a) ein, so entsteht die Energiebilanz 


enb, aw. | 
4 eB Won Pam Olea, ay ve |= 
ee Z rte 4 eU;Dam Ge +- aon +eU,nb,b:E, B 0. 


34* 


(40) 
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EinfluB des Magnetfeldes auf die Energiebilanz. 
Zuerst nehmen wir wieder eine Abschatzung vor und untersuchen 
das magnetische Glied 
eU.&, a 
Se } 1 
io Frente b, b; n) (41) 
auf seine GréBenordnung. Dabei kénnen wir 6, und 0; als nahezu kon- 
stant betrachten. Nun ist 


i @ : dn eU,n dT s 
FP dp Pele eee tape Ea ae (42) 
Hiermit erhalten wir 
e?U? E,b,b; Bn Gels 


O= U; &, Mo Ne b, b; n+ 2h dy 


(43) 


Wir bilden nun das Verhaltnis o/€,7, und untersuchen die beiden Anteile 


eU;(& le Op DEY 3 
=e Se OU bp0 (44) 
a) x 
und 
Z e?U? ©,b,b;Bn qT (45) 
t 2kT?,j, dr 


einzeln. Wir konnen dabei fiir die Zahlenwerte im internationalen elek- 
trischen MaBsystem 


Po 5 Po = 
— b,< = 107? 
P P 


setzen, wobei #) den Druck einer Atmosphare bedeuten soll. Dann 
ergibt sich 


bre 


é< eU, Fo Po n10-2. 
p- 
Setzt man die Werte von e und mw, ein und fiir U, etwa 10 V fest, so 
gelangt man zu 


g< he TOs 28s 


Fur 2 ist die Elektronenzahl je m® einzusetzen, welche bei Quecksilber- 
bégen unter 


iz a 22 
il i LOSE 
mM 5 ; O 


liegt. Damit ergibt sich 
c= 10>" Po : 
Pp? 

Der Anteil € kann also vernachlassigt werden, wenn der Druck iiber 


1 Atm liegt. Bis zu einem Druck von 0,2 Atm bleibt der Anteil € unter 
1% und spielt deshalb in der Energiebilanz keine Rolle. 
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Um das Verhaltnis 7 abzuschatzen, setzen wir 


B= Base 


27 Yo 
ein, wodurch 7 vergr6Bert wird und erhalten 
CUZ bb; ugIn gT 


i < —_—___,- 
/ AurokT*j, dr’ 


eUFb;uol at 


“4a yokT?&, dr ~ 


Setzen wir e, U., b 


1? 


;, 49 und & ein, so finden wir 
14608 ac; 
y<— ee 0 
PH, ENS Oe 


Rechnen wir mit einem Temperaturabfall von 5000° iiber eine Strecke 
von 0,05 mm, so ist dT/dy=108. GroBer wird dT/dr kaum irgend- 
einem Bogen sein kénnen. In einem Héchstdruckbogen kénnen wir etwa 


i Ay Amp: f= 3075; %-=10°m, ©4101 Vim. und. T= 5000° 


setzen und erhalten 
y<2-10-4. 


Fiir einen Quecksilberbogen mit den Daten 


=p. Pe a= 2710 2m,  €,—= 10° V)m f= 50008 


finden wir 
iif 5 10mee 


Dagegen ergibt ein Kohlehochstrombogen mit J=100 Amp, p= fy, 
7) =0,003 m, ©, =1000 V/m, T=4000° den Wert 


4< 0,24. 


Bei den Kohlehochstrombégen wird man also eine Beteiligung magne- 
tischer Effekte erwarten mussen. 


Auswertung der Differentialgleichung. 

Bei den Quecksilber- und Edelgasbégen, besonders, wenn sie bei 
hdéheren Drucken betrieben werden, werden die magnetischen Effekte 
weniger als 1% zur Energiebilanz beisteuern und wir konnen von ihnen 
absehen. Die Energiebilanz vereinfacht sich dann auf 


enb,@+A—S+ (46) 
1d dT dn @U;"Dan% dT) _ 
as aa dy Sa dy i L eo aa 
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Wir fiithren nun statt T die reduzierte Temperatur 
b= — (47) 


ein. Brennt der Bogen in einem Rohr vom Radius &, so werden wir R 
und den Druck # sichtbar machen, indem wir 


ae 0; 6 eD m) 
D = Ce. Dass Dee 0. = : aa pais | 
? d ; alte ts Uh ’ 
Pp ‘ P P cae (48) 


schreiben, wo 6,, 6; und 6) noch etwas von ? abhangen. Damit erhalten 
wir aus (37) und (26) 


a5 
“= ee (20,409) - (49) 
en UDA = (6, =F a (50) 


a=n/n, ist der Ionisierungsgrad. 
Fiihren wir endlich noch 


ein und gewinnen aus (28) 


1 3 1 
Wee ue e (eG) fie 2% (52) 
n? 
und 4 
n n et 
ii ee ee (53) 
so geht (46) in 
CR 6 : 
iF Se An ae 
d BOW Co 310p 30 0; ry 30 ese 
4 — 0 ay | dpe to a i 3 0 i 0) Ve 6) 
@ do- do \o ' 20 gr sat Da | 
tiber. Aus (52) geht 
3 i 
1 EL ne U; 2(2 m)* ee ore ei 
o On, p =a nip —(eU)tdee 2" = Pp 7 (9) (55) 
mit 4 1 
2(29 = 5 = Fenn 
1 (9) a) 2: a ( Uji dt e 2% (56) 
hervor, so da wir 
SF eel 
pr, 
: Si 
0 do ~ doe 2) 20 oz * 20 20 | 


erhalten. 
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Uber die Funktion 4 lassen sich schwer Angaben machen, da ihre 
Berechnung bereits die Kenntnis der Lésung der Gl. (57) voraussetzen 
wiirde, um die fiir A erforderliche StrahlungsfluBdichte in Abhangigkeit 
vom Ort angeben zu kénnen. Man kann sich aber klarmachen, daB es 
eine verniinftige Naherung ist, das Glied A iiberhaupt zu vernachlaissigen. 


Die Strahlung setzt sich zusammen aus Frequenzanteilen, welche 
vom Grundzustand absorbierbar sind und solchen, bei denen das nicht 
der Fall ist. Der erste Anteil wird schon in diinnen Schichten vollkom- 
men absorbiert und kann nur auf dem Wege der Strahlungsdiffusion aus 
dem Innern des Bogenkanals herausdringen. RomMPrE und ScuHutz [8] 
haben gezeigt, daB der Energietransport durch Strahlungsdiffusion 
nicht grdBer ist, als der durch angeregte Atome und deshalb vernach- 
lassigt werden kann. Fiir die vom Grundzustand aus absorbierbaren 
Frequenzen kann man S —A = 0 setzen. Die Frequenzen, welche vom 
Grundzustand nicht absorbiert werden, werden unter normalen Plasma- 
bedingungen iiberhaupt wenig absorbiert, weil bei allen in Frage kom- 
menden Gasen die angeregten Zustande hoch tiber dem Grundzustand 
legen und deshalb nur in geringer Anzahl vorkommen. Fiir diese 
Frequenzanteile kann also A = 0 gesetzt werden ohne einen groBen Fehler 
za machen. In der empirischen Strahlungsfunktion S sind dann aller- 
dings nur die wenig absorbierbaren Frequenzen enthalten. 

Die Ausstrahlung setzt sich aus dem diskreten und dem kontinu- 
ierlichen Spektrum zusammen. Der diskrete Teil ist der Zahl der angereg- 
ten Atome, der kontinuierliche dem Quadrat der Elektronendichte pro- 
portional. Beide Anteile enthalten den Druck als Faktor. Wir setzen also 


U, 
S=ps(9)=2 [a e Oh asf). (58) 

Mit den Abkiirzungen 
= vel Co Rept, (59) 
TONS ete dp? (60) 


op 6; “Zo, 
geht aus (57) die Gleichung 


Cree 1 ad { d0/6, 369 P*\\ _ 
gl + Coste 10 Go (Spa) +23 \p=0 (64) 


hervor. 
Zu dieser Gleichung kommen noch zwei Randbedingungen. In der 
Rohrmitte muB die Temperatur ein Maximum besitzen, was 


dd 
ie = 62 
0=0; io? O (62) 
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fordert und auf der Rohrwand ist die Temperatur #, vorgeschrieben, was 


ee = OF (63) 
bedeutet. 

Die Konstanten C, und C, enthalten neben p die auBeren experi- 
mentellen Bedingungen unter denen der Bogen brennt und sind deshalb 
bekannt. / ist eine fiir jede Gasart bekannte Temperaturfunktion. 
Dagegen sind die 6,, 6; und 6) schon etwas unsicherer. Bei der hohen 
Temperatur wird man bei den freien Weglangen auf die SUTHERLANDsche 
Korrektur verzichten kénnen, und sie bei konstantem Druck proportional 
zur Temperatur setzen kénnen. Wir erhalten damit 


8D) pee (64) 


J 


und 
0; pe vin Acne 4p mM 
=H] 


Mo 


Oe ae Ne Ce 
Oo Yo _ 40% \o m- 
Oe ae Ap Gp Ne Mo 
sind temperaturunabhangig. m und my, sind die Massen der Elektronen 
bzw. Atome. Man erhalt damit 


Ho) =P 4 {Bio 4 4 Bh (66) 


(65) 


In schwereren Gasen ist 3 #/2 der Hauptteil von H(#) und eine gewisse 
Unsicherheit tiber die Verhaltnisse der freien Weglaingen fallt nicht sehr 
ins Gewicht. Die Kenntnis der Funktion H (#) erscheint hiernach eben- 
falls ausreichend gesichert. Nun dividieren wir Gl. (61) durch y, und 
erhalten 
me CE ape  , 30 yy ph 

Cp +s +t ly 2? (opi) 4 58m?) G7) 
Die Unsicherheit steckt jetzt hauptsachlich noch in dem Strahlungsglied 
C,s/y, und in dem Glied 

304 py 
2Ve ‘ 


welches von der klassischen Warmeleitung herriihrt. 


Um die Integration vorzubereiten, wird man jedem Wertepaar p, 
% von Druck fp und Achsentemperatur #) eine Temperaturfunktion 


G (3) = [ (y+ ‘vet load 
a : 


0 
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zuordnen und diese Funktion statt der Temperatur als abhingige Variable 
einfiihren. Driickt man dann # als Funktion von G aus und setzt 


9: 7(0) = KG), ae 
=A), ies 
so geht (67) in 
C, F,(G) + C, B(G) + at ee fie 


ey aG 
p=0; ce 0), (70) 
iy CR n: (71) 


Nun kann man zweckmaBig nach Scumitz auf ein Anfangswertproblem 
transformieren, indem man mit 


Creer C 
bei Or = ie (72) 


die unabhangige Variable w einfiihrt und erhalt 


; d dG 
Fi(G)+kE(G)+7 47 =0 (73) 
mit den Randbedingungen 
G=0 (74a) 
und 
dG > 
a tO) = rE 0) (74b) 
fiir «=O und 
C= Ge at —— Yi a (75) 


Das numerische bzw. maschinelle Lésungsverfahren verlauft genau wie 
bei der Integration der ELENBAAS-HELLERschen Gleichung. Der we- 
sentliche Unterschied, welcher allerdings die Integrationsarbeit sehr 
vermehrt, besteht darin, daB alle Rechnungen fiir jeden einzelnen Wert 
des Druckes durchgefiihrt werden miissen. Dies liegt aber in der Natur 
der Sache, da nunmehr neben den beiden Konstanten C, und Cy noch 
der Druck explizit auftritt. 

Ein Wort ware noch zur Funktion S(#) zu bemerken. Bisher wurde 
immer der einfachere Ausdruck 


iS aS Pay a. OU; 
Oo) 


statt (58) verwendet, der das Kontinuum nicht mit beriicksichtigt. 
In diesem Falle kann man die Konstante a, in C, aufgehen lassen. Will 
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man die Formel (58) wirklich verwenden, so muB man sich zuvor zum 
mindesten das Verhaltnis von a, und a, verschaffen. Anhaltspunkte 
sind bei manchen Bogen aus den Messungen tiber das Intensitatsver- 
haltnis von Kontinuum und konkretem Spektrum gewinnbar. 


Obwohl die unsichere Kenntnis der Diffusions- und Strahlungs- 
konstanten noch gewisse Hindernisse fiir die quantitative Durchrechnung 
der Lichtbégen bietet, sollte es nach der hier vorgenommenen theore- 
tischen Klarung durch kombinierte Messung und Rechnung méglich 
sein, auch zur rechnerischen Beherrschung von wandstabilisierten Bogen 
zu kommen. 


Literatur. 


[1] ELENBAAS, W.: Physica, Haag I, 673; 1934; 2, 169 (1935). — [2] HELLER, G.: 
Physica, Haag 6, 389 (1935).— [3] ScHMitz, G.: Phys. Z. 44, 129 (1943). — [4] WEI- 
ZEL, W., u. G. Scumitz: Phys. Z. 44, 383 (1943). — [5] Rrewe, K. H., u. R. Rompe: 
Z. Physik 105, 478 (1937). — Rompg, R., W. THouRET u. W. WEIZEL: Z. Physik 
122, 1 (1944). — [6] Hécxer, H., u. W. FINKELNBURG: Z. Naturforschg. I, 305 
(1946). — [7] Kocu, O., K.-J. Les—eEMANN u. A. WALTHER: Z. Physik 127, 153 
(1949). — [8] Romps, R., u. P. Scnuztz: Z. Physik 113, 10 (1939). 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, S. 513-521) ((1950))- 


Der lineare Zeeman-Effekt in Kristallen. 
Von 


Keo HELLWEGCE. 


(Eingegangen am 6. Februar 1950.) 


Die von BETHE an einem Spezialfall durchgefiihrte theoretische Diskussion des 
ZEEMAN-Effekts in Kristallen wird wieder aufgenommen und auf alle 32 Punkt- 
symmetrieklassen ausgedehnt. Es zeigt sich, da8 nicht nur bei Magnetfeldern 
parallel zur kristallographischen Hauptachse, sondern auch bei senkrechter 
Orientierung in angebbaren Fallen ein linearer ZEEMAN-Effekt auftritt. 


1. Evnleitung. 


Vor 20 Jahren hat BETHE! in einer grundlegenden Arbeit die erste 
quantentheoretische Darstellung des ZEEMAN-Effektes in Kristallen 
gegeben. Ziel seiner Arbeit war die Aufklarung der von J. BECQUEREL? 
beobachteten auffalligen Abweichungen des Effektes an Ionen in 
Kristallen von dem bekannten ZEEMAN-Effekt freier Ionen und Atome. 
BETHE beschrankt sich dabei, da es ihm nur auf die prinzipiellen Ziige 
des Effektes ankommt, auf einen Spezialfall, nadmlich den tetragonaler 
Symmetrie (einschlieBlich des Grenzfalles der Oktaedersymmetrie). Er 
zeigt, daB im Kristall entartete Terme einen linearen ZEEMAN-Effekt 
zeigen, wenn das Magnetfeld parallel zur Hauptachse, nicht dagegen, 
wenn es senkrecht zur Hauptachse orientiert ist. 


Angesichts der Bedeutung, die der ZEEMAN-Effekt neuerdings auch 
auf dem Gebiet der Ultrakurzwellenspektroskopie fiir die Kristallphysik 
gewonnen hat, wird diese Frage im folgenden wieder aufgenommen, 
und zwar fiir alle 32 Punktsymmetrieklassen. Es wird gezeigt, daB 
auch in senkrecht zur Hauptachse orientierten Magnetfeldern in be- 
stimmten, genau angebbaren Fallen ein linearer ZEEMAN-Effekt auf- 
treten muB. Die Darstellung folgt dabei friiheren Arbeiten*. Damit 
der EinfluB des Kristalls klar zum Ausdruck kommt, wird das Magnet- 
feld als so schwach vorausgesetzt, daB die ZEEMAN-Aufspaltung der 
Terme klein gegen ihre Aufspaltung im Kristallfeld bleibt*. Das Kristall- 
feld selbst soll rein elektrisch sein, d.h. die Zustande haben die von 


1 BetuHe, H.: Z. Physik 60, 218 (1930). 

2 Zusammenfassende Darstellung: J. BECQUEREL, Z. Physik 58, 205 (1929). 

3 Hettwece, K.-H.: Ann. Phys. (6) 4, 95, 127, 136, 143, 150 (1948). Berich- 
tigung S. 357. Im folgenden als I bis V zitiert. 

4 Im umgekehrten Grenzfall bekommt man natiirlich praktisch den ZEEMAN- 
Effekt des freien Ions oder Atoms. 


514 K.-H. HELLWEGE: 


KRAMERS! angegebene Form, und von den Kristallzustanden sind 
jeweils ein Zustand w und ein Zustand w’ 


PEO a ye M=~pJai2 ap (1) 
JM 

; i M+E(j,—1 ; 

u' =) Y-M 4j—mM, au — (—1) au at (1°) 
JM 


miteinander entartet?. Summiert wird iiber alle Zustande py, des 
freien Ions. 


Die Zustainde (1) sind der Symmetrie des wirkenden Kristallfeldes 
angepaBt, d.h. die Koeffizienten a,,, geniigen bestimmten Symmetrie- 
bedingungen’. Insbesondere sollen die Zustande (1) auch dann, wenn 
mehrere von ihnen aus Symmetriegriinden energetisch zusammenfallen 
(Symmetrieentartung) durch Anpassung an eine die Entartung auf- 
hebende Symmetrieverminderung eindeutig definiert sein®. Beim Ein- 
schalten eines d4uBeren Magnetfeldes gehen alle Symmetrieelemente 
des Kristalls verloren, mit Ausnahme derjenigen, die dem Kristallfeld 
und dem Magnetfeld gemeinsam sind. Das ist hdchstens eine Deck- 
achse, namlich dann, wenn das Magnetfeld dieser Achse parallel liegt. 
Die der St6rung durch das Magnetfeld in nullter Naherung angepaBten 
Kristallzustande haben dann ebenfalls die Form (1), jedoch gentigen 
die Koeffizienten héchstens noch den von dieser einen Achse verlangten 
Symmetriebedingungen. Diese radikale Symmetrieverringerung fiihrt 
zu volliger Aufhebung aller Entartung, d.h. vorher mehrfache Terme 
spalten im Magnetfeld auf. Die im folgenden behandelte Frage ist nur, 
ob diese Aufspaltung ein Effekt erster Naherung ist, d.h. proportional 
zur Feldstarke H anwachst (linearer ZEEMAN-Effekt), oder ob es sich 
erst um einen Effekt zweiter Naherung handelt, der proportional H? 
geht (quadratischer ZEEMAN-Effekt). 


Wir behandeln zunachst die 27 nichtkubischen Punktsymmetrie- 
klassen (Ziffern 2 und 3) und zuletzt die fiinf kubischen Klassen (Ziffer 4). 
Ferner behandeln wir nur Magnetfelder parallel und senkrecht zur 
Hauptachse, da der paramagnetische Stéroperator fiir beliebige Lage 
des Magnetfeldes 


(ae iB GON (Gale lee) (2) 
ae 2) 


diese beiden Falle additiv enthalt. 


1 Kramers, H. A.: Proc. Acad. Amsterdam 33, 959 (1930). 
2? HELLWEGE, K.-H.: IV. 
3 HELLWEGE, K.-H.: I. 
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2. Nichthubische Symmetrie, Magnetfeld parallel zur H auptachse. 

a) Deckachse als Hawptachse. Wir setzen zunadchst voraus, die 
Hauptachse sei keine Inversionsachse, sondern eine Deckachse der 
Zahligkeit . Hauptachse und Magnetfeld sollen in der z-Achse legen. 
Dann bleibt die Hauptachse als einziges Symmetrieelement auch im 
Magnettfeld erhalten und die Zustande haben nicht nur fiir H—0, 
sondern fiir jeden! Wert von H die Form der Gl. (1), (4") mit der Be- 
dingung? 

M =u(mod?f), 


3 
M=e_pms, Re eteer 6) 


fur die in ihnen auftretenden Zustande y,,, des freien Ions, wobei 
die Quantenzahl ~ einen von p verschiedenen médglichen Wert hat. 
Die miteinander entarteten Zustande bei H =0 sind also gegeben durch 


U= >> Fy mV, pimp» (4) 
J m o 

w= DD a 
J m 


M+2(i,—1y) 


maths Yy7,-—n—mp> Bim => (=) ‘dim. (5) 


Gehort u zu, so gehort wu’ zu —y. Die Energiest6rung erster Naherung 
fiir u ist nach Gl. (1) gegeben durch (H,=H,=0, H,=H) 


we Hee (u, T, u) | 

ig OY ay ay— im 4@yy\J?—M?T (J —-1,J) a 0 
JM 

+ apy? MT (J, J) + 45.147 ul (+1? —MeT (J +4, ie | 


wobei die reellen GroBen T(J/—1, J), T(J, J), T(J+41, J) nicht 
mehr von M, wohl aber vom Kopplungstypus und vom speziellen 
Ubergang pyir—yym im freien Ion abhangen. 


Entsprechend ergibt sich 


Mp 


Wi = BEX ( 


uw ,T,w)=—W. (7) 
Die beiden miteinander entarteten Kristallzustande # und w’ spalten 
also im Magnetfeld symmetrisch und linear mit H auf, falls W=-0 ist. 
Das ist sicher m¢cht der Fall, wenn wu bis auf einen Phasenfaktor mit w’ 
identisch, der Term also einfach ist. Hier ist nach (7) 


WWW 0, (8) 


1 Sofern H die in der Einleitung gesteckte Grenze nicht wesentlich tber- 
schreitet. Im Grenzfall H — oo reduziert sich u auf ein pyy mit M=p. 
2 HELLWEGE, K.-H.: I. 
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d.h. der Term bleibt in erster Naherung fest!. Dieser Fall kann nur 
bei Ionen mit gerader Elektronenzahl und nur bei Termen mit “= 0 
oder 4 =/2 vorkommen?. Fiir den Spezialfall p= 4 war dies Ergebnis 
schon BETHE? bekannt. 


b) Drehinversionsachse als Hauptachse. In den Symmetrieklassen 
mit Inversionsachsen wird durch das zur Hauptachse parallele Magnet- 
feld die Symmetrie unter Umstinden starker verringert als in den 
Klassen mit Deckachsen, wo die Hauptachse auch im Magnetfeld mit 
ungednderter Zahligkeit erhalten bleibt. Dagegen geht bei den Inver- 
sionsachsen die Inversion verloren, d.h. es bleibt eine Deckachse mit 
in manchen Fallen niedrigerer Zahligkeit iibrig. In Tabelle 1 sind die 
Symmetrieklassen mit Inversidnsachsen mit denjenigen zusammen- 
gestellt, in die sie durch ein der Inversionsachse paralleles Magnetfeld 
tiberfiihrt werden. 


Tabelle 1. 
Symmetrie ohne Magnetfeld C; C, C3; Sa |) ea Dey | (Deyn 
Symmetrie mit Magnetfeld Gi Cy Cy Cree Ce @5 C3 


Zum Beispiel hat die Klasse C3, die Zahligkeit /=6, wahrend Cy 
nur die Zahligkeit p=3 hat. Das heiBt, die Zustande nullter Naherung 
(H =0), mit denen die Energiestérung berechnet wird, enthalten nur 
solche p,,,, die Gl. (3) mit £=6 geniigen, wahrend mit wachsendem 1 
auch solche y,,, auftauchen, die der Bedingung (3) mit nur p=3 
gentigen. Dies ist der einzige Unterschied gegentiber dem Fall der Deck- 
achse; die Berechnung der Energiest6rung erfolgt wie unter a) mit 
demselben Ergebnis wie dort. 


3. Nichtkubtsche Symmetrie, Magnetfeld senkrecht zur Hauptachse. 


Ohne Beschrankung der Allgemeinheit legen wir das Magnetfeld 
parallel zur x-Achse. Ferner wird zunachst vorausgesetzt, da die 
Hauptachse eine Deckachse und keine Inversionsachse ist. SchlieBlich 
wird p >1 vorausgesetzt, da bei f=1 jede Richtung als Hauptachsen- 
richtung aufgefaBt werden kann. Da die p-zahlige Symmetrie um die 
Hauptachse (z-Achse) durch das Magnetfeld zerstért wird, sind die 
Zustande (4), (5) nicht mehr die richtigen Zustande nullter Naherung 
fiir die St6érung durch das Magnetfeld, sondern man hat Linearkom- 
binationen 

U=aut+ pu', (9) 
U'=— pFutat*u', Cor 5 6 Seats (10) 

1 In hdéherer Naherung (quadratischer ZEEMAN-Effekt) wird natiirlich der 
Term verschoben, siehe die Diskussion in der Einleitung. 

2 HELLWEGE, K.-H.: IV. 

3 Betue, H.: Z. Physik 60, 218 (1930). 
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aus ihnen zu bilden. Hieraus folgt mit H, =H, H, =H,=0 die Energie- 
storung 


ies oe 


(id) 


Pee , , . 
<5 {a* a (a, T, u) + B* B (w’, T, u')+ a* B (u,T, uw’) + B* x (u',T, u)\. 


70) | 
Nach den Auswahlregeln fiir magnetische Dipolstrahlung in Kristallen? 
verschwinden hier die beiden ersten Glieder, da sie der Regel fiir 
o-Komponenten 


Au=-+1 (mod?) (12) 

nicht gentigen. Es bleiben also nur die beiden letzten Glieder iibrig: 
(w',T, u) = ppp? 4 ae PN (eee Pindme) (13) 

(u, Tu’) = (u’, T,u)*. (14) 


Dabei verschwinden rechts alle Matrixelemente, die nicht den beiden 
Auswahlregeln fiir J und M 


ES fer: M’=M+1 (15) 
und der LAporTEschen Auswahlregel 
a 
i ah ra (15) 
geniigen. Wir diskutieren jetzt nur die Regel fiir M, da M der vom 
Kristallfeld herriihrenden Bedingung (3) unterworfen ist, eine Aus- 


wahlregel fiir M also die charakteristischen Ziige des ZEEMAN-Effektes 
in Kristallen liefern muB. Damit W=0 wird, muB also die Bedingung 


—u—np=p+tmp+i (16) 
fiir mindestens ein Wertetripel ~, 1, m erfiillt sein, d.h. die Bedingung 
(m+n) p=—2uFi1, (16’) 


die man zweckmaBigerweise fiir gerade Elektronenzahl (ganzzahlige ju) 
und ungerade Elektronenzahl (halbzahlige w) getrennt diskutiert. Vorher 
aber iiberzeugen wir uns noch, da8 die Anwendung der Auswahlregel 
(15) far M auf die rechte Seite von (13) wirklich nur dann von Null 
verschiedene Matrixelemente liefert, wenn die fiir die linke Seite zu- 
standige Auswahlregel (12) fiir ebenfalls erfiillt ist. Tatsachlich geht 
wegen wu’ =—y die Bedingung (12) tiber in 

—2u= +1 (mod), (16’’) 


und das ist erfiillt, wenn (16’) erfiillt ist. 


1 HELLWEGE, K.-H.: IT 
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a) Ganzzahliges wv, d.h. gerade Elektronenzahl. Hier soll jede Seite 
von (16’) eine ungerade Zahl sein, was bei gerader Zahligkeit p = 2, 4, 6 
nicht moglich ist. In diesen Fallen verschwinden also auch in (13) 
und (14) alle Matrixelemente. Fiir =4 hat dies Ergebnis bereits 
BETHE! abgeleitet. Ist dagegen ~=3, d.h. mw eine der Zahlen® « =0, 
+4, —1, so ist die Bedingung (16’) erfiillt durch 


wn ey ber pete. (17) 


Die Matrixelemente 

(Py, F1t3simt1)> TPs, S4an)b m=0, +1 eo Ey, = ft 1 (18) 
in (13) verschwinden also nicht, sondern liefern einen linearen ZEEMAN- 
Effekt. 


b) Halbzahliges uw, d.h. ungerade Elektronenzahl. Hier soll jede 
Seite von (16’) eine gerade Zahl sein. Bei ungerader Zahligkeit 
» =3 ist das nur bei geraden Werten von 


mtn=2s, S= 0) S24, ae (19) 
méglich. Da yw eine der Zahlen? w=#$, +4 ist, laBt sich (16’) nur 
ie S==@, Ghia 

m=—n bei w=+} (20) 


erfiillen. Das heiBt, die Matrixelemente 
(Wi raleten gh ley Ede arn) m= 0, Sal otes Y= y+1 (21) 


in (13) liefern einen linearen ZEEMAN-Effekt. Ist dagegen die Zahligkeit 
gerade (b=2,4,6), so muB m+n=s = ganze Zahl sein und die 
Bedingung (16’) wird allein erfiillt durch 


n=—m bei w= 44 (22) 
und 
n =—(m+1) bei = ae (P— 1)/2.. (23) 


Das heiBt, die Matrixelemente 


(py, pep sete age EA opted 2) und (VP me Op dole VLE he ee (24) 


verschwinden bei J’= J, J-+1 in (13) nicht, sondern liefern einen 
linearen ZEEMAN-FEffekt. 

Vollig analog verlauft die Diskussion, falls die Hauptachse eine 
p-zahlige Inversionsachse ist. Hier tritt nur an die Stelle der durch 
eine Deckachse definierten Quantenzahl « die durch die Inversions- 
achse definierte Quantenzahl u,, und an die Stelle der Bedingung (3) 


| Betue, H: Z. Physik 60, 218 (1930). 
+ HELLWEGE, K.-H» T- 


Der lineare ZEEMAN-Effekt in Kristallen. 519 


tritt die Bedingung 


M+ ® $1, = u;(mod), 
k 
ee 2 1a) See ened 
R 


Demnach kann man, wie man sich leicht liberzeugt, die oben fiir eine 
Deckachse als Hauptachse durchgefiihrte Diskussion in allen Einzel- 
heiten auf den Fall einer Inversionsachse als Hauptachse dadurch 
ubertragen, daB man in allen Formeln einfach 


mw durch yy, 
M durch M + 2 “ i: 
ihe (25) 


m durch m—i> 1, 
R 
Db 
R 


n durch n — 45 


ersetzt. AuBerdem ist zu bedenken, daB bei f=3 halbzahlige (ganz- 
zahlige) w,-Werte auch bei gerader (ungerader) Elektronenzahl auf- 
treten konnen. 

Es gibt also auch in Magnetfeldern senkrecht zur kristallographischen 
Hauptachse einen linearen ZEEMAN-Effekt in den folgenden und nur 
in den folgenden Fallen: 


Deckachse als Hauptachse. 


Elektronenzahl gerade: p= 3; w=+1 
Elektronenzahl ungerade: p= 3; u=+4 (26) 
p=2,4,6; w=+4 


Inversionsachse als Hauptachse. 
Elektronenzahl und »'/, beide gerade 
; oder ungerade: p=3; Myp=+1 
Elektronenzahl gerade (ungerade) und 
1 ungerade (gerade): p=3; Mr=t4 
k 


Elektronenzahl ungerade: =2, 4, 6; wp=+% 


Da aus (10), (10’) sofort 
Wee (10 )==W (27) 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127. 35) 
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folgt, spalten die genannten Terme symmetrisch zur Nullage eyelid 
allen anderen Fallen dagegen ist 


W=W’'=0:;: (28) 


der Term spaltet nicht nur nicht auf, sondern bleibt in erster Naherung* 
sogar konstant. 

Bis hierher sind alle Uberlegungen nur fiir diejenigen Symmetrie- 
klassen durchgefiihrt worden, die als einziges Symmetrieelement eine 
vertikale Symmetrieachse haben. Treten zu dieser Achse noch hori- 
zontale Nebenachsen oder vertikale Spiegelebenen hinzu, so k6énnen 
gewisse Terme bereits aus Symmetriegriinden entartet sein. Es ist 
aber friiher gezeigt worden?, daB diese Entartung mit der schon ohne 
die zusatzlichen Symmetrieelemente infolge der elektrischen Natur 
des Kristallfeldes vorhandenen und bereits beriicksichtigten KRAMERs- 
schen Entartung identisch ist. Das heiBt aber, daB unsere bisherigen 
Uberlegungen fiir alle 27 nichtkubischen Symmetrieklassen  giiltig 
bleiben. 

4. Kubische Symmetrie. 

a) Die Tetraederklasse T. Von den durch OPECHOWSKI® nach der 
Symmetrie aufgestellten Termfamilien fallen in rein elektrischen Feldern 
sowohl bei gerader wie bei ungerader Elektronenzahl jeweils zwei noch 
wieder energetisch zusammen* (KRAMERSsche Entartung), und zwar 
ergeben sich so Terme mit den folgenden Werten der auf die Trigyre 
(ll z-Achse) bezogenen Quantenzahl w: 


iO einfach 

w={+1} zweifach | gerade Elektronenzahl, 
w={0,+1} dreifach 

w={+}} zweifach 
= {+3, +4} vierfach 


Da bei jeder beliebigen Orientierung das Magnetfeld Parallelkompo- 
nenten zu irgendwelchen der dreizahligen Achsen hat, geniigt es fiir 
unsere Zwecke, den Fall des achsenparallelen Feldes zu behandeln. 
Es spalten dann aber nach Ziffer 2 die Terme mit « = {+1} symmetrisch 
in 2, die Terme mit u ==) (0) +1} symmetrisch in 3 Komponenten auf, 
von denen die mit “~=0 fest bleibt. Ebenso bleibt der einfache Term 
mit 4~=0 fest. Die Terme mit »~—{-+ }} spalten auf in 2, die vier- 
fachen Terme in 3 oder 4 Komponenten, je nachdem, ob in den 


(29) 
ungerade Elektronenzahl . 


1 Siehe FuBnote 1 S. 516. 

S ishaningancs, We alsto IAW, 

* OpEcHOWSKI, W.: Physica, Haag 7, 552 (1940). 
4 HELLWEGE, K.-H.: V. 
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Komponenten mit “={-+ 3} die Zustande y,,; und yp,_, gleich stark 
auftreten oder nicht. 

6) Die ORtaederklasse O ist fiir gerade Elektronenzahl bereits von 
BETHE!? als Grenzfall der tetragonalen Symmetrie D, behandelt worden: 
Die einfachen und doppelten Terme spalten nicht auf, sondern bleiben 
fest?, die dreifachen Terme spalten auf in 3 Komponenten, von denen 
zwei symmetrisch liegen und einer fest bleibt. Entsprechend spalten 
bei ungerader Elektronenzahl die Terme* mit ~={-+4} auf, die mit 
w={+ 3 dagegen nicht, da sie yy3 und y;_; gleich stark enthalten. 
Aus demselben Grunde spaltet auch der vierfache Term w={+3, +4} 
nur symmetrisch in 3 Komponenten auf, von denen die doppelte 
Komponente mit w= {-+ $} fest bleibt. 

c) Die Klasse T,, verhalt sich wie T, T, und O, verhalten sich wie O, 
wobei formal die Tatsache zu beriicksichtigen ist, daB J, vierzahlige 
Inversionsachsen enthalt. 


Géttingen, II. Physikalisches Institut der Universitat, Januar 1950. 


1 BetHeE, H.: Z. Physik 60, 218 (1930). 

2 In héherer Naherung (quadratischer ZEEMAN-Effekt) wird natiirlich der 
Term verschoben, siehe die Diskussion in der Einleitung. 

3 HELLWEGE, K.-H.: V. 
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Optischer Nachweis Schottkyscher Fehlordnung 
im Silberbromid. 
Von 
O. STASIW. 
Mit 6 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 22. Januar 1950.) 


Fast alle experimentellen Arbeiten iiber die Ionenleitung und das 
optische Verhalten (z.B. Photochemie) des Silberbromids mit Zusatzen 
wurden unter der Annahme der Anwesenheit der itberwiegenden 
FRENKELschen Fehlordnung in reinem Silberbromid gedeutet?. Als 
Beweis fiir die Anwesenheit dieser Fehlordnung werden stets die Mes- 
sungen von KocH und WAGNER? tiber die Leitfahigkeit des Silber- 
bromids mit Cadmium- oder Bleibromid angefiihrt. Unter der Voraus- 
setzung der Giiltigkeit der thermodynamisch-statistischen Theorie von 
WAGNER und ScHotrKy! konnte der Verlauf der Leitfahigkeitsiso- 
thermen bei kleinen Zusatzkonzentrationen und die Existenz des 
Minimums erklart werden. 

Unter der Annahme, daB der FRENKELsche Fehlordnungstyp bei 
dem Einbau des Silbersulfids uberwiegt, wurde in einer der letzten 
Arbeiten® versucht, die Ergebnisse der optischen Messungen zu er- 
klaren. Dabei wurde angenommen, da sich S~~ auf den normalen 
Anionenplatzen einbaut und die zusatzlichen Silberionen, die in gleicher 
Anzahl entstehen, auf einem Zwischengitterplatz untergebracht werden. 
Diese Schwefelionen sind auch fiir das Entstehen einer neuen Zusatz- 
absorption, die sich an die Eigenabsorption im langwelligen Gebiet 
anschlieBt, verantwortlich zu machen. Ein Teil der Silberionen auf 
Zwischengitterplatzen wird bei Zimmertemperatur infolge der CoULOMB- 
schen Anziehung der S~~-Ionen zu Komplexen Ag; S~~ # assoziieren. 
Ihre Absorption liegt kurzwelliger als die der freien S~~-Ionen. 

An sich liegen die Verhaltnisse aber so, daB die experimentellen 
Ergebnisse der Arbeit von KocH und WAGNER und die friiheren optischen 
Messungen® auch dann widerspruchsfrei bei kleinen Konzentrationen 

1 ScHorrky, W.: Z. Elektrochem. 45, 33 (1939). 

* Kocu u. WAGNER, C.: Z. phys. Chem. Abt. B 38, 295 (1937). Ahnliche und 
genauere Messungen bei noch kleineren Zusatzkonzentrationen wurden spiter 
von TELTOw ausgefiihrt. Ann. Phys. (6) 5, 63 (1949). 

3 Stasiw, O.: Ann. Phys. (6) 5, 154 (1949). 


4 Zur Kennzeichnung der vorkommenden Stoérstellenarten werden entsprechend 


der Arbeit von O. Stasiw u. J. TELTow [Ann. Phys. (6) I, 261 (1947) ] die gleichen 
Symbole eingefihrt. 


® Srasiw, O., u. J. TeEttow: Ann. Phys. 40, 181 (1941). 
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des Zusatzes gedeutet werden kénnen, wenn neben der FRENKELSchen 
noch ein betrachtlicher Bruchteil der ScHotrKyschen Fehlordnung 
existiert. Lediglich die ausgewerteten Zahlenangaben tiber die Fehl- 
ordnungskonzentrationen und Beweglichkeiten der Stérstellen, die auf 
der Basis nur eines Fehlordnungstypus abgeleitet sind, verlieren ihre 
Giltigkeit. 

In einer vor kurzem erschienenen Arbeit! hat MITCHELL einen 
anderen Mechanismus fiir den Einbau des Silbersulfids im Silberbromid 
vorgeschlagen. Unter der Voraussetzung, daB eine iiberwiegende 
ScHoTtkysche Fehlordnung existiert, sollen nur einfach geladene S-- 
Ionen auf normalen Gitterplatzen eingebaut werden. Die Bromliicken, 
die in gleicher Anzahl entstehen und als positive Ladung wirken, werden 
durch iiberschiissige Elektronen ersetzt. Solche mit Elektronen auf- 
gefiillten Bromliicken erzeugen Farbzentren und diese sind fiir die in 
einem Mischkristall AgBr mit Ag,S gemessene Zusatzabsorption ver- 
antwortlich zu machen. 

Es war demnach wichtig, durch eine geschickte Versuchsfiihrung 
erstens neben der FRENKELschen Fehlordnung (die durch einwandfreie 
Leitfahigkeitsmessungen bestatigt ist) eventuell noch die Existenz 
der ScHotrKyschen Fehlordnung nachzuweisen und zweitens zu priifen, 
ob unter diesen veranderten Versuchsbedingungen der von uns? oder 
von MITCHELL! angenommene Mechanismus fiir die Absorption maB- 
gebend ist, oder wie weit sie beide abgedndert werden miissen. 

Durch einige wesentliche Veranderungen in den Versuchsbedingungen 
wurde dieses Ziel erreicht. Es konnte nachgewiesen werden, daB neben 
der FRENKELschen noch ein ScuottKyscher Anteil der Fehlordnung 
im Silberbromid vorhanden ist; ferner, da8 fiir die Zusatzabsorption 
vorwiegend S~~-Ionen verantwortlich zu machen sind. Die Anwesenheit 
der Silberionen auf Zwischengitterplatzen ist fiir die Absorption (im 
Gegensatz zu der Annahme in der letzten Arbeit) von untergeordneter 
Bedeutung. Sie spielen nur bei dem photochemischen ElementarprozeB 
eine entscheidende Rolle. 


Experimentelles. 


Die bisherigen experimentellen Untersuchungen wurden an Silber- 
bromidkristallen mit Silbersulfidzusatz gemacht, die folgendem Be- 
handlungsprozeB unterworfen waren. Die zusammengeschmolzene 
Mischung wurde nach dem Erstarrenlassen auf Zimmertemperatur ab- 
geschreckt. Beim Abschrecken entstehen Inhomogenitaten infolge 6rtlich 
schwankenden Silbersulfidgehaltes. Durch nachtragliches Tempern 


1 MitcHeLL: Phil. Mag. 40, 249 (1949). 
2 Srastw, O.: Ann. Phys. (6) 5, 154 (1949). 
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(etwa 5 bis 15 Std) erfolgte vollstandige Durchmischung der Silber- 
bromidkristalle mit den Zusiitzen. Solche getemperten Kristalle, die 
nochmals abgeschreckt wurden, waren bei Zimmertemperatur noch 
geniigend plastisch, so daB man durch das Pressen zwischen 2 Glasplatten 
einwandfreie MeBkristalle geeigneter Dicke fiir optische Untersuchungen 
herstellen konnte. Mit dem Pressen der Silberbromidkristalle bei 
Zimmertemperatur erfolgte gleichzeitig ihre Verformung, so daB die 
bei der Temperatur von 380° hergestellten Einkristalle praktisch zer- 
stért waren. Eine Verformung der Kristalle bei Zimmertemperatur 
kann die Beweglichkeit und damit auch die Diffusion der Stérstellen 
vergroBern. Dadurch konnten uns einige wichtige Eigenschaften der 
Mischkristalle entgangen sein. In einem der nachsten Abschnitte wird 
gezeigt, daB dieses tatsachlich der Fall gewesen ist. Es wurden deshalb 
zwei wesentliche Verdnderungen in den Versuchsbedingungen vor- 
genommen. 

4. Es werden getemperte Mischkristalle benutzt, die zwischen zwei 
Deckglaschen bei einer Temperatur von 380° gepreBt waren. Es zeigte 
sich, daB (besonders wenn danach noch eine kurze Nachtemperung 
bei der gleichen Temperatur erfolgte) die Eigenschaften der Einkristalle 
wieder hergestellt waren. Die Deckglaschen hafteten fest am Kristall, 
so daB eine Triibung der Oberflachen durch Rekristallisation vermieden 
werden konnte. So hergestellte MeBplatten waren fiir die optischen 
Messungen einwandfrei. 

2. Die Messungen der Absorption wurden nach dem Abschrecken 
in verschiedenen Zeitabstanden und unter verschiedenen Versuchs- 
bedingungen vorgenommen. 


Mefergebnisse. 


Silberbromidkristalle mit Ag,S-Zusatz, die bei hoher Temperatur 
gepreBt, dann abgeschreckt und anschlieBend schnell (zunachst im 
kurzwelligsten Gebiet) gemessen wurden, zeigten die Proportionalitat 
der Absorption mit der Konzentration des Zusatzes. Die Absorption 
verandert jedoch im Laufe der Zeit, bis sich das Gleichgewicht ein- 
gestellt hat, ihr Bild, wie das aus der Fig. 1 zu sehen ist. Der wichtigste 
Befund ist, da8 sich bei dem Abbau der Absorption im kurzwelligen 
Gebiet keine entsprechend hohe Absorption im langwelligeren aufgebaut 
hat. Es muB also ein Aufbau im Gebiet der Eigenabsorption des Silber- 
bromids stattfinden. Die nachste Fig. 2 zeigt die Abnahme der Ab- 
sorption bei einer Wellenlange von 480 my im Laufe einiger Tage. Am 
Anfang zeigt die Kurve in der Fig. 2 eine bis zu 40% héhere Absorption 
als im Gleichgewichtszustand, der erst nach einigen Tagen erreicht ist. 
Der Gleichgewichtszustand ist identisch mit der Absorption der Kri- 
stalle, die frither bei Zimmertemperatur gepreBt und gemessen waren. 


Optischer Nachweis ScHotrKyscher Fehlordnung im Silberbromid. 525 

Die Fig.3, Kurve 1 zeigt den Abfall der Absorption an einem anderen 

Stiick. Die Fig.3, Kurve 2 zeigt noch einen Kristall, der bei Zimmer- 

temperatur gepreBt war und bei dem es noch ausnahmsweise mdglich 
16 
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Fig. 1. Kurve 
Kurve ————: Einige Stunden spater. 


: Absorption nach dem 


gewesen ist, den Zustand vor der Gleichgewichtseinstellung zu erfassen. 


Im allgemeinen ist der Gleichgewichtszustand nach dem Pressen bei 
Zimmertemperatur sofort erreicht. 
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Fig. 2. Zeitlicher Abfall der Absorption eines bei Fig. 3. 


hoher Temperatur gepreBten und danach abge- 

schreckten Silberbromidkristalls mit Ag,S-Zusatz. 

Die Messung erfolgte bei konstanter Wellenlange 
von 480 mu. 


Zeitlicher Abfall der Absorption zweier 
verschieden behandelter Kristalle. Kurve (1): Bei 
hoher Temperatur gepreBter und abgeschreckter 
Kristall. Kurve (2): Abgeschreckter und bei 
Zimmertemperatur gepreBter Kristall. 


Zur Orientierung sind nochmals in der Fig. 4 friihere Messungen 
der Absorption am Silberbromid bei verschiedenen Konzentrationen 
von Ag,S und Ag,S + PbBr, wiedergegeben. Die Absorptionsmessungen 
waren bei einer Temperatur von 380° gemacht. Die Absorption steigt 
proportional mit der Konzentration von Ag,S und wird durch den 
Zusatz von PbBr, praktisch nicht verandert. 
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Es lag nahe anzunehmen, da8 fiir die langsame Gleichgewichts- 
einstellung die Anwesenheit der Bromliicken und ihre langsame Beweg- 
lichkeit verantwortlich sein mu. Daraus wurde die SchluBfolgerung 
gezogen, daB solche Kristalle, die bei hoher Temperatur gepreBt, abge- 
schreckt und anschlieBend belichtet wurden, ein anderes optisches Ver- 
halten zeigen miissen als diejenigen, an denen friihere Messungen 
erfolgten. (Die genauere Diskussion erfolgt im nachsten Abschnitt.) 
Nach der Belichtung zeigten 


Se [ 
S ! NEO unsere friiheren Messungen stets 
= 15/ einen Aufbau einer neuen Absorption 


im sichtbaren Gebiet, die dem kol- 


fay ar ee 908 Mol-% AgoS 


0p at nel loidalen Silber entsprach. Dabei 
PUTT rrtr~+5u0) 20% ~~ konnte keine Abnahme der Zusatz- 
gees Fe Se a absorption beobachtet werden. Diese 


Messungen wurden auch jetzt mehr- 
fach an den bei Zimmertemperatur 
gepreBten Kristallen bestatigt. Da- 
gegen zeigten die Kristalle mit einer 


Absorptionskonst K [wi 
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Fig. 4. Zusatzabsorption eines AgBr-Kristalls 
mit Ag,S und PbBr,-Zusatz bei 380°C. Ordi- 
nate: Absorptionskonstante in willkiirlichen Ein- 
heiten. Abszisse: Das Verhaltnis der PbBr,-Kon- 
zentration zur Ag.S-Konzentration. Kurve 
Gemessen an AgBr mit 0,08 Mol-% Ag.S und ver- 
schiedenen PbBr,-Konzentrationen. Kurve ———: 
Gemessen an AgBr mit 0,04 Mol-% Ag.S und 
verschiedenen PbBr,-Konzentrationen. Bei Wel- 
lenlangen von 540, 550 und 560 mu gemessen. 


langsamen Gleichgewichtseinstel- 
lung, die unmittelbar nach dem Ab- 
schrecken belichtet und gemessen 
waren, neben dem Aufbau einer Kol- 
loidbande einen deutlichen Abbau der 
Zusatzabsorption bei einer Wellen- 


lange von 470 mu. Um den Abbau 
genau zu verfolgen, wurden 2 Kristalle, die aus dem gleichen Stiick 
herausgeschnitten waren, zwischen 2 Deckglaschen nebeneinander bei 
380° gepreBt und abgeschreckt. Unmittelbar danach erfolgte an einem 
der beiden Kristalle die Belichtung und anschlieBend die Messung der 
Absorption. Durch eine Differenzmessung konnte der zeitliche Abfall 
der Zusatzabsorption, der gleichzeitig in beiden Kristallen stattfindet, 
eliminiert werden. Um sicher zu sein, daB die Abnahme der Zusatz- 
absorption durch Belichtung, nicht eventuell durch verschiedenen 
zeitlichen Abfall derselben vorgetaéuscht ist, wurden die Messungen 
mehrfach und an verschiedenen Kristallen wiederholt. Samtliche 
Messungen zeigten das gleiche Bild. Nur die Absolutwerte der Ab- 
sorptionskonstanten im kurzwelligen Gebiet waren nicht genau repro- 
duzierbar. Es ist ohne weiteres verstandlich, daB die beiden Vergleichs- 
kristalle in dem zeitlichen Abfall gelegentlich verschiedenes Verhalten 
zeigen kénnen. Bei denselben Kristallen, die dann nach der Belichtung 
ein oder mehrere Tage bis zur Gleichgewichtseinstellung gelagert haben, 
wurde nochmals eine Messung vorgenommen. Im Gleichgewicht konnte 
ahnlich wie frither kein Abbau der Zusatzabsorption festgestellt werden. 
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Die Absorption bei 470 mu. ist bei dem belichteten Kristall gestiegen 
und die Differenzmessung ergibt nur die Bande des kolloidalen Silbers. 
Die Ergebnisse dieser Messungen sind in der Fig. 5 dargestellt. 

Zum SchluB interessierte noch das Verhalten der Kristalle, die dem 
gleichen Behandlungsproze8 unterworfen waren, bei denen aber die 

1 Belichtung nicht unmittelbar 

ne nach dem Abschrecken erfolgte. 
Erst wurde abgewartet, bis sich 
das _ Gleichgewicht — eingestellt 
hat, und kein weiterer Abbau 
der Zusatzabsorption — stattfin- 
det, und dann belichtet. Die 
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Fig. 5. Die Absorption eines bei 380° C gepreBten und abgeschreckten Kristalls. Kurve (1): Nach der Be- 
lichtung. Durch Differenzmessung gegen einen gleichbehandelten und nicht belichteten Kristal] erhaltene 
Silberkolloidabsorption. Die Belichtung erfolgte unmittelbar nach dem Abschrecken. Kurve (II): Dasselbe 
im Gleichgewicht. Schematische Darstellung. Kurve -———: Die Zusatzabsorption ohne Belichtung. 
Kurve (Ia) : Die Gesamtabsorption unmittelbar nach der Belichtung. Kurve (IIa): Dasselbe im Gleichgewicht. 
Der Betrag der Zusatzabsorption (und damit auch der Gesamtabsorption) ist im Gleichgewicht kleiner als 
unmittelbar nach dem Abschrecken. Die Absolutwerte der Absorptionskonstanten, die der Kurve (Ila) 

entsprechen, liegen tatsachlich bedeutend tiefer als die der Kurve (Ia). 
Fig. 6. Die Absorption eines bei 380° C gepreBten und abgeschreckten Kristalls. Kurve (I): Unmittelbar 
nach der Belichtung. Durch Differenzmessung gegen einen gleichbehandelten und unbelichteten Kristall 
erhaltene Silberkolloidabsorption, Die Belichtung erfolgte nach Einstellung des Gleichgewichtes im ab- 
geschreckten Kristall. Kurve (II): Dasselbe nach Einstellung des durch die Belichtung gestérten Gleich- 
gewichtes. Kurve (0): Zusatzabsorption des unbelichteten Kristalls. Kurve (Ia): Die Gesamtabsorption 
unmittelbar nach der Belichtung. Kurve (IIa): Dasselbe nach Einstellung des durch die Belichtung gestorten 

Gleichgewichtes. 


Ergebnisse der Messungen zeigt die Fig.6. Kurve (I) ist unmittelbar 
nach der Belichtung aufgenommen. Es ist kein merklicher Aufbau 
bei 470 my. festzustellen. Kurve (II), die erst mehrere Tage nach der 
Belichtung gemessen wurde, zeigt das normale Bild des Gleichgewichts. 


Deutung der Absorptionsmessungen. 


Zur Deutung der Ergebnisse der optischen Messungen mu man 
natiirlich zundchst den Absorptionsmechanismus kennen. Experimentell 
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ist es eindeutig, daB fiir die Absorption die Anwesenheit der Schwefel- 
ionen im Kristallgitter verantwortlich zu machen ist. Besonders deutlich 
sprechen dafiir die Absorptionsmessungen bei hoher Temperatur, die 
in der Fig. 4 dargestellt sind. Die Komplikation durch eine Bildung 
der Stérstellenassoziation tritt bei den hohen Temperaturen nicht ein. 
Sonst miiBte sich irgendwie eine Abhangigkeit der Absorption von der 
Konzentration des Bleibromidzusatzes bei den _ silbersulfidhaltigen 
Kristallen bemerkbar machen. 

In einer der letzten Arbeiten! wurde angenommen, da fiir die 
Zusatzabsorption die nichtassoziierten S~~-Ionen, die an Stelle der 
Br--Ionen eingebaut sind, verantwortlich zu machen sind. Es ware 
aber auch denkbar, da8 der Einbau der S~~-Ionen so erfolgt, daB die 
Bromionen durch einfach geladene S~-Ionen ersetzt werden, und daf 
unter der Voraussetzung der tiberwiegenden ScHottKyschen Fehl- 
ordnung, wie das von MITCHELL gefordert wird, die tiberschiissigen 
Elektronen die Bromliicken ersetzen und Farbzentren erzeugen. Die 
experimentellen Ergebnisse sprechen gegen die letzte Auffassung. Der 
zeitliche Abfall der Zusatzabsorption und die experimentelle Feststellung, 
daB keine neue Absorption im sichtbaren Gebiet aufgebaut wird, bleibt 
entsprechend der Fig. 1 unverstandlich, solange diese Absorption den 
Farbzentren zugeordnet werden sollte. Im Laufe der Zeit miBten die 
Farbzentren zu groBeren Kolloidteilchen koagulieren. Es ware un- 
verstandlich, warum die Absorption der Kolloide, auch wenn es sich 
um kleinere Kolloidaggregate handeln sollte, kurzwelliger als die der 
Farbzentren liegen soll. Weiterhin diirfte die Zusatzabsorption nicht 
unbedingt an die Anwesenheit des Silbersulfids gebunden sein. Auch 
reine Silberbromidkristalle, die einen UberschuB an metallischem Silber 
besitzen, miissen bei hoher Temperatur eine Zusatzabsorption, wenn 
sie von den Farbzentren herriihren soll, erzeugen. Der Betrag der 
Konzentration der ScHotrKyschen Fehlordnung wiirde immerhin aus- 
reichen, um solche Farbzentren beobachten zu kénnen. Auch die 
letzten experimentellen MeBergebnisse, die wir an belichteten Kristallen, 
die dem veranderten BehandlungsprozeB unterworfen waren, erhielten, 
konnen schwer durch das Farbzentrenbild erklart werden. Fir die 
Zusatzabsorption wird in dieser Arbeit nur die Anwesenheit der nicht- 
assozierten S~~-Ionen verantwortlich gemacht. Fiir diese soll bei der 
Absorption nur der Ubergang des Elektrons von einem S~~-Ion in das 
Leitfahigkeitsband maBgebend sein. Legt man dieses Bild fiir die 
Absorption zugrunde, so ist es médglich, unter der Annahme der gleich- 
zeitigen Anwesenheit der ScHotrKyschen und FRENKELschen Fehlord- 
nung im Silberbromid und der Assoziation der Stérstellen untereinander 
die bisherigen experimentellen Tatsachen befriedigend zu erklaren. 

+ Stastw, O.: Ann, Phys. (6) 5, 151 (1949). 
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Nimmt man nun an, daB im Silberbromid die beiden F ehlordnungen, 
FRENKELsche und ScHottkysche merklich vorhanden sind, und gibt 
man eine geringe Menge von Silbersulfid zu, so werden unter der An- 
nahme, daB die S~~-Ionen sich auf normalen Gitterplatzen einbauen, 
folgende Stérstellenkonzentrationen entstehen: 

%, entsprechend der Gitterkonzentration der Ag3-Ionen 
¥, entsprechend der Gitterkonzentration der Ago -tonen 


*, entsprechend der Gitterkonzentration der Br -Ionen 


*, entsprechend der Gitterkonzentration der S~--Ionen 
und noch die assoziierten Stdrstellen 


4g, entsprechend einer Gitterkonzentration der assoziierten Doppelliicken Age Br 


*, entsprechend einer Gitterkonzentration der assoziierten Komplexe Ag? S-~ 


H, entsprechend einer Gitterkonzentration der assoziierten Komplexe Bros_. 


Das thermodynamische Gleichgewicht wird durch die Giiltigkeit fol- 
gender Massenwirkungsgleichungen beschrieben: 


oe eV = Sip 2) 0 EE = fg 8) “oak. (A) 
Hinzu tritt noch die Neutralitatsbedingung 

Xq— Xp = Xy— Xp. (5) 
Die Gesamtkonzentration des Zusatzes ist 

y = 2%, +X, + Xb (6) 


und als letzte Gleichung kénnen wir noch infolge der langsamen Reaktion 
der Br, die Konzentration der Bromliicken bei 380° 


yy! = Xp t+ Xqy t+ Xb (7) 
angeben. Die Messung bei hoher Temperatur zeigte eine vollstandige 
Dissoziation der Fehlordnungsteilchen. Beim Abschrecken auf Zimmer- 
temperatur werden die Stérstellen im Kristallgitter miteinander 
,reagieren’ und infolge geniigend groBer Beweglichkeit der Ag; und 
der Ag&, sich die Gleichgewichtskonstanten der drei ersten Gleichungen 
spontan einstellen. Nur infolge der langsamen Beweglichkeit der S~~- 
Ionen und der Br5 werden sich keine assoziierten Stoérstellen Br5S ~ 
bilden. Es wird zunachst die Gleichgewichtskonstante k, von hoher 
Temperatur eingefroren und erst im Laufe der Zeit vermindert sich ihr 
Betrag. Ferner wird die Auswanderung von Br, an die Oberflache 
fiir die endgiiltige Gleichgewichtseinstellung maBgebend sein. Ohne 
das vollstindige Gleichungssystem 1 bis 7 aufzuldsen, gelingt es durch 
den Einsatz der Werte fiir x, und x, aus der Gl. (3) und (4) in 
die Gl. (6), den Zusammenhang zwischen den freien S~~-Ionen, der 
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Gleichgewichtskonstanten k, und den Gitterkonzentrationen %) und 
x, za ermitteln. Man bekommt 


=~ (8) 
0 a 
Lacie 


oder, wenn man noch x, in der letzten Gleichung durch die Konzen- 
tration der Bromliicken und der Doppelliicken aus Gl. (1) und (2) 
ersetzt, den Zusammenhang zwischen der Konzentration der freien 
S---Ionen der Gleichgewichtskonstante k, und den langsam beweglichen 
Stérstellen. Es ist dann 


Vv 


iiepriee bee orcs ii a 
x 
i ky ky %ap ' Ry 


Fiir die Deutung der experimentellen Ergebnisse geniigt schon die 
Diskussion der Gl. (8). Dabei miissen folgende Grenzfalle Beachtung 
finden. 

1. Bei 380° tiberwiegend ScHoTrKysche und bei Zimmertemperatur 
iiberwiegend FRENKELsche Fehlordnung oder umgekehrt. 

2. Sowohl bei 380° wie bei Zimmertemperatur gemischter Fehl- 
ordnungstyp. 

Die Ergebnisse der ausgefiihrten optischen Messungen lassen sich 
am besten durch die gemischte Fehlordnung erklaren. Bei gemischter 
Fehlordnung wird beim Abschrecken des Kristalls von hoher Temperatur 
auf Zimmertemperatur fiir den zeitlichen Abfall die Abnahme der 
Gleichgewichtskonstanten k,, die Zunahme der Konzentration x, und 
die Abnahme von x, maBgebend sein. Wie hoch der Betrag des Abfalls 
vom Anfang- bis zum Gleichgewichtszustand ist, bestimmen noch zu- 
satzlich die Werte der Gleichgewichtskonstanten ky und k bei Zimmer- 
temperatur. Unmittelbar nach dem Abschrecken wird die Konzen- 
tration x) sehr klein infolge einer hohen Konzentration von x, ent- 
sprechend Gl. (1), die (um die Neutralitatsbedingung nicht zu verletzen) 
zusammen mit der Konzentration x, auf Zimmertemperatur abge- 
schreckt wird. Die Konzentration y’ = x, +.x,, +x, (dabei ist unmittel- 
bar nach dem Abschrecken x, =0) wird infolge der langsamen Beweg- 
lichkeit der Br5 abgeschreckt. Durch langsame Bildung von Assoziaten 
und durch Auswanderung der Br--Liicken oder der Doppelliicken! an 
die Oberflache vermindert sich die Konzentration von Br im Kristall. 
Mit der Auswanderung der Br--Liitcken wird infolge der Kopplung der 
Massenwirkungsgleichungen die Konzentration von x) zunehmen. Im 
Laufe der Zeit nimmt demnach die Konzentration der freien S~--Ionen 
durch die Bildung der Br4S~~-Komplexe und der AgiS~~ ab, wie dies 


1 SEITz» Rev. Mod. Phys. 18, 384 (1946). 
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entsprechend den Fig. 1 und 2 beobachtet wurde. Fiir die langsame 
Bildung der Ag3S~~-Komplexe ist x, verantwortlich. Die Absorption 
der Br5S~~ und der Ag?S-~ liegt im Gebiet ‘der Eigenabsorption. Es 
ist ohne weiteres verstaéndlich, daB die Anwesenheit der Bro oder des 
Silberions auf einem Zwischengitterplatz, infolge einer staérkeren Bin- 
dung des zweiten Elektrons vom S~~ durch die umgebenden positiven 
Stérstellen, die Absorption nach dem kurzwelligen Gebiet verschiebt. 
Wenn diese Voraussetzung zutrifft, so miissen in den Kristallen, die 
auf Zimmertemperatur abgeschreckt wurden, unmittelbar danach 
praktisch nur die dissoziierten S~~-Ionen vorliegen. Werden nun 
solche Kristalle im Gebiet der Zusatzabsorption belichtet, so wird die 
Zahl der S~~-Ionen und damit die Zusatzabsorption abnehmen. Im 
Gleichgewicht dagegen, nachdem k, einen der Zimmertemperatur ent- 
sprechenden kleinen Wert angenommen hat und die Konzentration x, 
durch die Auswanderung an die Oberflache sich eingestellt hat, wird 
die Konzentration x, vor und nach der Belichtung praktisch unverandert 
bleiben. Im Gleichgewicht namlich sind geniigend Br4S~~ oder Ag?S-~ 
vorhanden, so daB nach der Abspaltung des Elektrons durch das Licht 
diese dissoziieren und die Zahl der freien S~~-Ionen in erster Naherung 
unverdndert bleibt. Dieser Tatbestand wurde durch optische Mes- 
sungen bestatigt. 

Natiirlich kann auch bei Belichtung gelegentlich eine Br~-Liticke 
ein Elektron einfangen und so die Farbzentren erzeugen. Damit kénnte 
eventuell erklart werden, warum friiher die Ausbeute 6fters kleiner 
als 1 gemessen wurde. Solche Farbzentren waren aber nicht bestandig. 
Ein solcher Zustand wiirde namlich, wenn man die Analogie zu den 
Vorgangen in Alkalihalogenidkristallen! aufrechterhalten will, einen 
hohen Dampfdruck des Silbers bei Zimmertemperatur erfordern. Man 
kann eventuell auch die Komplexe Br5S~~ als Farbzentren auffassen. 
Ihre Absorption kann jedoch nicht mit der Zusatzabsorption iden- 
tisch sein. 

Die Auffassung, daB an der Zusatzabsorption neben den S~~-Ionen 
noch freie Ag; auf Zwischengitterplatzen beteiligt sein miissen (wenn 
man die Deutung, daB beide Fehlordnungstypen im Silberbromid an- 
wesend sind, zulaBt) kann nicht mehr zutreffend sein?. Die Konzen- 
tration von x) nimmt namlich im Laufe der Zeit nicht ab, sondern zu 
im Gegensatz zu dem experimentellen Befund. 


Die Abnahme der Absorption durch den Zusatz von PbBr, mu 
demnach durch die Bildung von Pb’*S~~-Komplexen erklart werden. 


1 Pont, R. W.: Phys. Z. 39, 36 (1938) (zusammenfassender Bericht). 


2 Auf die theoretische Schwierigkeit einer solchen Deutung wurde ich in 
Gottingen gelegentlich einer Tagung von Prof. Morr aufmerksam gemacht. 
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Auf eine solche Méglichkeit wurde in einer der letzten Arbeiten* hin- 
gewiesen. Fiir die spontane Gleichgewichtseinstellung bei Silberbromid- 
kristallen mit Silbersulfid- und Bleibromidzusatz muB die hohe Beweg- 
lichkeit der Bleiionen auch bei Zimmertemperatur verantwortlich 
gemacht werden. 

Es interessierte noch, ob bei Zimmertemperatur neben der SCHOTTKY- 
schen noch ein betrachtlicher Bruchteil der FRENKELschen Fehlordnung 
vorhanden ist. Die Messungen an den Kristallen, die erst nach der 
Gleichgewichtseinstellung belichtet und gemessen wurden, sind mit der 
Annahme, daB beide Fehlordnungstypen vorhanden sind, vertraglich. 

Fiir die rasche Gleichgewichtseinstellung an Kristallen, die bei 
Zimmertemperatur gepreBt wurden, kann die infolge der Verformung 
des Kristallgitters bedeutend héhere Beweglichkeit der Bromliicken ver- 
antwortlich gemacht werden?. In der Hauptsache aber wird eine rasche 
Auswanderung der Bromliicken an die Korngrenzen und damit eine 
spontane Einstellung des Gleichgewichts erfolgen. Nach dem Pressen 
werden viele innere Oberflachen, die durch die Zerstérung des Ein- 
kristalls entstehen, die Anlagerung der iiberschiissigen Bromliicken 
begiinstigen. 

Die von uns vorgeschlagene Deutung des photochemischen Elementar- 
prozesses bleibt auch bei der Annahme der gemischten Fehlordnung 
im wesentlichen erhalten. MaBgebend fiir den photochemischen 
ElementarprozeB im Silberbromid mit Silbersulfidzusatz ist die Anwesen- 
heit der assoziierten St6rstellen und der Silberionen auf Zwischengitter- 
platzen. Daneben kann der Ausgleich der Ladung (wie es z. B. bei 
den Kristallen, die bei Zimmertemperatur gepreBt sind, der Fall sein 
kann) bei Belichtung und Abspaltung des Elektrons vom S~~-Ion 
durch Br--Liicken statt durch Ag? erfolgen. Die Tatsache, daB an 
solchen Kristallen die Zusatzabsorption durch Belichtung nicht abge- 
baut wird, wird durch die anschlieBende Dissoziation der Br S~~ oder 
Aggs” erklart. 


Herr SEIFERT danke ich fiir die Unterstiitzung bei Ausfiihrung 
der Messungen. 


Dresden, Institut fiir Festkérperforschung der Deutschen Akademie 
der Wissenschaften, Zweigstelle Dresden. 


4 STASIW, O.: Ann. Phys. [6] 5, 154 (1949). 
* Ahniiche strukturempfindliche Eigenschaften der Diffusion wurden bei 
Anlaufversuchen beobachtet: O. Stastw u. J. TELTow, Gétt. Nachr. 155 (1944). 
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Theorie der Versetzungen 
in eindimensionalen Atomreihen. 
I. Periodisch angeordnete Versetzungen*. 
Von 
ALBERT KOCHENDORFER und ALFRED SEEGER, Stuttgart. 
Mit 5 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 31. Januar 1950.) 


Zur Untersuchung des Zustandes plastisch inhomogen verformter Kristalle wird 
als eindimensionales Kristallmodell eine Atomreihe mit dem Atomabstand a 
betrachtet, in welcher benachbarte Atome elastisch miteinander gekoppelt sind, 
und auf welche ein zeitunabhangiges, raumlich periodisches Potential mit der 
Periode «(a + a) wirkt. Unter der praktisch immer zulassigen Annahme, daB 
die Atomverschiebungen g,, von vorgegebenen Anfangslagen 2), aus gerechnet, 
sich nur hinreichend langsam mit der Atomnummer n Andern, kénnen diese Ver- 
schiebungen als Funktionswerte einer diskreten Folge von Argumenten einer 
stetigen Funktion g der beiden unabhangigen Variablen Ort u und Zeit ¢ angesehen 
werden. Fiir diese Funktion wird auf Grund des Hamittonschen Prinzips eine 
nichthneare partielle Differentialgleichung vom hyperbolischen Typ aufgestellt. 
Wegen der Nichtlinearitat der Gleichung sind die Anfangslagen von wesentlichem 
EinfluB auf den Charakter der Lésungen. Nur linear voneinander abhangige An- 
fangslagen ergeben ein und denselben Endzustand der Atomreihe. Fiir die dieser 
Bedingung geniigenden Anfangslagen z), = na und 2), = n~-a laBt sich die Diffe- 
rentialgleichung durch elliptische Integrale erster Gattung (Modul #) allgemein 
lésen. Die Lésungen beschreiben periodisch angeordnete Versetzungen, deren 
Abstand eine Funktion von & ist. Sie sind gleichformiger Bewegungen fahig, 
bei welchen sie ,,relativistische** Kontraktionen erfahren, wobei die Schallgeschwin- 
digkeit die Rolle der Grenzgeschwindigkeit spielt. Die Stabilitatsbedingungen in 
endlichen Atomreihen werden diskutiert. Es wird begriindet, da®B diese Loésungen 
vom Standpunkt der Plastizitat von Kristallen aus nicht geniigend allgemein 
sind. Der Charakter allgemeinerer Lésungen wird an einem Beispiel erlautert, 
das entsprechende Lésungsverfahren wird in Teil II beschrieben werden. 


1. Einlettung und Problemstellung. 


FRENKEL und KonTorova! haben die Bewegung einer Versetzung 
in einer eindimensionalen Atomreihe (Atomabstand a, Atommasse m) 
untersucht, in welcher benachbarte Atome durch eine elastische Kraft 
(Kraftkonstante c) miteinander gekoppelt sind und auf welche ein 
zeitunabhingiges sinusférmiges Potential (Amplitude @°, Periode « =a) 
wirkt. Die Bewegungsgleichungen der Atome sind gekoppelte nicht- 
lineare Differentialgleichungen, die unter der Annahme, da8 sich die 


* Erweiterte Diplomarbeit von A. SEEGER an der Technischen Hochschule 


Stuttgart (1948/49). 
1 FRENKEL, F., u. T. Kontorova: J. Physics, USSR. I, 137 (1939). 
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Verschiebungen der Atome hinreichend langsam mit der Atomnummer 
andern und daB® der Zustand sich mit konstanter Geschwindigkeit 
(Wanderungsgeschwindigkeit v) durch das. Gitter fortpflanzt, in erster 
Naherung entkoppelt werden kénnen. Es ergibt sich so eine fiir alle 
Atome giiltige Differentialgleichung, die allgemein integriert werden 
kann. 


Um das uns interessierende Problem besser charakterisieren und 
uns im allgemeinen Fall kurz fassen zu k6nnen, beschreiben wir die 
Lésung von FRENKEL. Sie lautet fiir die Verschiebung 7, des n-ten 


Atoms 


aa i—na) 
viene? 


(1) 


Dabei bezeichnen f° eine positive Integrationskonstante, welche den 
Nullpunkt der Zahlung festlegt, also ohne wesentliche Einschrankung 
gleich 1 gesetzt werden kann, v die konstante Wanderungsgeschwin- 
digkeit, 


dn = arc tg fre 


f= aly (2a) 


die Zeitdauer, wahrend welcher die Versetzung iiber einen Atomabstand a 


wandert und 
cT?—m 
L=@ \ 7g (2b) 


ein MaB fiir ihre Lange. Im Grenzfall v0 ergibt sich folgende sta- 
tische Lésung 
2ana 


3 reeeenn 
Ga =—arctg ie 7, (3) 


L® = a V/c[O° (3.a) 


die Lange der Versetzung im Ruhezustand ist. In Fig. 14 ist der Zu- 
stand (3) mit 6°=1 und dem positiven Vorzeichen im Exponenten 
gezeichnet. Er ist folgendermafen charakterisiert: Fiir groBe negative n 
(linker Teil) ist ¢,~0, fiir groBe positive m (rechter Teil) ist g,~a 
und in der Umgebung von n=0 findet ein allmahlicher Ubergang von 
In~™O ZU Q,~a statt. Es hat also im rechten Teil eine irreversible 
(plastische) Scherung (Gleitung) um einen Atomabstand stattgefunden, 
im linken Teil noch nicht und der mittlere Teil vermittelt zwischen 
beiden. Eine Atomanordnung, wie sie in diesem Teil besteht, wird als 
Versetzung bezeichnet, im vorliegenden Falle als negative Versetzung. 
Bei Wahl des negativen Vorzeichens im Exponenten von (3) ergibt sich 
gerade die umgekehrte Anordnung, die Gleitung hat links stattgefunden, 
rechts noch nicht, der vermittelnde Bereich wird als positive Versetzung 
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bezeichnet!. Formal kénnen wir diese Unterscheidung so treffen, daB 
wir in den Beziehungen selbst nur positive Vorzeichen schreiben und 
dem Parameter Ly in (3) bzw. L in (1) ein Vorzeichen erteilen und 
zwar + fiir negative, — fiir positive Versetzungen. 

(1) beschreibt die Wanderung einer Versetzung mit konstanter 
Geschwindigkeit v durch die Atomreihe und zwar von rechts nach links 
bei positiven Vorzeichen vor vt und umgekehrt bei negativen Vorzeichen. 
Bei einer negativen (positiven) Versetzung bewirkt der erste (zweite) 
Vorgang eine VergréBerung des geglittenen Bereichs, also ein Fort- 
schreiten des Gleitens, der umgekehrte Vorgang ein Riickschreiten des 


ee 1. 


Tr ee 
Fig. 1. Unten: Verlauf der Atomverschiebung gg,, in Abhangigkeit von der Atomnummer m fiir eine 
Versetzung im Falle x=a, berechnet nach (3). Oben: P Potentialverlauf; A Anfangslagen der Atome in 
den Potentialmulden; E Endlagen der Atome. Die senkrechten schraffierten Linien geben die Lange Ly der 
Versetzung an. 


Gleitens. Ahnlich wie oben kénnen wir das positive Vorzeichen bei- 
behalten und v ein Vorzeichen erteilen. Wir werden weiterhin, wenn 
nichts anderes bemerkt wird, die positiven Vorzeichen zugrundelegen, 
unter einer bewegten Versetzung somit eine von rechts nach links 
wandernde negative Versetzung verstehen. Fir die positiven Ver- 
setzungen und die andere Wanderungsrichtung gelten die Aussagen 
sinnentsprechend. 

Aus (1) bzw. (3) ist zu ersehen, daB die Atomverschiebungen sich 
nach der Entfernung na+L/2 bzw. na+JL,/2 von ihrem Mittelpunkt 
bis auf etwa 2,5% des Atomabstandes von ihrer Anfangslage entfernt 
bzw. ihrer Endlage genahert haben. Wir kénnen daher L als Lange 
der bewegten, Z, als Lange der ruhenden Versetzung ansehen. Nun 
ist, wie wir gleich sehen werden, fiir wirkliche Kristalle 


DO ~c a?/6n* (4) 
also nach (3a) : 
Ip~V624=7,74. (5) 


1 Neben diesen sog. Langsversetzungen, die zuerst von G. J. TAyLor und 
M. Poranyi betrachtet wurden, gibt es noch die von J. M. Burcers eingefiihrten 
Querversetzungen [vgl. die bildlichen Darstellungen bei KOCHENDORFER, A.: 
Z. Metallkde. 41, 33 (1950)]. Erstere vermitteln zwischen geglittenen und nicht- 
geglittenen Teilen langs der Gleitrichtung, letztere quer zur Gleitrichtung. 
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Die Lange einer ruhenden Versetzung betragt also einige Atomabstande ; 
nach (3a) wird sie mit zunehmender Kopplung in der Atomreihe bzw. 
mit abnehmender Potentialamplitude grdBer, wie auch anschaulich 
leicht einzusehen ist. Die Lange einer bewegten Versetzung ist kleiner 
als L, und zwar in sehr bemerkenswerter Weise: Bei Betrachtung 
kleiner Schwingungen in der isoliert gedachten Atomreihe (ohne Poten- 
tialwirkung) ist bekanntlich 


v, =a elm (6) 


gleich der Schallgeschwindigkeit fiir lange Wellen. Mit (2a), (3a) und 
(6) wird ue 
L = Lg|1 — (v/0,)?. (7) 


Die Lange einer Versetzung wird also in ,,relativistischer’’ Weise kleiner 
als die einer ruhenden Versetzung, wobei die Schallgeschwindigkeit der 
isolierten Atomreihe die Rolle der Grenzgeschwindigkeit spielt?. 


Man kann die lineare Atomreihe mit fixiertem Potential als ein 
einfaches Modell fiir die Bewegung einer senkrecht zur Gleitrichtung 
sich erstreckenden geraden Versetzungslinie in einem dreidimensionalen 
Gitter ansehen, wobei das periodische Potential von den Kristallteilen 
oberhalb und unterhalb der Gleitebene herriihrt. Die Vernachlassigung 
liegt insbesondere darin, daB die Atome in den der Gleitebene benach- 
barten Gitterebenen ebenfalls beweglich sind. Dies hat zur Folge, daB 
in einer Versetzung die Atomabstande der oberen Gitterreihe gegeniiber 
dem Normalabstand etwas vergréBert, die der unteren Gitterreihe 
etwas verkleinert werden?. Die Grundziige werden jedoch durch Fig. 4 
wiedergegeben, so da8 wir auch weiterhin ein fixiertes Potential zu- 
grundelegen. 


Ubertragen wir das Modell in der angegebenen Weise auf einen 
dreidimensionalen Kristall, den wir der Einfachheit halber als kubisch 
annehmen, so entspricht c/a dem Elastizitatsmodul E und die ent- 
sprechende GréBe y/a fiir die Verschiebung der Atomreihe gegen die 
Potentialreihe dem Schubmodul G. Nun ist, wie sich leicht ableiten 
laBt?, y~27?@%a?, ferner E~3G, also c~3y, so daB sich fiir O° 
der Wert (4) ergibt. 


In der elastizitatstheoretischen Behandlung der Versetzungen, bei welcher 
allerdings die eigentliche Versetzung als singulare Stelle von der Betrachtung aus- 
geschlossen werden mu, bestehen dieselben Verhdltnisse, wie F. C. FRANK [ Proc. 
Phys. Soc., Lond. 62, 131 (1949)] bemerkt hat. Vgl. auch G. LEIBFRIED u. 
H. Dietze: Z. Physik 126, 790 (1949). 

® KocHENDORFER, A.: Plastische Eigenschaften von Kristallen und metallischen 
Werkstoffen, Abb. 30 und 31. Berlin: Springer 1941. 


° KocHenporrer, A.: Z. Naturforschg. 3a, 329 (1948). 
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Das Modell ist jedoch nur brauchbar, wenn das Gleiten ohne Ver- 
biegungen der Gleitebenen erfolgt, wie es in Wirklichkeit nur bei den 
reinen Schubverformungen der Fall ist!. Schon bei einer Zugver- 
formung (Dehnung) und erst recht bei inhomogenen Verformungen von 
Einkristallen treten Verbiegungen der Gleitebenen auf, durch welche 
die Periode « des Potentials von dem Atomabstand a in der Atom- 
reihe*»# verschieden sind. Wir haben an Hand dieses erweiterten 
Modells die fiir die Kristallplastizitat wichtige Frage untersucht, welche 
Anderungen der Eigenschaften der Versetzungen im allgemeinen Fall 
gegentiber dem Spezialfall «=a zu erwarten sind. Im vorliegenden 
Teil I wird die Grundgleichung als partielle nichtlineare hyperbolische 
Differentialgleichung zweier unabhangiger Variabeln aufgestellt und es 
werden einige spezielle Lésungen diskutiert. Es zeigt sich, daB diese 
Lésungen fiir die plastische Verformung nur bedingt in Frage kommen. 
Es werden daher Wege angegeben zur Aufstellung allgemeinerer L6- 
sungen, die in einer folgenden Mitteilung quantitativ durchgefiihrt 
und zusammen mit den Energieverhaltnissen diskutiert werden sollen. 


Da, wie eben erwahnt wurde, nicht alle Lésungen der Grundgleichung 
vom Standpunkt der Plastizitat aus brauchbar sind, wollen wir quali- 
tativ iiberlegen, welche Zustande hierfiir in Frage kommen und gleich- 
zeitig auf eine eigentiimliche Seite des Problems hinweisen. Denken 
wir uns die Atomreihe aus groBer Entfernung an die Potentialreihe 
herangebracht, so stellt sich der in Fig. 2 veranschaulichte ,,natiirliche‘ 
Zustand ein?, bei welchem nach je 


0 


Ne 


nae 8) 
Atomen die Atome wieder in Potentialmulden liegen und dazwischen 
geringe, periodisch veranderliche Verschiebungen gegeneinander erfahren. 
Obwohl in diesem Zustand N Atome der Atomreihe N+1 Mulden 
der Potentialreihe gegeniiberstehen, so stellt er doch keine wanderungs- 
fahige Versetzung wie in Fig.1 dar. Verschieben wir namlich in Fig. 1 
die Atomreihe gegen die Potentialreihe, so wird die sich stetig andernde 
Neigung der gezeichneten Verbindungslinien der Anfangslagen (in den 
Potentialmulden) und der Endlagen der Atome fiir alle Atome der 
Versetzung und fiir das jeweils sich links anschlieBende Atom etwas 


1 KocHENDORFER, A., u. F. R6um: Z. Metallkde. 41 (1950). 

2 KocHENDORFER, A.: Plastische Eigenschaften von Kristallen und metallischen 
Werkstoffen, Abb. 56 und 66. Berlin: Springer 1941. 

3 Alle GroBen, die sich auf die Atomreihe beziehen, bezeichnen wir mit latei- 
nischen Buchstaben, die entsprechenden GréBen der Potentialreihe mit den ent- 
sprechenden griechischen Buchstaben. 

4 Beziiglich der in den Fig. 2 und 3 benutzten Bezeichnung Ortskoordinate 
vgl. Punkt 2. 


36* 
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vergroBert (beziiglich der Vertikalen), wodurch das rechte Atom die 
Endlage annimmt und aus der Versetzung ausscheidet, wahrend das 
linke Atom die Anfangsneigung annimmt und von der Versetzung 
aufgenommen wird!. In Fig. 2 ist dieser Vorgang nicht médglich, da 
die Neigung der Verbindungslinien der Atome im Mittel nicht stetig 


& 
A 
——a 
OS NO RAN OS fe 
a 
il Qa 
a ee, 4 0 7 2 Pe 


na 
Fig.2. Unten: Verlauf der Atomverschiebung Joa in Abhangigkeit von der Ortskoordinate m fiir die ,,na- 
tiirliche‘‘ Gleichgewichtslage, berechnet nach (34b) mit N nach (38). Oben: P Potentialverlauf; A An- 


fangslagen der Atome im gegenseitigen Abstand a; E Endlagen der Atome. ZahlenmaBig ist a=(4/3) a, 
also nach (8) N=3. 


zunimmt. Dieser Zustand entspricht also ganz dem natiirlichen Gleich- 
gewichtszustand bei gleichen Abstanden «=a, in dem sich alle Atome 
in Potentialmulden befinden. Erst der in Fig.3 dargestellte Zustand, 


Es] ron: ale dn i eA a 
NLP OP DID FIL IL IPI AD SI OE 


n— 


Fig. 3. Unten: Verlauf der Atomverschiebung Goa in Abhangigkeit von der Ortskoordinate n fiir eine Ver- 
setzung im Falle «+ a. Die gestrichelte Kurve gibt den mittleren Verlauf an, der einer Versetzung nach 
Fig. 1 entspricht. Oben: Wie in Fig. 2. 


bei welchem alle Identitatsperioden N rechts eine Verschiebung um « 
erfahren haben, alle Perioden links noch nicht, waihrend die Identitats- 
perioden dazwischen vermitteln, stellt eine wanderungsfahige Ver- 
setzung in obigem Sinne dar. Hierbei sind die Verschiebungen der 
Randatome der Identitatsperioden nahezu dieselben wie die einer 
FRENKELschen Versetzung in Fig.1, die der inneren Atome wegen a=: a 
demgegentiber wellenformig veranderlich. 


Unter diesen Gesichtspunkten miissen wir die Lésungen der Grund- 
gleichung, deren Aufstellung wir uns nun zuwenden, betrachten. 


1 Dieser Umstand erméglicht es erst, daB die Kristalle bei den gegentiber der 
idealen Schubfestigkeit (bei atomistisch homogener Verformung) kleinen Schub- 
spannungen gleiten kénnen. Vgl. A. KocHENDORFER, Plastische Eigenschaften 
von Kristallen und metallischen Werkstoffen, S. 56ff. Berlin: Springer 1941. 
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2. Grundgleichung. 
Rechnen wir die Verschiebung g,, des m-ten Atoms von zuniichst 


beliebigen Anfangslagen 2), aus, so wird die potentielle Energie des 
Systems 


E,= yn {ols —cos = (zy +n) —(1 — COS | = 


(9) 
e56 0 eae) 0 
=F 2 (204-1 Qn+1 en Qn a)? ey Cee! ae zn — a) , 
und die Bewegungsgleichung des m-ten Atoms lautet 
i OE. J Bee, 
Mm In = — “5 = = == @° sin = (Zn +n) 4 cAn(q) (10) 
mit 
An (9) = Gnttr duet —20n : (10a) 


(10) stellt ein System nichtlinearer gewohnlicher gekoppelter Diffe- 
rentialgleichungen dar. Ist die Atomreihe endlich (2M +1 Atome), 
so fallen in A , y,(q) die Glieder ¢ , (yy .1) weg und das Gleichungssystem (10) 
wird unsymmetrisch. Wir betrachten daher zunachst eine unendlich 
ausgedehnte Atomreihe. Um eine einzige, fiir alle Atome giiltige Glei- 
chung zu erhalten, nehmen wir wie FRENKEL an, daB q,, nur hinreichend 
langsam mit m veranderlich ist. Dann kénnen die Punkte q,, n (fiir 
festes ¢) durch eine glatte Funktion g einer Ortsvariabeln, die wir zur 
begrifflichen Unterscheidung von der Atomnummer m mit m bezeichnen, 
verbunden, und die potentielle Energie kann naherungsweise als Integral 
uber 2 in der Form 


E,=E,(t )= f {ort —cos —* (2° (n n) +q(n, ) — (1 cos 29 (n)}] + 


d29(n) , Og (n, t) a) af ee ) —a)}dn 
2 \ 


ausgedriickt werden. Dabei ist davon Gebrauch gemacht worden, daB 
pI BY 


(41a) 


ao =-( on on 


On 


0g | 
ORES Oh toes a 


|n=n 


ist, wobei ” einen geeigneten Mittelwert zwischen »-+1 und m be- 
zeichnet. Fiir die kinetische Energie 


Badin (ar) 


erhalten wir entsprechend 


E,=£,() = =F fa pan. (11) 


540 ALBERT KOCHENDORFER und ALFRED SEEGER: 


Wenden wir das Hamittonsche Variationsprinzip mit obigen Energie- 

ausdriicken an, so erhalten wir als EuLERsche Gleichung 
By) a2 0 

C a m es = wes sin om (2° + q). (12) 
Diese Gleichung ist die Schwingungsgleichung eines eindimensionalen 
elastischen Kontinuums, auf das 4uBere Krafte einwirken, welche ent- 
sprechend den Ausfiihrungen in Punkt1 die atomare Struktur der 
Kristalle beriicksichtigen. Unsere Naherung stellt also eine passende 
Verkniipfung der elastizitatstheoretischen mit der atomistischen Be- 
trachtungsweise dar. 

Die Anfangslagen 2° sind zunachst nur fiir die Atomnummern n 
definiert. GemaB den Ausgangsgleichungen (10) hat ihre Beschreibung 
als Funktion von ~ in der Weise zu erfolgen, daB diese Funktion die 
Punkte sin (2 2),/x), m méglichst glatt verbindet. Im allgemeinen 
erhalt man diese Funktion, indem man mn in dem Funktionsausdruck 
von 2°, durch 2 ersetzt. Eine Ausnahme bilden die Anfangslagen z), =n, 
fiir welche fiir alle n sin (2a z?,/x) =O wird und damit sin (2 z°(n)/«) =0 
zu setzen ist. Die Lésung von sin (2a 2°/x) =0, welche die vorgegebenen 
Werte 2), = no fiir 7 =n annimmt, lautet 2°(”) =na firn<n<n+1, 
ist also unstetig. Wegen der Periodizitat des Sinus ist mit ihr die 
stetige Funktion 

2 (n) =0 (12a) 
gleichwertig. Bei den spater betrachteten Kombinationen der Anfangs- 
lagen 2), =ma mit andern ist aber 2°() =a zu setzen!. 


Fiihren wir entsprechend (3a) und (6) die Ruhelange A°® und die 
Schallgeschwindigkeit aw, bezogen auf die Periode « des Potentials ein: 
AY a2 //c/D°, O.= a |/c/m, (13.a u. b) 

sowie die neuen Variabeln bzw. Anfangslagen 
oes 


an w,t 


DTGIEe 
Carer aa x= 20> y= 20 Ae? Le 14a) 
so nimmt Gl. (12) die Form 
Ou en ; 
da® ye SIN (Z° + u) (15) 


an. Nach (14a—d) sind alle Variabeln dimensionslos; « gibt die Ver- 
schiebung im 2z-ten Teil der Potentialperiode, x den Ort in der Zahl 
der Potentialperioden, die auf den 2m-ten Teil der Versetzungslinge 
fallen und y die Zeit in der Dauer, welche der Schall benotigt, um diese 
Strecke zuriickzulegen. 


1 Wir schreiben daher im folgenden allgemein 2° (wn) = na bei 2m = no und 


beachten, da8 immer dann, wenn disse Anfangslagen fiir sich allein betrachtet 
werden, der Wert (12a) zu beniitzen ist. 
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3. EinfluB der Anfangslagen. 

In Gl. (15) fehlt nach (14a—d) jede Abhangigkeit von dem Abstand a 
in der Atomreihe, sofern er nicht explizite in Z, enthalten ist. Das 
ist eine Folge davon, daB die maximale Atomverschiebung in einer 
Versetzung gleich der Potentialperiode « und nicht gleich a ist. Man 
konnte zunachst meinen, die Wahl von Z° als Funktion von m sei ohne 
wesentlichen Einflu8 auf den Charakter von u und 2 Lésungen , und 1, 
fiir 2 Funktionen Z? und Z? seien durch 

uy +Z3 = y+ 23 (16) 
miteinander verbunden. Das ist jedoch wegen der Nichtlinearitat der 
Gl. (15) nicht der Fall, die Funktionen w, und uw, besitzen vielmehr im 
allgemeinen einen wesentlichen verschiedenen Charakter. Nur wenn 
Z} und Z$ sich durch eine lineare Funktion von » voneinander unter- 
scheiden, die wir ohne wesentliche Einschrankung 

23—Z} =2n— (17) 
setzen kénnen, wo N nach (8) die Identitatsperiode des Systems be- 
zeichnet, sind uw, und w#, durch (16) miteinander verkniipft. Der tiefere 
Grund hierfiir liegt darin, daB das Potential eine periodische Struktur 
besitzt und man sich nicht auf kleine Verschiebungen beschrankt wie 
bei elastischen Verformungen, bei denen die Gl. (15) linear wird und 
(16) allgemein gilt. Die Bedingung (17) besagt, daB die einen Anfangs- 
lagen beztiglich der Periode « des Potentials dieselben sind, wie die 
andere beziiglich des Atomabstandes a. 

Man wird fiir Z° zweckmaBig eine F unktion wahlen, welche statische 
Gleichgewichtslagen der Atome angibt. Im einfachsten Falle ist 


VALE Slt AE Soe (18a) 
was nach (14d) 2° =z} =z entspricht. Beziiglich des Atomabstandes a 
entspricht dem 


29 = 79 = ey, (18b) 


denn dann ist 2°=z?—=ma, und die Bedingung (17) ist nach (8) erfiillt. 
Nach (16) ist somit, wenn w=, eine Lésung von (15) fir Z2°=Z} 
bezeichnet und w—w,, die entsprechende Lésung fiir Z°=Z?: 


2 
u = Uy. (19) 


Fiir «=u, nimmt (15) nach (18a) die einfache Form 


Cu eu : 
Aaa -- By = SiN Uy (20) 


antl. 
1 Beachte Fu®note 1 S. 540. 
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Man mag zuniachst bezweifeln, ob (18a) bei «+-a ein mégliches 
statisches Gleichgewicht beschreibt, denn die Atomreihe steht in diesem 
Falle unter betriachtlichen Spannungen. In der Tat waren fiir eine 
endliche Atomreihe diese Lagen keine Gleichgewichtslagen, fiir eine 
unendliche Atomreihe trifft dies jedoch bekanntlich zu. Man kann sich 
anschaulich vorstellen, daB die Reihe im Unendlichen geschlossen ist, 
wodurch die Spannungen sich gegenseitig im Gleichgewicht halten. 
(18b) dagegen beschreibt wegen der Potentialwirkungen nicht genau 
ein statisches Gleichgewicht, die Atome nehmen vielmehr nach Fig. 2 
innerhalb der Identitatsperioden N etwas davon verschiedene Lagen ein. 

Wir wollen uns zunachst mit der Differentialgleichung (20) befassen. 


4. Periodisch angeordnete Versetzungen in einer unendlichen Atomrethe. 

a) Allgemeiner Charakter der Loésungen. Wir wollen annehmen, wir 
hatten eine statische Lésung uw, 9 =U, 9(x) von (20), fiir welche @? u/é y? = 0 
ist, gefunden, so daB also identisch in x gilt 


G : 
<aae == SIN th, gs (21) 


Offenbar ist dann 
Uy(%, Y) = Uyg{w) mit w=¢,x+Cay (22) 


eine Lésung von (20), wenn die Konstanten c, und c, den Bedingungen 


c— ot 4 (23 a) 
gentigen. Setzen wir 
C. 
es mt (23 b) 
so wird 
Ug = Uy (ar Cas Ba *)) . (24) 


(24) stellt eine gleichférmige Bewegung des Zustandes u,9 mit der Ge- 
schwindigkeit v dar, wobei aber die ,,Lange‘‘ des Zustandes im Vergleich 
zu seiner Ruhelénge im Verhaltnis 1 — v? verkiirzt wird. Das sind 
genau dieselben Verhaltnisse wie wir sie in Punkt 1 fiir die FRENKEL- 
schen Versetzungen nachgewiesen haben, denn die Schallgeschwindigkeit 


hat in den zugrunde gelegten Einheiten fiir Ort und Zeit nach (14b, c) 
den Wert 1. 


b) Ruhende Versetzungen. Wir kénnen uns also darauf beschranken, 
die Lésungen der gew6hnlichen Differentialgleichung (21) aufzusuchen. 
Die erste Integration ergibt mit passender Schreibweise der Integrations- 
konstanten nach einer trigonometrischen Umformung 


dus ; 1 : 
| oe: J =f 4 —Psint ngs) (25) 
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mit 


Die weitere Integration ergibt 
x= h-F (hk, uk) =R-F (by (go —7)/2), (26) 


wo F das elliptische Integral erster Gattung mit dem Modul & be- 
zeichnet. Uber die Integrationskonstante ist so verfiigt worden, daB 
[vgl. (44a)] 


Uso=—O0 bzw. uUzyg=—a fir x=0, bzw. gyg=a/2 fir m=O (26a) 
wird. Die Auflésung von (26) nach w*9 ist die Amplitudenfunktion: 
Usg—=am(x/k) bzw. uyg= 2 +2am(x/k). (27a u. b) 


Nach (14a, b) wird somit 


= a (4 at am (|) (27c) 


Fir k=1 ist x =F (1, ufo) =In tg (uX,/2 +2/4) =In tg (u,0/4), also 
2raan 


Ug 20st 11 —Aarcige” bzw. ¢,5= ** arc tge (28a. 'b) 


(28b) stimmt fiir «=a, dh. A9=L° mit der FRENKELschen Lésung 
(3) uberein (die getroffene Verfiigung iiber die Integrationskonstante 
bedeutet f°=1). Sie ist in der Gesamtheit der Losungen durch 
dujdx =O fiir w=0 bzw. dg/dn =O fiir ¢g=0 ausgezeichnet. 

In Fig.4 ist ux) als Funktion von x fiir die Werte k=O, 0,5, 0,9 
und 1 aufgetragen. Die MaBstabe fiir uv, 9, 7,9 und 7 sind mit eingezeich- 
net. Eine Kurve ist zusammengesetzt aus einer Geraden mit der Neigung? 


(uk, x) =nf2kK bew. 4(q4,%0%)=aa/kKA° (29a u.b) 
und einem periodischen Anteil mit der Periode 
P(x) =2kK bzw. P(na) =khKAYx (30a u. b) 


und einer Amplitude, welche zwischen 0 fiir k =0, und a (im Mafstab 
von u*) bzw. « (im MaBstab von gq) fiir k =1 variiert [K = K (k) bezeichnet 
das vollstandige elliptische Integral F (k, 2/2)]. Das Produkt 4 - P ist 
gleich der Periode x im MaBstab von u* bzw. « im Mafstab von q. 
Der Verlauf von 7 und P ist in Fig. 5 dargestellt. 

Die Lésungen stellen Anordnungen von Versetzungen dar, die im 
gleichen Abstand P aufeinander folgen, denn nach jeder Periode P 


1 Den unteren Index 0, der auf den statischen Zustand hinweist, lassen wir 
im folgenden weg. 
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betrigt die Atomverschiebung einen Potentialabstand. Nach Fig. 5 
ist der Abstand um so kleiner, je kleiner & ist, mit Annaherung an 
k—1 wird er unendlich groB, es befindet sich dann eine einzelne Ver- 
setzung in der Reihe. Der unmittelbaren Umgebung von k =0 kommt 
keine physikalische Bedeutung mehr zu, da dort zwei benachbarte Atome 
um groBe Vielfache des Atomabstandes voneinander entfernt sind. 
Praktisch in Betracht zu ziehen sind die Werte k > 0,5, denn fiir k =0,5 
ist nach (30b) und Fig.5 P(n, «)~A%/4~2«. 

Nach Fig. 4 andert sich q, fiir k 0,95 an den Enden der Perioden 
noch stark mit x bzw. na, so daB die Lange einer Versetzung gleich 
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Fig. 4. Verlauf der Atomverschiebungen a? Mog und gp 4 in Fig. 5. Verlauf der mittleren Nei- 

Abhangigkeit von den Ortskoordinaten x bzw. na, berechnet gung (us, *)=2/2kK und der 

nach (27a—c). Die strichpunktierten Geraden sind die mittleren Periode P (*)=2kK der Versetzun- 

Neigungsgeraden (29a, b). Die gestrichelte Gerade bezeichnet die gen in Abhangigkeit vom Modul k. 

mittlere Neigungsgerade, bis zu welcher im Falle «=a Versetzungen P(x) wird mit k—1 logarithmisch 
in endlichen Atomreihen stabil sind. unendlich, 


der Periode P zu setzen ist. Erst bei Werten von k in der unmittel- 
baren Umgebung von k=1 andert sich an den Enden der Perioden qg, 
sehr langsam mit x bzw. na, so daB ihre Lange etwa gleich der Lange 
A® einer einzelnen Versetzung ist. 


Die Ergebnisse gelten in einer unendlichen Atomreihe unabhangig 
davon, ob und in welchem MaBe « und a voneinander verschieden sind, 
und sie gestatten eine Reihe von Fragen zu beantworten, z.B. iiber die 
Wechselwirkungsenergie periodisch angeordneter Versetzungen in Ab- 


hangigkeit von ihrem Abstand. Wir werden darauf in Teil IT zuriick- 
kommen. 


Kennzeichnend fiir diese Anordnungen ist, daB auch bei weit 
voneinander entfernten Versetzungen zwischen benachbarten Atomen 
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betrachtliche Krafte, die wir als Spannungen bezeichnen wollen, 


der GréBe o=c(« +a6q,/Ena—a) (31) 


auftreten. Solche Anordnungen sind ahnlich wie die Anfangsanord- 
nungen als stabile Gleichgewichtszustande nur in unendlichen Atom- 
reihen méglich. 

In endlichen Atomreihen, wie sie der Wirklichkeit entsprechen, 
bilden sich dagegen andere Zustande aus, denn schneiden wir die un- 
endliche Atomreihe an 2 Stellen zwischen je 2 Versetzungen durch, so 
bewirken die Spannungen wegen der fehlenden Gegenwirkungen der 
abgeschnittenen Enden Atomverschiebungen im betrachteten endlichen 
Bereich. Wir wollen die zu erwartenden Anderungen untersuchen. 


5. Versetzungen in endlichen Gittern. 
Wir betrachten die Falle «=a und «=a getrennt. 


a) «=a. In diesem Falle sind die Ausgangslagen gq} = q?—na, 
und nach (31) sind die Werte von éq,/€na unmittelbar ein MaB 
fiir die zwischen zwei benachbarten Atomen wirkenden Spannungen. 
Aus Fig. 4 ist zu ersehen, daB diese strenggenommen auBer bei 
k=1 fiir nx—oo nie Null sind. Die durch das Aufschneiden be- 
wirkte Verdnderung des vorher bestehenden Zustandes ist aber in der 
unmittelbaren Umgebung von k=1 nur unbedeutend, so daB wir die 
Lésung fiir die unendliche Atomreihe als gute Naherung fiir das endliche 
Gitter ansehen kénnen. Die Bedingung hierfir lautet offenbar 


Pina, dh 2K Sax, (32) 
woraus k 0,99 folgt. Mit dem Wert (5) fiir L°=A® ergibt (32): 
P(na) = 50a. (32a) 


Obwohl somit die erhaltenen Lésungen noch bei relativ eng benach- 
barten Versetzungen brauchbar sind, so ist es doch fiir viele Fragen 
der Kristallplastizitat von besonderer Bedeutung, die Verhaltnisse bei 
ihrer nachsten Annaherung zu kennen. In diesem Falle sind aber die 
Spannungen in den Atomreihen so groB, da nach dem Aufschneiden 
der Atomreihe die Atomverschiebungen wesentliche Veradnderungen 
erfahren und unter Umstanden die Versetzungen zum Teil spontan 
aufgelést werden kénnen. Dieser Fall tritt ein, wenn die Spannung 
groBer ist als die maximale Gegenspannung des Potentials, denn dann 
wird das Endatom (oder noch mehrere folgende) aus der Potential- 
mulde, in der es sich befindet, nach dem Innern der Atomreihe gezogent. 

1 Das trifft bei negativen Versetzungen, auf die sich gemaB unseren Fest- 
setzungen die Ausfiihrungen beziehen, und bei denen die Spannungen Zugspan- 


nungen sind, zu. Bei positiven Versetzungen treten Druckspannungen auf, das 
Randatom bzw. die folgenden Atome werden nach auBen gedrangt. 
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Die Bedingung dafiir, da® dies nicht eintritt, daB also die Zahl der 
Versetzungen nach dem Trennungsschnitt, wenn auch in veranderter 
Form, erhalten bleibt, ist nach (31) 


hod Nag ey SA (33) 


04g \max a 


Can(Gg, Na) =O 


Dabei haben wir in zuldssiger Naherung an Stelle von @4q,/dna 
die mittlere Neigung 7(q7,, a) benutzt und erhalten nach (29b) und 
(30b) 


cae 


P(na) 2 Po (4) =+—za> (33a) 


wo der Index co auf den Wert o der Identitatsperiode N fiir «=a 
hinweist. Mit dem Wert (4) von ®° wird 


P(na)>3ma~10a. (33 b) 


(33b) besagt nach (5), daB unter den der Wirklichkeit entsprechenden 
Bedingungen gleichnamige Versetzungen eine endliche Atomreihe nur 
so weit erfiillen kénnen, daB sie mindestens noch um etwa das 1,3-fache 
der Lange L, einer isolierten Versetzung voneinander entfernt sind. 
Wird eine gréBere Annaherung durch Krafte erzwungen, so werden 
nach Wegnahme derselben die iiberschtissigen Versetzungen wieder 
spontan aufgeldst. In Fig. 4 ist die Grenze der demnach noch zulassigen 
mittleren Neigung gestrichelt eingezeichnet. 


b) «=a. Hinsichtlich der Ausgangslagen z}—« bleiben in un- 
endlichen Gittern die bisherigen Verhaltnisse bestehen. Bei endlichen 
Gittern legen wir zweckmaBig die Ausgangslagen z?—mna zugrunde. 
Nach (14a, b) und (19) ist dann 


tg = Ua — yg * DEW. Gas Ia—ye- (34a u. b) 


Die auf 2? =a bezogenen Kurven der Atomverschiebungen erfahren 
also gegeniiber den auf 23a bezogenen Kurven konstante, zu N 
umgekehrt proportionale Anderungen ihrer Neigung. Diese betragen 
bezogen auf die Neigung (ux, x) der urspriinglichen Kurven nach 
(29a) und (30a) 


An (u*,x) _ 2kKA® A? P(x) 
n(ut,#) anaN  2naN? (35) 
oo P(x) 
Nha eae . (35a) 


fiir Ly nach (5). 


\ 
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Ist N >0, also a >«, so wird die Neigung der Kurven verringert, 
bei N< 0 dagegen vergréBert?. 

Im Fall N >0 werden die Spannungen zwischen 2 Versetzungen 
von vorgegebenem Abstand P (wobei N nicht zu klein sein darf, wie 
wir gleich sehen werden) verringert, also der Bereich der Versetzungen, 
welche in einem endlichen Gitter in periodischer Anordnung bestehen 
k6nnen, nach kleineren Abstinden P hin vergroBert. Das ist anschaulich 
verstandlich, da ein Atomabstand a >« negative Versetzungen be- 
ginstigt. An Stelle der Stabilitatsbedingung (33) tritt nach (31) jetzt 
die Bedingung 


ca(n(g.,na) — 5-)< oF (36a) 


Bei sehr flachen Kurven in Fig. 4 (e ~1) wird die Neigung der neuen 
Kurven negativ, die Spannungen in den Atomreihen Druckspannungen. 
In diesem Fall wird 7 — 1/N in (36a) negativ und an Stelle dieser Be- 
dingung tritt 


ca(s-— (Fo » n a) = = @P°®. (36b) 


(36a, b) kénnen wir entsprechend (33a) zusammenfassen zu 


(a) Fars (37) 
ce Ne 
Mit dem Wert (4) von @° ergibt dies entsprechend (33b) 
2 Poa) (37a) 
3m 3% sie 
me 4 N 


Dabei sind in (37) und (37a) negative linke Seiten auszuschlieBen, da 
dann eine Grenze fiir groBe Abstande P(m«) nicht existiert. Aus (37a) 
ist zu ersehen, daB N>32~10 sein muB, damit links ein negativer 
Wert auftritt. Im Grenzfalle N =32 wird (37a) 


oS P(na) 21j5240=—4,7«. (37a') 


Eine einzelne Versetzung beginnt dann eben unstabil zu werden, wahrend 
mehrere Versetzungen sich gegenseitig stabilisieren, aber nur bis zum 
gegenseitigen Abstand von etwa 5a, der nach (33b) etwa die Halfte 
desjenigen bei N = ~ («=a) betragt. 

Zu jedem N gibt es eine urspriingliche Kurve q=4,, die in eine 
Kurve g=q, iibergeht, deren Neigungsgerade mit der Abszissenachse 


1 Dies gilt fiir negative Versetzungen (A® mit positiven Vorzeichen versehen) ; 
bei positiven Versetzungen legen die Verhaltnisse gerade umgekehrt. 
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zusammenfallt. Fiir diese Kurve ist das Neigungsverhaltnis (35) gleich 1, 
also nach (30a, b) der Abstand der Versetzungen 


K 0 
Fatwa eee 


N«. (38) 


Aus (38) bestimmt sich bei gegebenem Wert von A® der Wert von k= ky, 
mit welchem die Lésung (27a—c) angegeben werden kann. Nach Fig. 4 
andert sich dann die Atomverschiebung periodisch um den Wert Null, 
dieser Zustand ist also der ,,natiirliche’’ Gleichgewichtszustand von 
Fig. 2. 

Im Fall N<0, d.h. axa wird die Neigung der urspriinglichen 
Kurven vergréBert, die Stabilitatsbedingung also verschlechtert. In 
(37) und (37a) wird dann die linke Ungleichung bedeutungslos, in der 
rechten Ungleichung ist N negativ einzusetzen. Fiir N= —3a~—10 
sind dann iiberhaupt keine Versetzungen mehr stabil. 


6. Diskussionen der Lésungen. Allgemeinere Lésungsverfahren. 

Die erhaltenen Lésungen sind dadurch ausgezeichnet, daB sie 
periodisch angeordnete Versetzungen beschreiben. Diese Anordnungen 
diirften bei fortgeschrittenen plastischen Verformungen und bei tieferen 
Temperaturen, bei denen die Gleitebenen in groBtmodglichem MaBe mit 
Versetzungen angefiillt sind, den wirklichen Anordnungen gut ent- 
sprechen. Bei kleinen Verformungen oder bei héheren Temperaturen, 
bei denen die gewanderten Versetzungen leicht aufgelést werden kénnen, 
werden sich dagegen nur wenige Versetzungen in einer Gleitebene be- 
finden und die Anordnungen nicht periodisch sein. 


Wir kénnen jedoch von diesem Umstand zunachst absehen und die 
erhaltenen periodischen Anordnungen fiir weit voneinander entfernte 
Versetzungen (P (na) >A°) zugrundelegen. Bei diesen Anordnungen 
ist nun in den Gebieten zwischen den Versetzungen der Atomabstand 
gleich der Potentialperiode «. Im Falle « += a bestehen in diesen Gebieten 
Spannungen, die mit 1/N =(a—«)/« anwachsen. Wir haben betont, 
daB diese Losungen zunachst nur fiir unendliche Atomreihen gelten, 
aber gesehen, daB sie auch bei nicht zu groBem Werte von 4/N in end- 
lichen Atomreihen naherungsweise giiltig sind. Die Zustande mit ver- 
spannten Zwischengebieten sind dann sicher mégliche statische Gleich- 
gewichtszustande. Sie entsprechen aber in keiner Weise den erwarteten, 
dem Zustand in Fig. 3 entsprechenden Zustanden mit mehreren Ver- 
setzungen, die auch mogliche Gleichgewichtszustande darstellen und 
bei denen die Zwischengebiete im Mittel unverspannt sind. 


Wie wir bemerkt haben, hangt der Charakter einer Lésung wesentlich 
von den zugrundegelegten Anfangslagen der Atome ab. Im ersten Fall 
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sind das die Lagen 2° = z? = ma, im zweiten Fall die durch (38) bestimmten 
»nattrlichen” Gleichgewichtslagen nach Fig.2!. Um daher entscheiden 
zu k6nnen, welche der beiden Zustinde der Wirklichkeit entspricht, 
mussen wir priifen, welche der beiden Anfangslagen in Wirklichkeit in 
einem verformten Kristall zu erwarten ist. 


Hierzu ist zunachst zu bemerken, daB wir zwei verschiedene Perioden 
a und « nur dadurch erhalten kénnen, daB wir einen Kristall inhomogen 
verformen. Der Kristall enthalt dann Versetzungen, sein Zustand 
stellt also keinen Anfangszustand in obigem Sinne dar. Wir kénnen 
jedoch durch gentigend lange Erholung die Versetzungen beseitigen 
und daher den erholten Zustand eines inhomogen verformten Kristalls 
als Anfangszustand fiir die Bildung weiterer Versetzungen ansehen. 


Ein solcher Zustand ist aber aus folgenden Griinden offenbar ein 
Zustand 2: Jede wandernde Versetzung bewirkt hinter sich Atomver- 
schiebungen in der Atomreihe, die fiir alle Atome nahezu eine Potential- 
periode betragen. Bei einer streng homogenen Verformung bleibt somit 
nach Auflosung der Versetzungen der Kristall in seinem urspriinglichen 
Zustand zuriick?, bei einer Biegung dagegen ist mit der Wanderung 
einer Versetzung eine zunehmende Kriimmung der (urspriinglich ebenen) 
Gleitflache verbunden, so daB nicht mehr der urspriingliche Zustand 
zuriickbleibt. Es wird sich vielmehr der mit den Potentialunterschieden 
vertragliche Zustand geringster potentieller Energie ausbilden, und das 
ist ein Zustand 2, denn bei dem Zustand 1 haben demgegenitiber 
nach je N Atomen zusdtzliche Atomverschiebungen von einer 
Potentialperiode stattgefunden, welche eine hdhere potentielle Energie 
bedingen. 

Es sei betont, daB obige Feststellungen iiber die Ausbildung der 
Zustande 2 nur fiir ,normale“ inhomogene Verformungen von Ein- 
kristallen gelten, bei denen die Formanderungen keinem geometrischen 
Zwang unterliegen®. Bei gewaltsamen Formanderungen kénnen wohl 


1 Wir unterscheiden weiterhin die beiden Falle durch die Nummern 1 und 2. 


2 Bis auf die stattgefundene homogene Verschiebung der Atomreihe, von der 
wir aber in diesem Zusammenhang absehen k6énnen. 

3 Diese Verformungen sind in mikroskopischen Bereichen (Lineardimensionen 
~10~2cm) inhomogen, kénnen aber in submikroskopischen Bereichen (Linear- 
dimensionen < 10-6 cm) als homogene angesehen werden. Zu ihnen gehdéren die 
Dehnung (die auch in makroskopischen Bereichen als homogen angesehen werden 
kann), die Biegung und die Torsion. Verformungen, bei denen in submikroskopi- 
schen Bereichen Inhomogenitaten geometrisch erzwungen werden, bezeichnen wir 
als gewaltsam. Zu ihnen gehdren technische Verformungsarten, wie Walzen und 
Tiefziehen. Hinsichtlich der Verformungen der Einzelkristallite (Korner) von 
Vielkristallen in der Umgebung der Korngrenzen sind alle Verformungen als 
gewaltsam anzusehen. (Vgl. A. KoCHENDORFER, Plastische Eigenschaften von 
Kristallen und metallischen Werkstoffen, S. 216ff.) 
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Zustande 1 auftreten!, so daB deren weitere Untersuchung auch bei 
weit voneinander entfernten Versetzungen praktisches Interesse besitzt. 

Wir haben in Punkt 1 weiter bemerkt, daB ein natiirlicher Gleich- 
gewichtszustand nach Fig. 2 keine wanderungsfahige Versetzung dar- 
stellt. Nach Abschnitt 4a kénnen aber alle erhaltenen Zustande mit 
konstanter Geschwindigkeit durch das Gitter wandern. Das ist richtig, 
aber dieses Wandern entspricht ganz dem Zustand einer homogen tiber 
die Potentialreihe weggleitenden Atomreihe im Falle «=a, der eine 
wesentlich gréBere Energie zu seiner Auslésung erfordert als die ver- 
mittels einer Versetzung erfolgende Verschiebung, und daher in Wirk- 
lichkeit nicht auftritt. 

Fiir die den Zustanden 2 entsprechenden Anfangslagen laBt sich 
die Grundgleichung (15) nicht mehr auf die Form (21) zuriickfiihren 
und geschlossen integrieren. Wir werden in Teil II ein der St6rungs- 
rechnung nachgebildetes Verfahren beschreiben, das es_ gestattet, 
Losungen der zweiten Art aufzustellen. 


Stuttgart, Institut fiir theoretische und angewandte Physik der 
Technischen Hochschule und Max-Planck-Institut fiir Metallforschung. 


1 Das ist der Fall, wenn die Abnahme der potentiellen Energie der a4uBeren 
Krafte gréBer wird als die Zunahme der potentiellen Energie der Spannungen in 
den Atomreihen. 
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Die Konstruktion von relativistisch invarianten 
n- bzw. S-Matrizen fiir mehrere Teilchen. 


Von 
K. WILDERMUTH. 


(Eingegangen am 2. Februar 1950.) 


Im AnschluB an zwei friihere Arbeiten wird gezeigt, daB die in diesen Arbeiten 

fiir S-Matrizen fiir mehrere Teilchen aufgestellten Beziehungen auch fiir die zu- 

gehorigen 7-Matrizen gelten. Durch relativistische Verallgemeinerung dieser 

Beziehungen lassen sich 7-Matrizen fiir mehrere Teilchen konstruieren, die dem 

Relativitatsprinzip geniigen. Aus diesen 7-Matrizen leiten sich dann in der tiblichen 
Weise die zugehérigen S-Matrizen ab. 


Da die vorliegende Arbeit sich auf zwei friiheren Aufsadtzen! aufbaut, 
werden die dort gebrauchten Bezeichnungen hier einfach tibernommen. 
Dort wurde gezeigt, daB folgende Beziehungen [s. II Gl. (64)| zwischen 
den Matrixelementen der S-Matrix fiir mehrere Teilchen bestehen: 
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(Es wird zuerst iiber k,_; und dann erst tiber die Winkel #_;, @,—; 
integriert.) 


1 WitpERMUTH, K.: Z. Physik 127, 92, 122 (1949). 

2 In den obigen Arbeiten wurde R mit S bezeichnet. Mit den §-Funktionen 
in (1) beziiglich der Energie ist dabei in der in diesen Arbeiten geschilderten Weise 
zu verfahren. Man stellt sie also als Grenzwerte analytischer Funktionen dar. 
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f’_, bedeutet den Relativimpuls des 7-ten und r-ten Teilchens nach 
der Jonisation, wahrend f,,; den Impuls des aus dem 7-ten und 7-ten 
Teilchens gebildeten gebundenen Systems bedeutet. v| mi gibt die 
positiv imaginaren Singularitaten von k;_;=|/f-; an, die fiir die 
diskreten Zustande der beiden Teilchen mafgebend sind. N, ist die 


Normierungskonstante des -ten Bindungszustandes PB” ist die zum 
7 n 


n-ten Bindungszustand des 7-ten und 7-ten Teilchens gehérende auf / 
normierte Kugelfunktion!. J gibt den Gesamtdrehimpuls des n-ten 
Bindungszustandes an, wahrend m den Drehimpuls dieses Zustandes 
um die z-Achse anzeigt. 


Wir haben in (1) der Einfachheit halber vorausgesetzt, daB die 
gebundenen Zustande nur aus 2 Teilchen gleicher Masse bestehen. 


Die erste Gleichung von (1) verbindet das Matrixelement der S- 
Matrix, das die Dissoziation des v-ten und 7-ten Teilchens beschreibt 
(rechte Seite) mit dem Matrixelement, das die reine Streuung des aus 
dem r-ten und i-ten Teilchen gebildeten Komplexteilchens an den 
iibrigen Teilchen beschreibt (linke Seite). 


Die zweite Gleichung koppelt das Matrixelement, das fiir die reine 
Streuung der freien Teilchen 7 und z an den ubrigen Teilchen zustandig 
ist (rechte Seite) mit dem Matrixelement, das die Bindung des r-ten 
und 7-ten Teilchens beschreibt (linke Seite). 


Die Giiltigkeit der Beziehungen (1) kommt dadurch zustande, daB 
auf der rechten Seite von (1) Glieder auftreten, die Faktoren enthalten, 
die nur von den zwei gestrichenen Relativkoordinaten der sich ver- 
bindenden Teilchen abhangen. Die positiv imaginaren Singularitaten 
dieser Faktoren sind fiir den Bindungszustand dieser Teilchen ver- 
antwortlich. Der Rest dieser Glieder hangt nur von den Gesamtimpuls- 
koordinaten der sich verbindenden Teilchen und den Impulskoordinaten 
der iibrigen Teilchen ab [s. II Gl. (57)]. 


Bildet man nun die zu S gehérige 7-Matrix mittels der Beziehung 


in =nS=n(+R)=—R-2 += (2) 


= 
B) 


so sieht man, daB bei der Integration itiber die Impulse der Teilchen, 
die oben erwahnten Faktoren beziiglich der zweigestrichenen Koordi- 
naten erhalten bleiben. Daraus folgt dann, daB die Beziehungen (1) 
auch fiir die zu S gehérige #j-Matrix gelten. Zur Veranschaulichung 


1 Sie hangen mit den iiblichen Kugelfunktionen durch die Beziehung eae 


2n+1 (7 —m)! 
| hee a eal Bio zusammen (s. z. B. MAGNUS-OBERHETTINGER S. 74). 


2 (n + m)! 
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dieser Behauptung betrachten wir z. B. das Glied —$k?. Setzen wir 
der Einfachheit halber voraus, daB wir es nur mit 3 Teilchen zu tun 
haben, wobei fiir die Teilchen 2 und 3 ein gebundener Zustand vom 
Drehimpuls 0 existiert, so erhalten wir fiir die reine Streuung der 
3 Teilchen aneinander und fiir den U bergang von drei freien Teilchen 
zu einem freien Teilchen und einem freien Komplexteilchen folgende 
Matrixelemente von R?: 


(ff ts |F?| ff) =f (tte ts| RIM Bt’) d ty a fy d ty’ (15 fy | R | ty te fy) “all 
+ f(t f ts |R] tos) dt dts. s (EY ko 3 | R| th te £5 


(3) 
(fH fo42 


Hs) =f (fi toss |R| By te i) dey dy dy (WEY [RIG ou 
Pe ererecn yore He bereink jet 


Man kann nun fiir 


— Reames A | x’ yf " 
(ff H.3/R| A 6) ae oe 
i/o_3,| 
und fiir s (4) 
(Ho) R |G tes) ES & (HRB Baya) dS ‘| 
i/*o_3, 


schreiben. Daraus sieht man, daB fiir die in (3) niedergeschriebenen 
Matrixelemente von k? ebenfalls der Zusammenhang (1) zweite Glei- 
chung gilt. Ebenso beweist man den Zusammenhang (1) erste Gleichung 
fiir die Matrixelemente von F?, die die Dissoziation der Teilchen 2 und 3 
und die reine Streuung des Komplexteilchens am Teilchen 14 beschreiben. 
Ganz analog lassen sich die Beziehungen (1) fiir AR? usw. beweisen. 
Daraus ist nun explizit ersichtlich, daB die Beziehungen (1) auch fiir 
die zu S gehérige 7-Matrix gelten, wie vorhin behauptet wurde. 


Wir haben also nun folgende zu (1) analoge Beziehungen fiir die 
7/-Matrix: 


= Ros “dd u "| / / c\/ u” 
(ff 43|n|%i&)=—po @ (tts |y| hh dks 
i keg 
(5a) 
/ , ce 2—3)| wey wu lee cv fé A } 

(ff {943 | 7] | ist fo+3) — en b (14 ©) fg | 7] | ty fo+3) dko_3. 
RS J 
i |g 8, 
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Da die -Matrix eine hermitische Matrix! sein muB, gilt aber jetzt 
noch zusatzlich : 


(f & 3 |7) f tos) = (fh fo43|7|ti ff). (5b)? 


Daraus ist ersichtlich, daB, wenn das 7)-Matrixelement der reinen Streu- 
ung vorgegeben ist, man samtliche tibrigen Matrixelemente der 7j-Matrix 
aus dem obigen Matrixelement ableiten kann?. Durch Entwicklung 
von e’” in eine Potenzreihe, l4Bt sich die zu 7 gehdrige S-Matrix ge- 
winnen. 

Wir wollen nun daran gehen, eine 7-Matrix fiir ein Drei-Teilchen- 
problem aufzustellen, die dem Relativitatsprinzip geniigt. Der Ein- 
fachheit halber wird dabei angenommen, daB wir es mit drei verschie- 
denen Teilchen ohne Spin zu tun haben. AuBerdem soll das Teilchen 2 
mit dem Teilchen 1 und 3 in Wechselwirkung treten kénnen, wahrend 
die Teilchen 1 und 3 sich nicht gegenseitig beeinflussen. AuBerdem 
soll die Wechselwirkung von solcher Art sein, das 2 sowohl mit 1 als 
auch mit 3 einen gebundenen Zustand bilden kann. Zudem soll ein 
Bindungszustand existieren, in dem alle 3 Teilchen aneinander gebun- 
den sind. 

In dem »-Matrixelement, das die reine Streuung der drei freien 
Teilchen aneinander beschreibt, miissen folgende fiir die Streuung 
maBgeblichen Teile enthalten sein?. 


1. Es mitissen Anteile vorhanden sein, die die reine Streuung des 
Teilchens 2am Teilchen 1 und des Teilchens 2 am Teilchen 3 beschreiben. 

2. AuBerdem miissen Glieder vorhanden sein, die der Tatsache 
Rechnung tragen, da8 zuerst das Teilchen 2 am Teilchen 1 und dann 
am Teilchen 3 bzw. umgekehrt gestreut wird. 

3. Es mu8 ein Anteil vorhanden sein, der fiir die gleichzeitige 
Streuung der Teilchen 1 und 2 am Teilchen 3 zustandig ist. Aus diesem 
Teil leiten sich dann die Matrixelemente ab, die fiir den Ubergang zu 
den obengenannten Bindungszustanden bzw. fiir die zugehérigen Um- 
kehrprozesse verantwortlich sind. Hat man die letzgenannten Matrix- 
elemente gewonnen, so kann man aus ihnen die Matrixelemente ab- 
leiten, die fiir die Streuung eines freien Teilchens 1 bzw. 3 an einem 
Komplexteilchen maBgebend sind. Aus diesen Matrixelementen be- 
stimmt sich dann der Bindungszustand der 3 Teilchen aneinander. 


Wir wollen als Beispiel ein solches Matrixelement willkiirlich hin- 
schreiben und nachtraglich sein Zustandekommen begriinden und seine 
einzelnen Glieder diskutieren. 


1 HEISENBERG, W.: Z. Physik 120, 513. 


2 An dem Beispiel, das anschlieBend betrachtet werden soll, wird dies gleich 
noch deutlicher werden. 


* WitpeRmutH, K.: Z. Physik 127, 92, 122 (1949). 
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(ti f f5 | 1) fi f f3) = | VRYo+ Re) — RY, + hy)? we 
x—>0 22 (RYo + Roo)? — (RY, + Re,)? — 412 
x tIn | Piet Lie (AY, a — 4.°+ ia + til 3 we 
= lip Be 2 7 > - x 
ro i )* — (Riy+ Poy)" Sry ear Rey eye 


Vio Vio Vo VFo0 

-| _ VReo+ Feo)? — (Ror + Ror)? 
Fer slack Nk =a = > é 

270 \ (Reo + R30)? — (Ro, + By,)? — 442 


tn Veo + FSo)? — (RE, 4 AP 4+ ia +i V3 ee 
— V (Roo + F350)? — (Fo, + Fey)? — 42 — ia + ij3u 
6 ((& + ff) — ( + &)) 6 (RY # Reo) — (Rog + Foo)) ee 

20 Bey 20 30%) — 0 (ff 17) NZ 


Vee0 VR50 V Roo VE 


x 


SZ nee (+8) 6 (Ryo + a0) — (Rio + Foo) 6 (t £4) 
: aay Cee) ee 


8 Se (ima w\o 7 W\o-3 7 5 7 7 7 
x| (! 3u'8 V(Rio + Feo)? oe + Rey)” V(Rio Roo) — (Pir Ry»)? | 
mu” 2 {(Riy — Rey)? + 3p} * 2{(Riy— Roy)? + 3p} 
ven 4H 2 \e 7 an Wt \9 */7n9 7 \2 / TNO 
iw se 3 CA Ro)” — (Ror + Ray)? ViRbo + go)” — (Roy eS) x 
iar 2 (Fey — Rey)” i we} 2 {(Rg vo Ry 4/2 Ss 3} 


Vivo + Bao Feo)? = ety + hy + Bor)” 
Cr+ Bay + Rgy)® — 440 


2a V (Aro + ee HP 
se in Vo + Boo + Boo)” = (Ry + Bart Boy)? — 4 pia +iR | 

t* Vo + Begg + P39)? — (Ry + Rey al Rey)? 2 40 —ia +71 
0 (fi + & +f) — (fi +f + fh) 0 (hyo + hoo + Po) — (ho + hoo + Poo) | 

Vie VEvo Vo VEso V0 VE y] 
ip Fa, = Roo — Rep =F = ww? =(Ruhmasse eines freien Teil- 
chens) 7]. 

In (6) haben wir # und ¢ als Einheiten benutzt, so daB die Dimension 
irgendwelcher physikalischer GroBen durch eine Potenz einer Lange 
ausgedriickt werden kann’. f und ky(i-ky=k,) haben in diesen Ein- 
heiten die Dimension cm“. 

Wir priifen zunachst das relativistische Verhalten: 

Da wir der Einfachheit halber angenommen haben, daB wir es mit 
skalaren Teilchen zu tun haben, muB (fj f f3|7| f { f;) nach HEIsSEN- 
BERG folgende allgemeine Form haben?: 


| 


invariante Bildung der f’ und f”” (7) 
Vio %20*30%10%20%20 


1 ff) = (fi f t3| 7| 1 f2 ts) 


(6 


1 Es wird in (6) wie tiblich itiber lateinische Indizes von 1 bis 3 und uber 


griechische Indizes von 1 bis 4 summiert. 
2 HEISENBERG, W.: Z. Physik 120, 513 (1943). 
3 HEISENBERG, W.: Z. Physik 101, 533 (1936); 120, 513 (1943). 
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Man sieht sofort, daB das Matrixelement (6) diese Bedingung erfillt, 
wenn man in den beiden ersten Gliedern von (6) noch beachtet, daB 
sich 6(f—f) bzw. d(f{—,) bei Lorentz-Transformationen wie 
1/ |R50- Reo bzw. 1/VRio* Rio transformiert. 

Wir wollen nun die einzelnen Glieder von (6) der Reihe nach disku- 
tieren. 

Die beiden ersten Glieder von (6) sind fiir die Streuung der Teilchen 1 
und 2 bzw. 2 und 3 aneinander verantwortlich, wahrend das Teilchen 3 
bzw. 1 dabei nicht gestért wird. Bringt man z.B. das erste Glied von 
(6) in einem System auf Diagonalform, in dem der Schwerpunkt des 
Teilchens 1 und 2 ruht, so bestimmt sich der Eigenwert dieses Gliedes zut 


Vote fa ae pie $ifsn 


i 


a—>0 Yio99 =— th —— : 
eke — Vio + Ro)? — 44? —t a +7)/3 | (8) 


12 im = O [= 05 iii) == 0), 


wobei die Eigenfunktionen, die die obige Teilmatrix von (6) auf Dia- 
gonalform bringen, die Kugelfunktionen P” sind. 


Aus (8) ist zunachst ersichtlich, daB die Streuung im Schwerpunkt- 
system kugelsymmetrisch ist. AuBerdem laBt sich aus (8) auch die Ruh- 
masse (Ruhenergie) des aus Teilchen1 und 2 bestehenden Komplex- 
teilchens bestimmen. Wir setzen azu kj + kop = 21,29 und fiihren fiir 
das eben gewahlte spezielle Koordinatensystem Vai 20-42 = Ry.9 ein. 
Zur Berechnung der Ruhmasse des Komplexteilchens mu8 man k,,» 
zu positiv imagindren Werten analytisch fortsetzen und feststellen fiir 
welche Werte von kj... 


in Riot Reo) ser tia ti] 3a 


Susooee Veet) raat ise — Varetia + iy3m og.) 
eet —|Ri4,.—ta +1 3 0 


von +1 verschieden ist®. Wie man sieht ist dies fiir ky,.=7 \3 uw der 
Fall und man erhalt damit 


M+, = hy, = VR t 4 aif a (9) 


d.h. die Bindungsenergie des Komplexteilchens ist gleich der Ruh- 
masse eines freien Teilchens 1, 2 oder 3. Wir haben dieses Ergebnis 
von vornherein in unseren Ansatz hineingesteckt, damit sich die nach- 
herigen Rechnungen méglichst vereinfachen. Der Imagindrteil 7 « in (6) 
und (8) wurde hinzugefiigt, damit bei der analytischen Fortsetzung 
von ky, das zu wahlende Wurzelvorzeichen eindeutig festgelegt ist. 


1 Siehe z. B. HEISENBERG, W.: Z. Physik 120, 673 (1943). 
2 WILDERMUTH, K.: Z. Physik 127, 85 (1949). 
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Es sei noch erwahnt, daB in diesem Beispiel die KRAMERSsche Methode 
zur Bestimmung der diskreten Energiewerte! zum selben Ergebnis 
fiihrt. Genau so verfaéhrt man mit dem zweiten Glied. Auch hier tritt 
nur eine kugelsymmetrische Streuung im Schwerpunktsystem auf und 
die Ruhmasse des aus Teilchen 2 und 3 gebildeten Komplexteilchens 
ist ebenfalls ju. 


Geht man zur S-Matrix iiber, so sieht man, daB diese beiden ersten 
Glieder in dem quadratischen Entwicklungsterm beziiglich 1 auch 
einen Beitrag zu der Streuung liefern, bei der zuerst das Teilchen 2 
am Teilchen 1 und dann am Teilchen 3 bzw. umgekehrt gestreut wird. 
Durch die noch héheren Entwicklungsglieder in 7 werden durch diese 
Matrixelemente St6Be noch héherer Ordnung beschrieben. 


Prinzipiell kann man diesen beiden Gliedern noch Faktoren beifiigen, 
die in den gestrichenen und ungestrichenen Impulsen symmetrisch sind 
und sich relativistisch invariant transformieren. Aber dadurch wird 
die Singularitat in (8) beim Ubergang zur S-Matrix komplizierter. Wir 
haben daher aus Einfachheitsgriinden solche Faktoren weggelassen. 

Die beiden letzten Glieder von (6) sind fiir die Streuung verant- 
wortlich, bei der alle 3 Teilchen zugleich zusammenstoBen. Auch hier 
ko6nnte man noch einen Faktor der eben besprochenen Art beifiigen. 
Er wird ebenfalls aus Einfachheitsgriinden weggelassen?. 

Es sollen nun aus (6) diejenigen Matrixelemente abgeleitet werden, 
die fiir den Ubergang von drei freien Teilchen zu einem freien Teilchen 
und einem freien Komplexteilchen maBgebend sind. Wir beschaftigen uns 
zunachst mit dem Matrixelement, das fiir die Bildung des Teilchens 1, 2 
verantwortlich ist. Um die erste Formel von (5a) auf das siebte 
Glied von (6) anwenden zu kénnen, beziehen wir uns zundachst auf ein 
Koordinatensystem, in dem der Schwerpunkt der Teilchen 1 und 2 
ruht. 

Wir miissen nun zuerst die Normierungskonstante des ungestorten 
Bindungszustandes der Teilchen 1 und 2 aneinander bestimmen. Nach 
MOLLER und HEISENBERG® laBt sich die Normierung dieses Zustandes 
bereits aus der Kenntnis seiner kontinuierlichen Zustande mit Hilfe 
der Vollstandigkeitsrelation beziiglich des Ortsraumes gewinnen. Man 
erhalt nach HEISENBERG 


Cy? = wy ARy +2 Sy 9 (142) - (10) 


iky 169 
; 1+2, 


1 HEISENBERG, W.: Z. Naturforschg. 1, 608 (1946). 

2 WitpErMuTH, K.: Z. Physik 127, 122 (1949). In dieser Arbeit sind die 
oben erwahnten Matrixelemente eingehend diskutiert. 

3 HEISENBERG, W.: Z. Naturforschg. I, 608 (1946). 
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Setzen wir (8a) in (10) ein!, so erhalten wir 


Jerse? =42 3 u (11) 


und daraus 


: (12) 


anv \2. 


steht. Daher hangt c, mit der Normierungskonstanten N in unserem 
Beispiel durch die Beziehung 


y= = M42 (12a) 
zusammen. Also wird 
Mi2= 72 5 Yu (12b) 


Nach diesen Vorbereitungen erhalten wir 


rend hd te) 22 V3 Vu Vio + Reo? — (i, + Bar? 
(fi428|7| fi fets) = pe J ea 20 Ti aa 


a V@i+e0+ kyo)” — (Ritert Rg 7)? 

2m V (Ri 20+ Ryo)? — (Fy -ar+ Bon)? — 470 (13) 
Vi sao + hoo)? = tart Ae)? — 4e® tia tiR - 

=VPise0 + Ro)? — (tart Gy)? — 4? —in +R 

Oita tb) = (Gh + ht): 6 (ta0c 450) = Pio + Fao Pao) 


< iin 


Ver +20 VR50VFio VAS0 V5.0 
Das Matrixelement (13), das zunachst nur fiir das Ruhsystem des 
Schwerpunkts der Teilchen 1 und 2 gilt, haben wir gleich so umgeformt, 
daB es die richtigen relativistischen Transformationseigenschaften besitzt. 
Dadurch gilt nun (13) auch fiir ein beliebiges Koordinatensystem. Es 
ist in (13) noch zu beachten, daB bei Anwendung der ersten Formel 
von (5a) natiirlich 
Ry i20— ey = 1? 
herauskommt, was wegen (9) auch verlangt werden muB. 


Ganz analog dazu bestimmt sich aus dem letzten Glied von (6) 
das Matrixelement (ff, 3] £1, f &), das die Bindung der Teilchen 2 
und 3 aneinander beschreibt. Man erhalt es in unserem Beispiel aus 
(13), wenn man einfach die Indizes1 und 3 miteinander vertauscht. 


1 Hier ist im Gegensatz zu S. 556 immer die positiv imaginare Wurzel zu 
nehmen. 
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Wegen der Hermitizitat der 9-Matrix haben wir nun auch sofort 
das Matrixelement, das zu dem zu (13) gehérigen UmkehrprozeB gehort. 
Es lautet: 

EG In| tof) — 2/23 e VOLE RE— we) 
7 2 (Ry y — Ro y)® + 37} 

. V@iteo+ Reo)? — Bitar t Ron)? 

2x | (Ri +20 + 240)” — Uae = Rg»)? — ae 
area a (14) 
V(Fi+20+ ¥go)? — (Ritort Fer)? — Bi Oe = ta—th uR 
— Vio Mo)? — Bier +, — 48 + ia —iR 

SX O(f+6+ 8) — (fee + £3)) 0 (Ato + 0+ *30) — (Riteo+ *o)) 
Vio) P20 F530 Vi+20 | *s0 

Das Matrixelement (f; f §!7) f, {.,) bekommt man wieder durch die 
obige Vertauschung der Indizes 1 und 3. 

Aus (14) leitet sich jetzt mit Hilfe der zweiten Formel von (5a) 
dasjenige Matrixelement ab, bei dem das Teilchen 3 am Komplex- 
teilchen 1, 2 elastisch gestreut wird. Wir erhalten: 


< iln 


” ” ie a (R”. Ke 5 ) 
(f4288|7| f+ef) = — V4 ct ssa = tale a tort far) Fx 
2m | (k +207 Rigo)? — (Fy ¢a7 + hoy)? — 47 
” ” “jeae ” 7 7 a aot at A 
ale | (Ry a0 ea la geo ay) 427 Lia —itR . { (15) 


— VOR 20 F Boa) — Ws ay + HS) 4k i ER 
x y (42+ f) — (hte ie 3)) 0 ((Ry +20 71 + so) = (Ry +o0+ R30) ; 
| Ri +20 V¥5o Vii+20 V0 
Das Matrixelement (f;, f. 3|7| ay foxe)> das die elastische Streuung des 
Teilchens 1 am Komplexteilchen 2,3 beschreibt, erhalt man aus (15) 
wieder durch Vertauschung der Indizes1 und 3. Auch hier haben wir 
das Matrixelement (15) gleich so umgeformt, daB es die richtigen 
relativistischen Transformationseigenschaften besitzt. 

Bevor wir das Matrixelement (15) kurz betrachten, soll zunachst 
die Energie des aus den Teilchen 1,2 und 3 gebildeten Komplexteilchens 
berechnet werden. Dazu bringen wir analog zu (8) die Gl. (15) in einem 
System auf Diagonalform, in dem der Gesamtschwerpunkt ruht. Man 


erhalt: 


\@ Ri+20 + go)” SA hia iE 
7 (Rls e0+ Feo)? —4)72>t0—-1tR 


11+2,300 = +7?In 


(16) 
1-2, 3im. — O. 
Analog dazu erhalt man 1j,, 9300 UNG 7, 243 1m aus (, fo4s |] f, eae) 
Fuhrt man ky 190-30 = Fine430 und A142 2430 — 4" = eg ein, 
so bestimmt sich Fy,3 zu 
Eyo3= 142430 = V4j2—R?, (17) 
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d.h. die Bindungsenergie des Komplexteilchens 1, 2, 3 bezogen auf die 
drei freien Teilchen ist 


ye ee (18) 


¢ fp —2 JOD mo ip = 
EBina = su \4u R ite 4 pb | 


Die Eigenfunktionen, die (16) auf Diagonalform bringen, sind wieder 
die Kugelfunktionen PR”, und auch diesmal werden nur die Kugelwellen 
mit dem Drehimpuls 0 vom Schwerpunktsystem aus gesehen gestreut, 
falls die Gesamtenergie <3y ist. Ist die Gesamtenergie >3T, so 
treten beim Ubergang zur S-Matrix Matrixelemente folgender Form auf: 


(fiiof |S) fy 2ts) | 
PUNCAM AIRE MALI cma peers 


2 


( 
NE Hl Ee aE HY et eat) eee t.ot).| 


3. | 


Das bedeutet, daB jetzt die Kugelsymmetrie beziiglich des Gesamt- 
schwerpunkts auch fiir die elastische Streuung zerst6rt wird und daher 
auch Kugelwellen mit dem Drehimpuls 1, 2 usw. gestreut werden. Das 
ist physikalisch auch sinnvoll, da bei hoher Energie sich die Teilchen 
auch beim Gesamtdrehimpuls 1, 2 usw. so einander nahern kénnen, dab 
eine Streuung stattfinden kann, da das Komplexteilchen 1, 2 bzw. 3 
eine endliche Ausdehnung von der GrdBenordnung 1/u besitzt. Man 
kann sich leicht davon tiberzeugen, indem man die asymptotischen 
Wellenfunktionen der Komplexteilchen im Ortsraum aufstellt?. 

Aus der zur 7-Matrix (6) gehdrigen S-Matrix lassen sich nun auch 
die Wirkungsquerschnitte fiir die einzelnen Prozesse (Erzeugung von 
freien Teilchen, elastische Streuung usw.) berechnen. Wir wollen aber 
darauf hier nicht naher eingehen, da die zugehdrigen Rechnungen 
ziemlich kompliziert werden, und es uns hier nur darauf ankam, an 
einem speziellen Beispiel zu zeigen, welche auBeren Formen 7-Matrizen 
erfiillen miissen, die dem Relativitaétsprinzip geniigen. 

Zu unserem hier behandelten Beispiel sei noch abschlieBend erwahnt, 
da man aus (16) analog zu S.558 auch die Normierungskonstante 
fiir das aus 3 Teilchen gebildete Komplexteilchen berechnen kann. Man 
erhalt 


a D 
Ny 4243 =— 


\2 / 

ie yR. (20) 
AuBerdem sei noch bemerkt, daB man zur Ableitung von (17) und (20) 
auch von 7; 2;399 ausgehen kann. Man kommt zum selben Ergebnis, 
wie es auch verlangt werden muB. Das heiBt die 7-Matrix (6) wurde 
so gewahlt, daB diese Bedingungen erfiillt werden. 


+ Das hei®t die Gesamtenergie ist so groB, da® auch drei freie Teilchen er- 
zeugt werden k6énnen. 


1 WILDERMUTH, K.: Z. Physik 127, 122 (1949). 
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Zusammenfassung. 


Es hat sich in dieser Arbeit gezeigt, daB man durch Ubertragung 
der fiir S-Matrizen giiltigen Beziehungen (1) auf 7-Matrizen [s. Gl. (5)] 
relativistisch invariante 7-Matrizen konstruieren kann, die die Uber- 
gange von freien Teilchen zu gebundenen Systemen neben der reinen 
Streuung der Teilchen aneinander enthalten. Dabei wurde vorausgesetzt, 
daB keine Teilchen entstehen oder verschwinden. An Hand _ eines 
Dreikérperproblems wurde solch eine »-Matrix im einzelnen durch- 
diskutiert. Die dabei aufgezeigte Methode laBt sich ohne Schwierigkeit 
auf die 7-Matrizen von » Teilchenproblemen iibertragen, die man so 
konstruieren kann, daB sie Uberginge zu beliebig groBen Komplex- 
teilchen enthalten. Diese Uberginge miissen nur mit dem Energie- 
Impulssatz vertraglich sein. 

Hat man z.B. das reine Streumatrixelement einer 7-Matrix fiir ein 
n Teilchenproblem gegeben, so erhalt man durch Anwendung der 
Formel (5) die Matrixelemente, die die Bildung von aus 2 Teilchen 
bestehenden Komplexteilchen beschreiben. Wie leicht ersichtlich ist, 
kann man durch nochmalige Anwendung von (5) auf die zuletzt ge- 
wonnenen Matrixelemente diejenigen Elemente der 7/-Matrix bekommen, 
die den Ubergang zu den aus 3 Teilchen bestehenden Komplexteilchen 
enthalten. Dieses Verfahren laBt sich solange fortsetzen (wenn man 
noch die Hermitizitatsbedingungen der 7-Matrix benutzt), bis man 
samtliche moéglichen Matrixelemente der 7-Matrix erhalten hat. Wie 
wir an Hand des Beispiels auf S. 555 ff. gesehen haben, kann man zu ein 
und demselben Matrixelement auf verschiedenen Wegen gelangen. Das 
y-Matrixelement der reinen Streuung mu8 daher von vornherein so 
konstruiert sein, daB man auf sémtlichen Wegen zum selben Ergebnis 
gelangt. Durch Reihenentwicklung von e’” in eine Potenzreihe laBt 
sich dann die zu 7 gehdrige S-Matrix gewinnen, aus der man dann 
simtliche meBbaren GrdBen des Problems in bekannter Weise! erhalten 
kann. 

Es sei an dieser Stelle auf einen Unterschied zwischen dem HAMILTON- 
Formalismus und dem #-Formalismus der oben geschilderten Art auf- 
merksam gemacht, den man leicht an unserem Drei-Kérperproblem 
einsehen kann. 

Hat man z.B. die Matrix 7, fiir die Streuung des Teilchens 1 am 
Teilchen 2 und die Matrix 7, fiir die Streuung des Teilchens 2 am 
Teilchen 3 vorgegeben {s. die beiden ersten Glieder in (6)] und bildet 
Ae 4123 = N12 + Nos» 
so sieht man sofort, daB 7,23 keine Ubergainge zu gebundenen Zu- 
standen 1, 2 bzw. 2,3 enthalt. Um diese Ubergange zu erhalten, muB 


1 HEISENBERG, W.: Z. Physik 120, 513, 673. — Z. Naturforschg. I, 11 (1946). 
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man vielmehr noch Glieder hinzufiigen, die Drei-K6érperwechselwir- 
kungen enthalten {s. die beiden letzten Glieder von (6)], wobei man 
diese Glieder nicht aus 7,, und 92, ableiten kann. Man muB also beim 
Ubergang zu einer hdheren Teilchenzahl bei der Konstruktion von 
,-Matrizen jedesmal zusatzlich Glieder hinzufiigen, die diesen héheren 
Wechselwirkungskraften Rechnung tragen. 

Ist dagegen im HaAmiLTon-Formalismus Hy, und H.3 vorgegeben, 
so folgt bekanntlich aus H=H,,+H, 3 im allgemeinen automatisch 
der Ubergang zu gebundenen Systemen der oben besprochenen Art. 
Bestimmt man jetzt die zu H gehorige 7-Matrix, so erhalt man von 
selbst Mehrk6rperglieder der obigen Art. 

Allerdings stellt die obige additive Zusammensetzung des HAMILTON- 
Operators H aus H,, und H,, meist nur eine erste Naherung dar, und 
schon bei den Kernkraften wird man mit echten Mehrkorperkraften 
rechnen miissen!, die nicht sehr viel kleiner sind, als die gewohnlichen 
Wechselwirkungsenergien. Auf diese Punkte wurde bereits von W. 
HEISENBERG hingewiesen?. 

Zum Schlu8 wollen wir noch kurz einen Punkt erwahnen, auf den 
wir bei der Konstruktion unserer 7j-Matrix keine Riicksicht genommen 
haben. In den beiden am Anfang erwahnten Aufsatzen des Verfassers 
wurde noch folgende allgemeine Vermutung ausgesprochen: Diejenigen 
Matrixelemente der S-Matrix, die nur eine reine Streuung an gebundenen 
Systemen beschreiben, werden im ganzen Wertebereich von FE ana- 
lytische Funktionen von F£ sein. Diejenigen Stellen in der Energieskala, 
an denen Teilchen 1ionisiert werden k6nnen, werden sich in diesen Matrix- 
elementen durch logarithmische Singularitaten bemerkbar machen. 

Wie man z.B. aus (19) sieht, werden diese Bedingungen von der zu 
unserer 7/-Matrix gehorigen S-Matrix nicht erfiillt. Geht man von einer 
7-Matrix niederer Teilchenzahl zu einer 7-Matrix hdherer Teilchenzahl 
liber, so sieht man, daB durch diese Bedingungen noch zusatzlich 
Einschrankungen in dem Hinzufiigen von Mehrkérpergliedern auferlegt 
werden. Wir wollen aber auf diesen Punkt hier nicht naher eingehen, 
da in einer spateren Arbeit ausfiihrlich dariiber gesprochen werden soll. 


Herrn Professor W. HEISENBERG danke ich vielmals fiir seine wert- 
vollen Anregungen wahrend der Arbeit. 


COLES Max-Planck-Institut fiir Physik. 


1 Vel. Priaiconr) H., u. T. HorstEin: Phys. Rev. 55, 1218 (1939). 


2 HEISENBERG, W.: Z. Physik 123, 93 (1944) und noch eine unveréffentlichte 
Arbeit, 
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Uber die elektrische Leitfahigkeit von Zinkoxyd. 
Von 


F. STOCKMANN, Gottingen. 
Mit 6 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 6. Februar 1950.) 


Die elektrische Leitfahigkeit von diinnen aufgedampften ZnO-Schichten wurde 
zwischen 20 und 800° C gemessen. Bei tiefen und bei hohen Temperaturen findet 
man die gleichen Eigenschaften, die von gepreBten Pulvern bekannt sind. Bei 
mittleren Temperaturen gestatten die diinnen Schichten dariiber hinaus iiber- 
sichtliche Untersuchungen der irreversiblen Leitfahigkeitsanderungen, die bislang 
an Pulvern nicht durchgefiihrt werden konnten. Man kann aus diesen Messungen 
eindeutig auf verschiedene Moglichkeiten des Einbaues von st6chiometrisch tiber- 
schussigem Zn in das ZnO-Gitter schheBen und dadurch bisher unverstandene 
Beobachtungen widerspruchsfrei einordnen. 


§ 1. Ubersicht und Fragestellung. 

Bei lichtelektrisch leitenden Stoffen mu8 der Zusammenhang 
zwischen dem lichtelektrischen Strom 7, und der Bestrahlungsstarke B 
experimentell bestimmt und theoretisch gedeutet werden. Diese schein- 
bar so einfache Aufgabe hat sich befriedigend bisher nur fiir einen 
Sonderfall lésen lassen: In diinnen ZnO-Schichten, die praktisch iso- 
lieren, denen man aber durch ElektronenbeschuB eine me8bare Dunkel- 
leitfahigkeit erteilt hat, gilt: 


j, =eonst eB (1) 


In diese experimentelle Beziehung geht also 7), der im Dunkeln durch 
das ZnO flieBende Strom und mit ihm die Dunkelleitfahigkeit ein. 
Die theoretische Deutung der Gl. (1) muBte an den Mechanismus der 
Dunkelleitfahigkeit ankniipfen und hat zu recht tibersichtlichen Ergeb- 
nissen gefiihrt [8}. 

Die Dunkelleitfahigkeit des ZnO kann aufer durch Elektronen- 
beschuB auch durch einige andere Vorgainge vergroBert werden. Es 
ware nun vollig verfehlt, selbst bei gleichen Absolutwerten der Dunkel- 
leitfahigkeit, auch in diesen Fallen die Beziehung (1) zu erwarten, 
weil der Mechanismus der Dunkelleitfahigkeit entscheidend in den 
Zusammenhang von lichtelektrischem Strom und Bestrahlungsstarke 
eingeht. Aus diesem Grunde kann man das lichtelektrische Problem 
erst weiter behandeln, wenn man die Dunkelleitfahigkeit des ZnO 
besser beherrscht als bisher. Das war der AnlaB zu dieser Arbeit. 
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Die Fig. 1 gibt einen Uberblick tiber das, was bisher iiber die Dunkel- 
leitfahigkeit des ZnO bekannt ist, erganzt durch einige Messungen 
(dick ausgezogene Kurven), die erst in der vorliegenden Arbeit ge- 
wonnen wurden. 

Ganz fuBerlich hat man drei verschiedene Temperaturbereiche zu 
unterscheiden: Kleine Temperaturen unter rund 100° C, mittlere Tem- 
peraturen von etwa 100 bis 450° C und hohe Temperaturen tiber 450° C. 
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Zusammenfassung der bisherigen Messungen der spezifischen Leitfahigkeit von ZnO. Die einge- 
zeichneten Ziffern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis am SchluB dieser Arbeit. Die Kurven ,,9‘‘ sind 
Beispiele fiir die neuen hier ver6ffentlichten Messungen. Die mit S und K bezeichneten Kurven wurden an 
aufgedampften Schichten, bzw. an Kristallnadeln, alle tibrigen an gepreBten oder gesinterten Pulvern 


Fig. 1. 


gemessen. 


Bei hohen Temperaturen [4] ist die Leitfahigkeit insofern eine 
Materialkonstante, als an Proben verschiedener Herkunft unter gleichen 
auBeren Bedingungen der gleiche Wert gefunden wird!. Die Leit- 


fahigkeit x wachst, wie allgemein bei Halbleitern, exponentiell mit der 
Temperatur gemaB 
Re = hays ea e/2kT (2) 
1 Diese Behauptung ist berechtigt, obwohl sich in Fig. 1 die verschiedenen 
Messungen auch oberhalb von 500° C keineswegs decken. Bei Halbleitern sind Mes- 
sungen niemals auch nur annahernd so gut reproduzierbar wie bei Metallen. Der 
Unterschied zwischen den tiefen Temperaturen, bei denen die Leitfahigkeit um 
viele Zehnerpotenzen variiert, und den hohen Temperaturen mit der sehr viel 
geringeren Streuung ist jedoch eindeutig, besonders wenn man die Kurve [1] eme 
orientierende Messung aus dem Jahre 1912, nicht beriicksichtigt. 


Uber die elektrische Leitfahigkeit von Zinkoxyd. 565 


mit e=2eV. Die Leitfahigkeit hangt bei groBen Temperaturen auBer- 
dem vom Sauerstoffdruck p der umgebenden Atmosphare ab, und 
zwar ist uy 

%—=const: p+. (3) 

Bei tiefen Temperaturen [5] variiert die Leitfahigkeit von Probe 
zu Probe, sie hangt ebenfalls exponentiell von der Temperatur ab, 
jedoch ist die Abtrennarbeit nicht mehr konstant, sondern wird um 
so kleiner, je gréBer x bei einer beliebigen, aber festen Temperatur ist 
(MeyverRsche Regel). Als Grenzwerte fiir ¢ werden angegeben 2,09 eV 
und 0,01 eV. 

Die Leitfahigkeit ist im gesamten Temperaturbereich eine Uber- 
schuBleitung, wird also durch negative Ladungstrager, und zwar freie 
Elektronen, verursacht. Das ist durch Messungen des Halleffekts und 
der Thermokraft [4], [5], [7], [9] sichergestellt worden. AuBerdem zeigt 
es sich bei hohen Temperaturen augenfallig durch die Abnahme der 
Leitfahigkeit mit zunehmendem Sauerstoffdruck der umgebenden 
Atmosphare. 

Nach allgemeiner Auffassung wird die Leitfahigkeit bei groBen und 
kleinen Temperaturen durch st6chiometrisch tiberschiissiges Zn erzeugt, 
das neutral, entweder atomar oder kolloidal verteilt, in das ZnO-Gitter 
eingebaut ist. Von diesem Zn werden durch thermische Anregung Elek- 
tronen abgespalten, die als quasifreie Elektronen eine Elektrizitats- 
leitung ermédglichen. Das verschiedene Verhalten bei hohen und tiefen 
Temperaturen ist dadurch zu erklaren, daB sich in beiden Temperatur- 
bereichen verschiedene Dissoziationsgleichgewichte einstellen. Bei 
groBen Temperaturen existiert ein Dissoziationsgleichgewicht des ge- 
samten ZnO-Gitters gemaB der Reaktionsgleichung ! 


PaO Za et OF, (4) 


In diesem Fall wird die Konzentration der freien Elektronen durch den 
Sauerstoffdruck der Umgebung und die Massenwirkungskonstante 
dieser Reaktion eindeutig bestimmt. Dadurch wird die Leitfahigkeit 
unabhangig von der Vorgeschichte und eine eindeutige Funktion der 
Temperatur und des Sauerstoffdrucks im AuBenraum. 

Bei kleinen Temperaturen reicht die Zeit nicht mehr zur Einstellung 
des Dissoziationsgleichgewichtes (4) aus. Es wird eine von der Vor- 
geschichte abhangige Zn-Konzentration eingefroren. Hingegen kann 
sich das Dissoziationsgleichgewicht 

DE PREY Ly nee (5) 

1 y, BAuMBACH und WaGNER [4] schlugen vor ZnO 2 Znt+ +2e7~+ 3 Oy, 


woraus jedoch #* =const - p—3 folgt. Die Annahme, da von st6chiometrisch 


iiberschiissigen Zn-Atomen im ZnO-Gitter nur em Elektron thermisch abdisso- 
ziieren kann, hat zuerst Ser1Tz [10] quantitativ diskutiert. Sie steht auch mit 


andersartigen neuen Messungen [8], [11] besser im Einklang. 
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auch bei kleinen Temperaturen einstellen. Es liefert eine Elektronen- 
konzentration, deren GroBe nicht nur von der Massenwirkungskonstante 
dieser Reaktion, sondern auch von der zufallig vorhandenen Zn-Konzen- 
tration abhangt. Infolgedessen findet man bei kleinen Temperaturen 
in Fig.1 von Probe zu Probe stark schwankende Werte der Leit- 
fahigkeit. 

Uber den Bereich mittlerer Temperaturen vermochte man nichts 
Genaues auszusagen, da die bisher mitgeteilten Messungen [4], [6], |7) 
einander in wesentlichen Punkten widersprechen. Man findet in diesem 
Bereich meist irreversible Anderungen der Leitfahigkeit im Laufe der 
Zeit. 

Die in Fig. 1 zusammengefaBten alteren Messungen, die mit diinnen 
Linien dargestellt sind, sind von den friiheren Beobachtern fast aus- 
schlieBlich an gepreBten Pulvern durchgefiihrt worden. Es war ur- 
spriinglich die Absicht, lediglich zu priifen, ob auch diinne Aufdampf- 
schichten bei kleinen und groBen Temperaturen die gleichen Gesetz- 
maBigkeiten befolgen. Der uniibersichtliche mittlere Temperaturbereich 
sollte als zu schwierig auBer acht bleiben. Wider Erwarten gelang es 
aber, aus Messungen in diesem Temperaturbereich, in dem man, wie 
erwartet, keine stationdren Werte der Leitfahigkeit beobachten kann, 
einen Einblick in den Einbau des iiberschiissigen Zn zu gewinnen. Es 
konnten zwei energetisch verschiedene Arten des Einbaues in das ZnO- 
Gitter aufgefunden werden. Das gab eine unerwartete Verbindung zu 
friiheren Beobachtungen tiber die Lumineszenz [12] und die licht- 
elektrische Leitfahigkeit [13], bei denen man je nach der Art der Vor- 
behandlung 2 Arten des Einbaues anzunehmen hat. Der direkte Nach- 
weis dieser beiden Méglichkeiten diirfte ein wesentliches Ergebnis dieser 
Arbeit sein. 


§ 2. Versuchsanordnung. 

Die Leitfahigkeitsmessungen wurden an etwa 6:6mm_grofen 
Aufdampfschichten auf Quarzglasplatten durchgefiihrt. Ihre Dicke 
betrug einige 10-4 mm und wurde aus der Interferenzfarbe abgeschatzt. 
Die Herstellung dieser Schichten ist von MoLtwo [8] im einzelnen 
beschrieben worden: Aufdampfen eines Zn-Spiegels nach vorherigem 
Aufdampfen von Cu in etwa monoatomarer Schicht (dadurch wird das 
Gleiten des Zn auf der Unterlage verhindert und die Herstellung ein- 
wandfreier Spiegel iiberhaupt erst erméglicht) und anschlieBende 
Oxydation des Zn-Spiegels in einer Bunsenflamme. Dieses scheinbar 
rohe Verfahren wurde der Einfachheit halber bevorzugt, nachdem sich 
herausgestellt hatte, daB es fiir die Leitfahigkeitseigenschaften gleich- 
giltig ist, ob der Zn-Spiegel in Luft oder in reinem Sauerstoff, ob in 
der Bunsenflamme oder in einem elektrischen Ofen oxydiert worden war. 
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Der Ofen fiir die Leitfahigkeitsmessungen war ein mit einer Heiz- 
wicklung versehenes Rohr aus Jenaer Gerateglas, das an einem Ende 
mit Riicksicht auf die spater durchzufiihrenden lichtelektrischen Mes- 
sungen durch ein angeschmolzenes Planglas verschlossen war und am 
anderen Ende einen Schliff zum Auswechseln der Schichten besaB. 
Die Quarzplatten, die die Schichten trugen, wurden mit einer einfachen 
Klemmvorrichtung gehalten, die zugleich die Stromzufiihrung von 
auBen tibernahm. Die Stromzufiihrung zu den Schichten erfolgte iiber 
zwei (vor der Herstellung der Schichten) in das Quarzglas eingebrannte 
Platinelektroden. Zur Temperaturmessung diente ein Pt-PtRh-Thermo- 
element, das an dem Halter fiir die Quarzplatten befestigt war. 

Gemessen wurde der Strom, der bei bekannter angelegter Spannung 
durch die Schichten floB, als MeBinstrument wurden 2 Spiegelgal- 
vanometer mit Empfindlichkeitsregler benutzt (T = 0,8 sec, Empfind- 
lichkeit = 1,5-10 8 Amp/Skt. oder JT = 2 sec, Empfindlichkeit = 
8- 107° Amp/Skt., beide Fabrikat Ruhstrat). Man kann aus Strom, 
Spannung und Abmessungen der Schicht die spezifische Leitfahig- 
keit ausrechnen, wenn erstens die Leitfahigkeit homogen in der 
ganzen Schicht ist, und zweitens Kontakt- und Korngrenzenwider- 
stande vernachladssigt werden diirfen. Da in erster Linie nicht die 
Absolutwerte der Leitfahigkeit, sondern ihre relative Anderung bei 
bestimmten Vorbehandlungen interessierte, ist die wegen der geringen 
Schichtdicke experimentell nur schwer zu priifende erste Annahme 
verhaltnismaBig unwichtig. Die zweite Annahme, da Kontakt- und 
Ubergangswiderstinde zwischen den einzelnen Kristalliten der Schicht 
keine wesentliche Rolle spielen, wurde durch Messungen der Strom- 
Spannungs-Charakteristik gepriift. Wenn das OuMsche Gesetz bis zu 
kleinsten Spannungen streng erfiillt ist, kann man mit einiger Sicherheit 
annehmen, daB die Messungen nicht durch physikalisch bedingte Kon- 
taktwiderstande (Raumladungssperrschichten u. dgl.) verfalscht wer- 
den. Der rein geometrisch bedingte Engewiderstand an der Berithrungs- 
stelle zweier Kristallite kann zwar auch dann noch die Absolutwerte 
verfalschen, dieser Effekt scheint aber nicht groB zu sein, wie friihere 
Vergleiche von Pulver- und Einkristallmessungen an den verschiedensten 
Stoffen haufig gezeigt haben. Im iibrigen ist diese Verfalschung der 
Absolutwerte, wie bereits gesagt, fiir den vorliegenden Fall verhaltnis- 
maBig unwichtig. Bei den Aufdampfschichten war das Oumsche Gesetz 
meist erfiillt. Gelegentlich wurden allerdings auch Schichten mit aus- 
gepragten Gleichrichtereigenschaften gefunden, ohne daB bis jetzt ein 
Grund angegeben werden kann, welche experimentelle Bedingungen 
dazu erfiillt sein mtissen. Fig. 2 bringt 2 Beispiele fiir solche nur selten 
beobachtete nichtohmsche Charakteristiken. Bei allen im folgenden 
mitgeteilten Messungen war das OuMsche Gesetz erfiillt. 
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Durch Leerversuche mit unbedampften Quarzplatten wurde gepriuft, 
daB auch bei hohen Temperaturen der Strom durch die Quarzplatten 
klein gegen den durch die ZnO-Schichten war. Dieser war in allen 
Fallen mindestens 10mal gréBer als der durch die leeren Quarzplatten. 

Da sich wie bei den Messungen von MILLER [7] ergab, dab sich bei 
langerem Stromdurchgang, wenigstens 0 0 200 00°C 
bei hdheren Temperaturen, die Leitfahig- 
keit anderte, wurde das elektrische Feld %ar’m’ pte Berea d 
nur so lange eingeschaltet, wie es fiir 
die Messungen notig war. Es ist zu ver- 
muten, daB diese Leitfahigkeitsanderun- 
gen durch eine Mitwirkung der Ionenlei- 
tung in ahnlicher Weise verursacht wer- 
den, wie bei verfarbten Alkalihalogeniden 
die Elektronenleitfahigkeit durch das ur- 
sachlich mit der Ionenleitung verkniipfte 
Aus- und Einwandern von Farbzentren 
[14] verandert wird. 
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Fig. 2. Fig. 3. 
Fig. 2. Zwei Beispiele fiir nichtohmsche Stromspannungsabhangigkeiten am ZnO. Zum Unterschied zu 
allen anderen hier mitgeteilten Messungen war in diesen Fallen das elektrische Feld dauernd eingeschaltet, 
und es wurden jeweils die stationaren Stromwerte abgewartet, die sich etwa 2 min nach Anderung der 
Spannung einstellten. Wenn das elektrische Feld nur fiir die Dauer der Messung eingeschaltet wurde, 
waren die Abweichungen vom Oxumschen Gesetz in allen Fallen sehr viel kleiner. 


Fig. 3. Schrittweise Erniedrigung der Leitfahigkeit von ZnO durch kurzzeitiges Erhitzen iiber 300° C. 
Die ausgezogenen Kurvenstticke bezeichnen hier und in den folgenden Figuren den ,,reversiblen‘‘ Bereich. 
Sie kénnen bei zu- und abnehmender Temperatur gemessen werden. In den gestrichelten Bereichen nimmt 
die Leitfahigkeit dagegen irreversibel mit wachsender Temperatur ab. — Die Steigung der ausgezogenen 
Kurvenstiicke nimmt zu mit abnehmender Leitfahigkeit. Wegen der Kriimmung der Kurven kann jedoch 
kein einheitlicher Wert fiir eine ganze Kurve angegeben werden. Daher ist in dem unteren Teilbild, das 
diesen Zusammenhang quantitativ zeigt, die nach Gl. (2) berechnete Abtrennarbeit bei einer festen Tem- 
peratur (20 bzw. 150° C) als Funktion der Leitfahigkeit bei derselben Temperatur dargestellt. Man findet 
die als ,,Mryrrsche Regel‘‘ bezeichnete Abhangigkeit beider Gré8en voneinander. 


§ 3. Mefergebnisse. 
Eine typische MeBreihe ist bereits in das Ubersichtsbild Fig. 4 einge- 
zeichnet worden (die dick ausgezogenen Kurven Nr. 9). Die Fig. 3 und 4 
bringen weitere Beispiele. Die ZnO-Schichten besitzen bei tiefen 
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Temperaturen eine Leitfahigkeit, deren GréBe davon abhangt, wie weit 
die Oxydation durchgefiithrt worden war. Nach langdauernder Oxy- 
dation bei hohen Temperaturen ist die Leitfaihigkeit gering, unter 
Umstanden bei Zimmertemperatur unmeBbar klein. Sie ist in diesem 
Bereich unabhangig vom Sauerstoffdruck der umgebenden Atmosphire. 
Die Leitfahigkeit wachst vdéllig reversibel etwa exponentiell mit der 
Temperatur, so lange man 250° C nicht tiberschreitet. Die durch Gl. (2) 
beschriebene exponentielle Abhangigkeit ist nicht immer streng erfiillt. 
Man erhalt in der iiblichen halblogarithmischen Darstellung statt einer 
Schar von Geraden haufig Kurven, die nach oben konvex sind. 


Oberhalb von 250° C kann man beim Erhitzen in Luft keine statio- 
naren Werte der Leitfahigkeit beobachten, diese nimmt vielmehr irre- 
versibel im Laufe der Zeit ab. Man kann so die Leitfahigkeit schritt- 
weise erniedrigen und an einer einzigen Schicht die als ,,MEyERsche 
Regel bekannte Abhangigkeit der Abtrennarbeit von der Leitfahig- 
keit untersuchen (Fig. 3). 

Bei Temperaturen iiber etwa 450° C miinden alle an den verschie- 
densten Schichten gemessenen Leitfahigkeitskurven in eine einzige ein, 
deren Lage nicht von der Vorbehandlung abhangt (Fig. 4). Man findet 
in diesem Bereich die durch Gl. (3) dargestellte Abhangigkeit der 
Leitfahigkeit vom Sauerstoffdruck. 

Die Priifung dieser Abhangigkeit macht einige Schwierigkeiten. Bei tieferen 
Temperaturen (< 550°C) ist die Geschwindigkeit, mit der sich das Gleichgewicht 
einstellt, wegen der geringen Reaktionsgeschwindigkeit gering. Bei héheren 
Temperaturen (> 650° C) erhalt man ebenfalls nur eine unbefriedigende Einstellung 
des Gleichgewichts. Der Grund ist nicht bekannt, hangt aber vermutlich damit 
zusammen, da die Kristallite bei hohen Temperaturen rekristallisieren, groBer 
werden oder sich sonst in ihrem Aufbau so a4ndern, daB die Diffusion im Gitter 
erschwert wird. Fiir diese Annahme sprechen sowohl die Beobachtungen von 
v. BauMBACH und WAGNER [4], daB sich bei PreBkérpern, die bei hohen Tempe- 
raturen gebrannt worden sind, das Gleichgewicht ebenfalls nur ungentigend ein- 
stellt, wie auch die von MILLER [7], daB bei lange gebrannten PreBk6érpern auch 
im Ubergangsgebiet reversible Leitfahigkeitsanderungen gefunden werden konnen. 
DaB bei den hier untersuchten Proben bereits Temperaturen tiber 650° C aus- 
reichen, um diese Effekte hervorzurufen, diirfte an der geringen Dicke der Schichten 
liegen. Nur in dem kleinen dazwischenliegenden Temperaturintervall konnte die 
Gl. (3) mit einiger Zuverlassigkeit geprift werden. 

Der Zn-Gehalt des ZnO lat sich natiirlich nicht nur durch eine 
Oxydation in Sauerstoff oder Luft, sondern auch durch eine Reduktion 
in Wasserstoff verindern. Erhitzt man eine Schicht mit geringer 
Leitfahigkeit in Wasserstoff auf etwa 250° C, so nimmt die Leitfahigkeit 
um 4 bis 6 GréBenordnungen zu, ohne daB sich die Reduktion des 
ZnO durch die bekannte Gelbfarbung bemerkbar macht. LaBt man 
die Schichten dann in der Wasserstoffatmosphare abkiihlen, so nimmt 
die Leitfahigkeit exponentiell mit der Temperatur ab, bleibt aber 


othe 
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wesentlich gréBer als vor dem Erhitzen in Wasserstoff. Die Schicht 
behalt die hohe Leitfahigkeit auch dann, wenn man sie bei Zimmer- 
temperatur aus dem Wasserstoff heraus in die freie Atmosphare bringt. 
Man kann die oben beschriebenen Messungen in véllig gleicher Weise 
wiederholen und erhalt praktisch dieselben Ergebnisse wie an Schichten, 
die wegen zu geringer Oxydation von Anfang an eine groBe Leitfahigkeit 
besitzen. Der einzige wesentliche 
Unterschied ist, daB jetzt die irrever- 
siblen Leitfahigkeitsanderungen bei 
mittleren Temperaturen bereits um 
450°C beginnen, statt wie vorher 
bei 250° C. 

In diesem mittleren Tempera- 
turbereich lassen sich, wie bereits 
erwahnt, keine stationdren Werte 
der Leitfahigkeit erhalten. Um 
trotzdem quantitative Angaben fiir 
diese Temperaturen zu gewinnen, 
wurden die weiteren Messungen 
nicht bei konstanter, sondern bei 
kontinuierlich mit einer Geschwin- 
m7 TACT digkeit von etwa 1°/sec wachsen- 
Vabsol Jemperatur der Temperatur durchgefiihrt. Man 
Fig. 4. Nichtstationare Leitfahigkeitskurven erhalt dann be1 den verschiedenen 
von ZnO nach verschiedenen Vorbehandlungen. 5 3 
4. ZnO mit Za-tberschuB, der Bei dex Her- cchichtenm vanschheBend | an den 
stellung der Schichten im ZnO verblieben war. reversiblen Bereich kleiner Tempe- 


2. ZnO nach kraftiger Oxydation und anschlie- : 2 ; a 
fender Reduktion in Wasserstoff. 3. ZnO nach Yaturen eine irreversible Leitfahig- 


oe ee Fe icocG ease keitsabnahme bei wachsender Tem- 
Kurve wurde bei sinkender Temperatur gemessen. peratur, die gelegentlich durch neue 

Anstiege unterbrochen wird (Fig. 4), 
bis bei Temperaturen tiber 450°C alle Kurven in die eine fiir hohe 
Temperaturen charakteristische einmiinden. 

Diese Beobachtung wuBten v. BAUMBACH und WAGNER nicht zu 
deuten. Die systematische Untersuchung dieser Kurvenverlaufe ergab 
jedoch, daB sich aus ihnen eindeutige Schliisse auf den Einbau des 
liberschiissigen Zn ziehen lassen. Man findet naimlich bei den ver- 
schiedensten Schichten stets bei den gleichen Temperaturen Maxima 
der Leitfahigkeitskurven, falls die Vorbehandlung der Schichten dieselbe 
war. 

Wenn man Schichten, deren Leitfahigkeit durch kurzzeitiges Er- 
hutzen (<5 min) in Wasserstoff bis 250° C erzeugt worden war, in Luft 
von Atmospharendruck mit einer Geschwindigkeit von etwa 1 Grad/sec 
erhitzt, findet man ein Maximum der Leitfahigkeitskurven bei 150° C. 


100 200 500°C 
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Diese Temperatur ist praktisch unabhangig von der GréBe der Leitfahig- 
keit, die Streuung bei den verschiedenen Schichten ist gering (+ 20°). 

Bei Schichten, deren Leitfahigkeit wegen geringer Oxydation, also 
wegen einer groBen Zn-Konzentration, von Anfang an groB ist, erhalt 
man unter sonst gleichen Bedingungen ein anderes Maximum bei 300° C. 
Seine Lage ist wieder von der Gréfe der Leitfahigkeit unabhangig und 
streut ebenfalls nur wenig. Man erhalt dieses gleiche Maximum auch 
nach einer Reduktion der Schichten in Wasserstoff, wenn die Reduktion 
bei hoheren Temperaturen (350° C) erfolgt und die Schichten anschlie- 
Bend ldngere Zeit (>15 min) in der Wasserstoffatmosphare bei dieser 
Temperatur getempert werden. SchlieBlich erhalt man dieses Maximum 
auch dann, wenn man auf fertig praparierte ZnO-Schichten so geringe 
Mengen von Zn aufdampft, daB dieses noch keine zusammenhangende 
metallische Schicht bildet. 

Beide Maxima treten gleichzeitig auf, wenn die Leitfahigkeit sowohl 
durch urspriinglich vorhandenes, wie auch durch zusatzlich infolge einer 
Reduktion in H, eingebautes Zn verursacht wird. In Fig. 4 werden 
diese verschiedenen Méglichkeiten an einigen ausgewahlten Beispielen 
belegt. 

Diese Beobachtungen zwingen, unabhangig von der quantitativen 
Auswertung in §5, zu den Annahmen: 1. da das iberschissige Zn 
in beiden Fallen in verschiedener Weise in das ZnO-Gitter eingebaut 
wird; 2. daB die zweite Art des Einbaus mit dem Maximum bei 300° C 
die stabilere, also die energetisch giinstigere ist. 

Wie ein drittes Maximum, das gelegentlich bei etwa 450° C gefunden 
wurde, zustande kommt, bleibt noch unbestimmt. SchheBlich muB noch 
eine vierte Art des Zn-Einbaues méglich sein, da MoOLLWo angibt, daB 
bei Schichten, die mit Elektronen bestrahlt worden sind, die Leit- 
fahigkeit in Luft bereits bei Zimmertemperatur nach wenigen Sekun- 
den v6éllig wieder verschwindet. 


§ 4. EinfluB von Kupfer auf die Leitfahigkeit von ZnO. 

In der Einleitung wurde bereits gesagt, daB die Leitfahigkeit des ZnO all- 
gemein durch iiberschiissiges neutrales Zn gedeutet wird, das thermisch in Zn* 
und freie Elektronen dissoziiert. Trotzdem ware es prinzipiell méglich, daB bei 
den hier benutzten diinnen Aufdampfschichten das Kupfer, das bei der Her- 
stellung der Schichten erforderlich ist, einen EinfluB auf die Leitfahigkeit hat. 
Um diese Méglichkeit zu priifen, wurden Schichten prapariert, die einige GréBen- 
ordnungen mehr Cu enthielten, als zur Herstellung eines einwandfreien Zn-Spiegels 
erforderlich ist. Man findet tatsachlich bei sehr groBem Cu-Gehalt eine Veranderung 
der Leitfahigkeitskurven (Fig. 5), die bei hohen Temperaturen besonders auffallig 
ist. Die Leitfahigkeit wachst mit steigendem Cu-Gehalt und die Abtrennarbeit 
wird kleiner. Anderungen der Leitfahigkeitskurven findet man ebenfalls bei 
mittleren Temparaturen; Die nichtstationéren Leitfahigkeitskurven werden un- 
regelmaBiger, und die Lage der in § 3 beschriebenen Maxima streut starker. 
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Diese nur zur Orientierung durchgefiihrten Versuche haben somit ergeben, 
daB zwar bei sehr groBen Cu-Gehalten ein Einflu8 des Cu auf die Leitfahigkeit 
festzustellen ist, daB jedoch bei einwandfrei mit wenig Cu hergestellten Schichten 
ein Einflu8 des Cu, wenn iiberhaupt, nur in dem in Fig. 5 schraffierten Bereich 
anzunehmen ist. In diesem Bereich wurden recht komplizierte Abhangigkeiten 
der Leitfahigkeit von der Vorgeschichte gefunden, das ist moéglicherweise aut 
den Einbau des Kupfers zuriickzufiihren. In dem ganzen tbrigen Bereich kann 
dagegen ein unmittelbarer Einflu8 des Kupfers ausgeschlossen werden. — 
Der Mechanismus der Leitfahigkeit in den Cu-haltigen Schichten wurde nicht 
weiter untersucht, da es zweckmaBiger ist, zunachst das Verhalten des ZnO 
ohne absichtlich eingebaute Fremdatome aufzuklaren. 


oO 
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Dhar taal § 5. Diskussion der irreversiblen 


Leitfahigkettsinderungen bei nutileren 
Temperaturen. 


Das Wichtigste an den hier mit- 
geteilten Messungen ist die Unter- 
suchung der irreversiblen  Leit- 
fahigkeitsanderungen zwischen etwa 
150 und 400°C. Ihre Deutung sei 
daher besprochen, bevor die alteren 
Messungen von anderen Autoren zum 
Vergleich herangezogen werden. 
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Die nichtstationaren Vorgange 
bei mittleren Temperaturen kénnen 
zwanglos dadurch verstanden wer; 

den, da8 das beitiefen Temperaturen 

YVabsol. Temperatur : f Di ae ie 

Fig. 5. Nichtstationare Leitfahigkeitskurven ae ot ONE issoziationsg eichge- 
von ZnO mit Cu. Die Ziffern 1 bis 4 bezeichnen wicht (4) ,auftaut’’. Zuviel vorhan- 
einen wachsenden Cu-Gehalt der ZnO-Schichten. . 4 : Fi 
AuBer bei hohen Temperaturen, bei denen die denes Zn wird oxydiert, und die 
Leitfahigkeit eindeutig mit wachsendem Cu- Leitfahigkeit nimmt ab. bis der von 
Gehalt zunimmt, ist der Einflu8 des Kupfers ge- : : 
ring und wird meist véllig von dem des tiber- hohen Temperaturen extrapolierte 
schtissigen Zn verdeckt. 1. Nach Erhitzen auf if 1 1 
700° C, beisinkender Temperatur gemessen, diese Wert erreicht ist. Schreibt me 


Schicht enthielt nur so viel Cu, wie zurHerstel- die Reaktion (4) formal als Reak- 
lung eines einwandfreien Zn-Spiegels erforderlich ti kett 

ist. 2, Nach maBiger (Kurve mit Maximum) und eee 

nach nochmaliger kraftiger Oxydation. 3. Nach = 

maBigerOxydation und anschlieBender Reduktion. ZnO <— Zn ar 4 O, , (6) 


4. Nach kraftiger Oxydation, Ta he ee (5) 
<— 5 q 


so wird der Ubergang von kleinen zu groB8en Temperaturen noch deut- 
licher. Das Elektronengleichgewicht gemaB Gl. (5) stellt sich bei allen 
Temperaturen, von den kleinsten bis zu den gréBten, innerhalb kiirzester 
Zeit ein. Hingegen kann die Teilreaktion (6) einfrieren, und daher darf 
sie nur bei hohen Temperaturen bei der Berechnung der Elektronen- 
konzentration beriicksichtigt werden. Es wird hier experimentell ein 
Fall vorgefiihrt, der bereits frither diskutiert [15], aber noch nicht in 
so tbersichtlicher Weise realisiert worden ist. 


30 20:10" Grad” 
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Das ,,Auftauen“ der Teilreaktion (6), also die Oxydation des zuviel 
in das ZnO eingebauten Zn, l4Bt sich ohne Benutzung sonstiger Me- 
thoden allein mit Hilfe der Leitfahigkeitsmessungen quantitativ ver- 
folgen. Die spezifische Leitfahigkeit ist 


= ih 82a) (7) 
mit #, — Elektronenkonzentration, e = Elektronenladung = 1,6 - 10-1 Ampsec, 
v = Elektronenbeweglichkeit = mittlere Elektronengeschwindigkeit in Richtung 


des elektrischen Feldes/Feldstarke. 


Aus der Reaktionsgleichung (5) erhalt man unter Benutzung quanten- 
statischer Methoden [10}, [16] fiir die Elektronenkonzentration, falls 
der Dissoziationsgrad des Zn gering ist, 


ee Duar sth ee eee ee 
y= \2 -| a ] - [Zn]$ + e~ 2 4T , (8) 


[m* — effektive Masse der freien Elektronen, [Zn] = Zn-Konzentration, 
eé = Dissoziationsenergie der Reaktion (5).] 


In diesem Ausdruck nimmt [Zn] wegen der Oxydation im Laufe 
der Zeit ab. Man wird in erster Naherung mit einem Ansatz 


d[Zn]/dt = —s,-e-*FT - [Zn] (9) 


rechnen diirfen, in dem beriicksichtigt wird, daB bei der Oxydation 
eine Potentialschwelle der Hohe e’ thermisch iiberwunden werden 
muB8 und daB die Geschwindigkeit der jeweils vorhandenen Zn-Konzen- 
tration proportional ist. Dabei hangt der Proportionalitatsfaktor sy, 
sowohl vom Sauerstoffdruck wie auch von der Geschwindigkeit der 
Platzwechselvorgainge im ZnO-Gitter ab. Seine Bedeutung wird weiter 
unten noch genauer diskutiert werden. Die GroBen e’ und sy pflegt 
man experimentell aus der Temperaturabhangigkeit der Reaktions- 
geschwindigkeit zu bestimmen. Man kann aber auch, wie im folgenden 
gezeigt wird, die irreversiblen Leitfahigkeitsinderungen bei monoton 
wachsender Temperatur zu ihrer Berechnung auswerten. — Da beim 
Erwirmen der Schichten die Temperatur 7 monoton mit der Zeit ¢ 
wachst, erhalt man zunachst durch Multiplikation der Gl. (9) mit 
dt/dT einen eindeutigen Ausdruck fiir d [Zn |/dT. 

SchlieBlich hangt die Beweglichkeit der Elektronen in einem Halb- 
leiter erfahrungsgem4B bei hoheren Temperaturen gemaf 


(a ist eine Konstante) 


von der Temperatur ab. Bei tiefen Temperaturen ist die Abhangigkeit 
geringer. 
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Durch Einsetzen von (8), (9) und (10) in Gl. (7) erhalt man als Ab- 
hangigkeit der Leitfahigkeit von der Temperatur 


du Oe [ fe So" e~elkT . dtld 7) 
dT De NRE 2k 


und als Bedingung (dx/x)/d(1/T) =0 fiir das Maximum der Leitfahig- 
keitskurven 


Q 
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—_—_—— — —=_ 5. So o Pei Th ax 4 (11) 


bo 


Die Lage des Maximums sollte also exponentiell mit der Erwarmungs- 
geschwindigkeit der Schichten zusammenhangen. Diese Bedingung ist 
Grad 22___1#0__ 160 °C tatsachlich erfiillt, wie Fig.6 an einem Beispiel 
Graa rei sho 


— fiir das Maximum bei 150° C zeigt. 
a 7 Man kann nun aus den Messungen der Vig. 6 
ae die Werte fiir die beiden durch Gl. (9) einge- 
Ss ; fiihrten Konstanten sy und e’ entnehmen. 
S G2 Fiir 150° C erhalt man $4592 = 0,032 sec?, ferner 


S 


"6 25.2410 *Grad”! 


Vabsol Jemperatur 
: . 

Fig. 6. Die Temperatur beim Ee = 0,8 eV 22 [ade ° (42) 
Maximum der nichtstationaren 
Leitfahigkeitskurven von ZnO = sete : : : * a : . 
pease wenn man fiir die Dissoziationsenergie ¢ einen 
in Abhangigkeit von der Er- ‘ iw ; 
warmungsgeschwindigkeit. Die mittleren Wert von 0,55 eV einsetzt. Bei dem 
MeBpunkte wurden an einer : : | r : 
cinzigen Schisht uach wieder. © At Pigs dargestellten Versuch wurde sdiecer 

HO G8 ISOC RE Ota ole Wert aus den Leitfahigkeitskurven bei tiefen 


gewonnen, . 
Temperaturen bestimmt. 


So— 10%see* und 


Um eine méglichst geringe Streuung von Tmax und € zu bekommen, wurden 
alle Messungen an einer einzigen Schicht nach wiederholter Reduktion in Wasser- 
stoff durchgefiihrt. Au®erdem wurde mit Riicksicht auf die Abhangigkeit ¢ (x) 
(MeyeErRsche Regel) bei diesen Messungen besonders darauf geachtet, da durch die 
Reduktion stets Leitfahigkeiten von der gleichen GréSenordnung eingestellt wurden. 
Ubrigens ist wegen der logarithmischen Abhangigkeit der Einflu8 von « auf ¢& 
gering. Der EinfluB auf s, ist zwar etwa proportional zu ¢, dafiir interessiert im 
folgenden aber nur die GréBenordnung von sy. 

Nimmt man nicht wie in Gl. (9) an, daB die neutralen Zn-Atome 
oxydiert werden, sondern die Zn*-Jonen (was als wahrscheinlicher gilt), 
so erhalt man mit einer analogen Rechnung als einzigen Unterschied 
auf der rechten Seite von Gl. (11) den Faktor 2, also fiir e’ denselben 
Wert, sowie fiir sy59° und sy 0,016 bzw. 5 - 107 secu}. 

Sind die so gefundenen Werte fiir e’ und s) physikalisch plausibel ? 
Die Oxydation des Zn erfordert eine Bewegung des Zn oder des Sauer- 
stoffs im ZnO-Gitter, also einen Platzwechselvorgang, der eng mit dcr 
Ionenleitung und der Diffusion verwandt ist. Bei einem Platzwechsel 
ist die Uberwindung von Potentialschwellen erforderlich. Man findet 
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aus der Temperaturabhangigkeit fiir ihre HGhe Werte von der GréBen- 
ordnung 1 eV; das stimmt gut mit dem hier gemessenen Wert von 
0,8 eV tiberein. — Der Proportionalitatsfaktor sy sollte von der GréBen- 
ordnung der Frequenz » der ultraroten Eigenschwingungen des Gitters 
sein, also etwa 10!8 sect, der aus Fig. 6 bestimmte Wert ist indessen 
5 GroBenordnungen kleiner. Bei dem hier untersuchten Fall wird nun 
aber nicht bei jedem Platzwechsel ein Zn-Atom oxydiert, sondern es 
mussen dabei Zn und Sauerstoff aneinander heranriicken!. Es ist also 
aus diesem Grund zwar fiir sy, ein kleinerer Wert als y zu erwarten, der 
Unterschied von 5 GréBenordnungen scheint aber trotzdem noch zu 
groB zu sein. Diese Schwierigkeit steht aber, wenn auch noch ungeklart, 
so doch nicht isoliert da: Auch aus der Jonenleitung und der Diffusion 
erhalt man meist Werte fiir sy, die um mehrere GrdBenordnungen kleiner 
als » sind. 

Diese Diskussion der Leitfahigkeitskurven ahnelt dem Verfahren, 
das GARLICK und WILKINS [17] bei ihren Untersuchungen der Thermo- 
lumineszenz (das ist das Austreiben der bei tiefen Temperaturen in 
Phosphoren gespeicherte Lichtsumme durch Erwarmen) angewandt 
haben. Auch sie erhalten aus ihren Experimenten tiberraschenderweise 
einen Wert sy=108 sect, obwohl es sich bei ihnen um einen reinen 
Elektronenproze8, namlich um eine Dissoziation nach Art der 
Gl. (5), handelt. 

Prinzipiell k6Gnnte man geradeso wie fiir das Maximum bei 150° C 
in Fig. 6 auch fiir das Maximum der Leitfahigkeitskurven bei 300°C 
die Abhangigkeit von der Erwarmungsgeschwindigkeit messen und daraus 
é’ und s, berechnen. Tatsachlich kann man diese Messungen jedoch nicht 
mit ausreichender Genauigkeit durchfihren, weil in diesem Fall fiir 
jeden MeSpunkt eine besondere ZnO-Schicht erforderlich ist. Die Streu- 
ung an verschiedenen Schichten von etwa 20°C ist namlich so groB, 
wie der ganze Effekt in Fig. 6. Fiir das Maximum bei 300° C konnte 
experimentell daher lediglich qualitativ gezeigt werden, daB es sich bei 
zaunehmender Erwarmungsgeschwindigkeit zu hdoheren Temperaturen 
verschiebt. Fiir quantitative Aussagen ist man auf Abschatzungen an- 
gewiesen. 

Da die verschiedenen Maxima der Leitfahigkeitskurven auf dieselbe 
Ursache zuriickzufiihren sind, namlich auf Platzwechselvorgange im 

1 Man sollte daher eine Zunahme des s,-Wertes mit steigendem Sauerstoffdruck 
erwarten. Ob solch eine Abhangigkeit vorhanden ist, kann unerwarteterweise 
experimentell nicht sicher entschieden werden. Jedenfalls ist sie so gering, da 
bis jetzt einwandfrei reproduzierbare Ergebnisse nicht erhalten werden konnten. 
In anderen Fallen ist dagegen solch eine Abhangigkeit deutlich vorhanden. Mottwo 
findet bei den mit Elektronen bestrahlten Schichten eine erhebliche Zunahme der 


Oxydationsgeschwindigkeit bei wachsendem Sauerstoffdruck, auBerdem auch einen 
wesentlichen Einflu8 der Struktur der Schichten auf die Oxydationsgeschwindigkeit. 
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7nO-Gitter, ist die einfachste Annahme, daB sich die Hohen der Poten- 
tialschwellen verhalten wie die zu den Maxima der Leitfahigkeitskurven 
gehorenden absoluten Temperaturen’. Dann ist der Oxydation von 
urspriinglich vorhandenem iiberschiissigen Zn, also dem Maximum der 
Leitfahigkeitskurven bei 300°C, eine Potentialschwelle von der 
Hohe 1,1 eV zuzuordnen. Diese Annahme ist natiirlich nur als erste 
Naherung zu betrachten. Aber auch bei exakteren Rechnungen wiirde 
sich nichts an dem Schlu8 andern, daB beide Maxima verschiedenen 
Prozessen zuzuordnen sind, daB also das Zn in verschiedener Weise 
in das Gitter eingebaut ist. 

Wie schon am SchluB der Einleitung erwahnt wurde, haben Beob- 
achtungen an ZnO-Phosphoren bereits friiher dazu gezwungen, zwei 
energetisch verschiedene Arten des Einbaues von tiberschiissigem Zn 
anzunehmen. ModellmaBig werden beide so gedeutet, daB nach der 
Reduktion in Wasserstoff die aktivierenden Zn-Atome Zn**-Ionen 
neben O-~-Liicken im Gitter ersetzen (Substitutionstyp), daB dagegen 
im anderen Fall die aktivierenden Zn-Atome auf Zwischengitterplatzen 
des ZnO-Gitters sitzen (Zwischengittertyp). Nimmt man dieses Modell 
als richtig an, so muB man den Zwischengittertyp eine Aktivierungs- 
energie fiir die Oxydation von 1,1 eV (Maximum bei 300° C) und dem 
Substitutionstyp von 0,8 eV (Maximum bei 150° C) zuordnen. 

Die Versuche liefern schlieBlich noch einen Hinweis, welcher Reak- 
tionspartner, ob Zn oder Sauerstoff, bei der Reaktion im Gitter wandert. 
Man kann namlich aus der geringen Abhangigkeit der Oxydations- 
geschwindigkeit vom Sauerstoffdruck schlieBen, daB der Sauerstoff am 
zeitbestimmenden Prozef der Oxydation nicht beteiligt ist. Der nahe- 
liegendste ProzeB dieser Art ist die Diffusion von Zn. Diese Vermutung 
ist bereits friiher vor allem durch die Untersuchungen von WAGNER 
und GRUNEWALD [18] bestatigt worden, und zwar in der Weise, daB 
das Zn im dissozierten Zustand in Form von Zn*-Ionen iiber Zwischen- 
gitterplatze gemeinsam mit freien Elektronen diffundiert. 


Indessen kann diese Deutung nicht allgemein zutreffen, weil man 
dann auf jeden Fall die dem Zwischengittertyp zuzuordnende Potential- 
schwelle von 1,1 eV finden miBte. Fiir den Substitutionstyp muB man 
eine Wanderung von O-~-Leerstellen gemeinsam mit freien Elektronen 
annehmen. Dabei bleibt die Elektronenleitung eine UberschuBleitung, 
wahrend die Ionenleitung ihren Charakter andert: Im Zwischengittertyp 
ist sie eine Kationen-, im Substitutionstyp eine Anionenleitfahigkeit. 


* Durch diese Annahme verallgemeinert man den in Gl. (12) fiir einen Einzelfall 
experimentell gefundenen Zusammenhang & = 22-kTmax, der iibrigens auch bei 
der Thermoluminiszenz [17] gemessen wurde. Der Faktor 22 stellt eine Beziehung 
her zwischen der Versuchsdauer (~ 100 sec) und der Zeit 1/s)~ 1078 sec, es ist 
namlich 222 1n (100 sec/10~8 sec). 
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Leider macht das starke Uberwiegen der Elektronenleitfahigkeit es 
einstweilen unmdglich, diese Frage durch Uberfithrungsmessungen 
experimentell zu priifen. 


§ 6. Vergleich mit dlteren Messungen anderer Autoren. 

Die hier mitgeteilten Messungen bringen bei hohen und tiefen 
Temperaturen gegeniiber den alteren Messungen nichts wesentlich 
Neues. Daher kann die in der Einleitung besprochene Deutung un- 
verandert auch auf diinne Aufdampfschichten tibertragen werden. Es 
bleibt jedoch noch iibrig, die bis jetzt einander scheinbar widerspre- 
chenden Ergebnisse bei mittleren Temperaturen von dem hier ge- 
wonnenen Standpunkt aus zu diskutieren. 

MEYER und NELDEL [6] haben durch Tempern von ZnO mit groBer 
Leitfahigkeit in O, bei 400° C bei steigendem Druck die Leitfahigkeit 
schrittweise erniedrigt. Aus dieser Mittei ung ihrer Arbeit geht hervor, 
daB auch sie sich bei ihren Messungen im instabilen Zwischengebiet 
befanden, ohne da man das den Kurven 6 der Fig. 1 ansehen kann. 
Bei ihnen waren die Kristallite vermutlich sehr viel gr6éBer als in den 
hier benutzten Aufdampfschichten. Darum ist die Dauer der Oxydation 
des iiberschiissigen Zn entsprechend gr6Ber. Offenbar konnten sie aus 
diesem Grunde eine reversible Abhangigkeit der Leitfahigkeit von der 
Temperatur bis hinauf zu 400°C messen. DaB ihre Leitfahigkeits- 
kurven gerade, die hier gemessenen gekriimmt sind, diirfte auf das lange 
Tempern zuriickzufiihren sein, das den MEyEeRschen Messungen voraus- 
ging, bei dem die Zeit also ausreichte, um das stéchiometrisch tiber- 
schiissige Zn auf energetisch gleichwertige Platze gelangen zu lassen. 

Die von v. BAUMBACH und WAGNER [4] beildufig mitgeteilte Kurve 
ist an ZnO gemessen worden, dessen grofbe Leitfahigkeit durch Reduktion 
in Wasserstoff erzeugt worden war. Nach den hier mitgeteilten Mes- 
sungen beginnen in diesem Fall die irreversiblen Leitfahigkeitsande- 
rungen bereits bei so tiefen Temperaturen, wie es die WAGNERschen 
Messungen zeigen. Eine quantitative Ubereinstimmung ist wegen der 
vollig andersartigen Versuchskérper und ihrer Herstellung nicht zu 
erwarten. Méglicherweise entspricht ihr zweites Maximum dem Zwischen- 
gittertyp, das hier bei etwa 300° C gefunden wurde. 

Auch MiLLers Messungen [7] kénnen widerspruchslos eingeordnet 
werden, wenn man beachtet, daB er seine Sinterkérper lange Zeit bei 
hohen Temperaturen (12 Std bei 1200° C) gebrannt hat. Dabei hat er 
groBe Kristallite bekommen, in denen sich (wie bei [6]) das Gleich- 
gewicht wahrend der MeBdauer nicht mehr einstellen kann, weil die 
Diffusionswege bis zu den Kristallitoberflachen zu lang sind. Daher 
bleibt der Sauerstoff, der bei der Dissoziation des ZnO-Gitters gemaB 
Gl. (4) entsteht, auch bei groBen Temperaturen zum gréften Teil im 
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Innern der Kristallite. Sein Druck im Kristallinnern nimmt mit wach- 
sender Temperatur zu und setzt daher den Dissoziationsgrad, also 
auch die Leitfahigkeit, herab. So versteht man, daB MILLER eine 
kleinere Abtrennarbeit miBt als alle iibrigen Autoren (1,42 eV statt 
2,0eV). Der von ihm angegebene Wert ist eine zusammengesetzte 
GréBe, die nicht nur von der Abtrennarbeit, sondern auch von der 
Diffusionsgeschwindigkeit des Sauerstoffs abhangt. — Die geringe Stei- 
eung seiner Leitfahigkeitskurven bei mittleren Temperaturen erklart 
er durch die Bildung von Zn,-Molekiilen im Zwischengitter, die thermisch 
leichter dissoziieren als Zn-Atome. Es ist méglich, daB diese Deutung 
fiir die von MILLER benutzten Proben zutrifft. Die Herstellungs- 
bedingungen (lange Zeit hohe Temperaturen) unterscheiden sich wesent- 
lich von den sonst benutzten, man muB daher auch groBere Abweichungen 
im elektrischen Verhalten fiir méglich halten. Es liegt jedoch kein AnlaB 
vor, die Anwesenheit von Zn,-Molekiilen in den hier benutzten Auf- 
dampfschichten anzunehmen. 


Zusammenfassung. 


1. Diinne aufgedampfte Schichten von ZnO verhalten sich beziiglich 
ihrer elektrischen Leitfahigkeit bei tiefen (<100° C) und bei hohen 
Temperaturen (>450°C) so, wie es von gepreBten und gesinterten 
Pulvern bekannt ist. Bei hohen Temperaturen ist die Leitfahigkeit 
eine eindeutige Funktion der Temperatur und des Sauerstoffdrucks der 
Umgebung und unabhangig von der Vorbehandlung. Bei tiefen Tem- 
peraturen ist sie vom Sauerstoffdruck unabhangig, hangt dafiir aber 
wesentlich von der Vorbehandlung ab. Sie ist um so gréBer, je mehr 
stéchiometrisch tiberschiissiges Zn durch die Vorbehandlung in das 
ZnO-Gitter eingebaut worden ist. 


2. Bei mittleren Temperaturen kénnen keine stationdren Werte der 
Leitfahigkeit beobachtet werden. Die Leitfahigkeit nimmt bei konstanter 
Temperatur irreversibel mit der Zeit ab und nahert sich dem Wert, 
der sich durch Extrapolation von groBen Temperaturen herunter ergibt. 


3. Die Geschwindigkeit der Leitfahigkeitsinderungen in diesem 
Temperaturbereich hangt ab von der Art, in der das iiberschiissige Zn 
in das ZnO-Gitter eingebaut worden ist. Sie ist gréBer bei Zn, das 
durch Reduktion eingebaut wurde, als bei Zn, das von Anfang an bei 
der Herstellung der Schichten im ZnO verblieben war. Daraus folgt, 
daB uberschiissiges Zn energetisch verschiedene Platze im ZnO-Gitter 
einnehmen kann. 


4. Man kann die nichtstationdren Leitfahigkeitsinderungen zur 
Bestimmung der Héhe der Potentialschwellen auswerten, die bei der 
Oxydation des stéchiometrisch iiberschiissigen Zn itberwunden werden 
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mussen. Man findet experimentell 0,8 eV fiir Zn, das durch Reduktion 
in das Gitter eingebaut worden ist (Substitutionstyp) und unter 
gewissen Voraussetzungen 1,1 eV fiir den in 3. genannten zweiten Fall 
(Zwischengittertyp). 

Zur Erganzung dieser Arbeit sind Beweglichkeitsmessungen, sowohl 
der Elektronen wie der fehlgeordneten Ionen, erforderlich. Die erste 
Aufgabe ist bereits durch Untersuchungen des Halleffekts in Angriff 
genommen worden. 


Zum SchluB méchte ich Herrn Prof. Dr. R. W. Pout, sowie Herrn 
Prof. Dr. E. MoLLwo, Erlangen, fiir manche Diskussionen meinen besten 
Dank aussprechen. 


Géttingen, I. Physikalisches Institut, Februar 1950. 
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Eine mechanische Anordnung 
zur Messung kleiner Langendanderungen. 
Von 
GUNTHER LEIBFRIED. 
Mit 11 Figuren im Text. 


(Eingegangen am 6. February 1950.) 


Es wird eine Apparatur beschrieben, die die Registrierung der Fle8kurven von 
Metalldrahten mit einer Genauigkeit von etwa 10 AE gestattet. Einige mit dieser 
Anordnung erhaltene Ergebnisse an Al-Einkristallen werden diskutiert. 


1. Einleitung. 

Bei der plastischen Verformung von Metallkristallen, speziell bei Al, 
ist durch Untersuchungen mit dem Elektronenmikroskop erwiesen, daB 
die Vorstellung der Abgleitung an einzelnen Ebenen bis fast ins Atomare 
hinein richtig ist!. Die Hohe einer einzelnen Gleitstufe ist fiir eine 
2mm dicke Al-Platte etwa 1000 AE. Nach den Vorstellungen von 
FRANK? sollen diese Gleitstufen dadurch zustande kommen, da sich 
die Versetzungen etwa mit Schallgeschwindigkeit im Kristall bewegen. 
Solche schnell bewegten Versetzungen konnen an der Kristalloberflache 
oder an inneren Storflachen reflektiert werden. So kann durch wieder- - 
holte Reflexion einer Versetzung eine Gleitstufe entstehen. Dieser Vor- 
gang sollte sich in Bruchteilen einer Sekunde abspielen*®. Wenndiese Vor- 
stellung richtig ist, so hat man eine Chance, die einzelnen Gleitstufen 
als Spriinge bei gentigender Vergr6éBerung direkt in den Flie8kurven 
zu beobachten?. 


Aus diesem Grunde wurde eine Apparatur entwickelt, mit der man 
solche Effekte noch bequem beobachten kann. Gleichzeitig sollten 
eingehende Untersuchungen an Einkristallen im Anfangsteil der pla- 
stischen Verformung begonnen werden. 


1 HEIDENREICH, R. D., W. SHOCKLEY: Rep. Conf. Strength of Solids. Bristol 
1947. 


2 


* Frank, F.C.: Rep. Conf. Strength of Solids. Bristol 1947. 


8 LEIBFRIED, G., u. H. D. DinitzE: Z. Physik 126, 790 (1949). 


4 Schon friiher hat man Spriinge in den FlieSkurven beobachtet. Diese waren 


aber sehr groB (etwa 10° AE) und traten in einem Gebiet groBer plastischer Defor- 
mation auf, wo alle Effekte schon weitgehend durch die Verfestigung beeinfluBt 
sind. Vgl. die Arbeiten von R. BEcKER und E. Orowan: Z. Physik 79, 566 
(1932). 
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2. Beschreibung der Apparatur. 

Die Apparatur ist eine Verfeinerung der Honpaschen Dreh- 
spiegelanordnung, wie sie seit langem fiir Magnetostriktionsmessungen 
benutzt wird’. Das Prinzip der Anordnung ist in Fig. 4 erlautert. 
Eine Langenanderung des belasteten Drahtes duBert sich in einem 


| Fig. 1. Schematische Versuchsanordnung. 


Rollen der MeBwalze WM, welche der untersuchte Draht beriihrt. Die 
Drehung der Walze wird in der iiblichen Weise durch Abbildung 


m7 


la\ 


Fig. 2. Versuchsanordnung, MaBstab 1: 2,4. 


eines Spaltes iiber den mit M fest verbundenen Spiegel S auf eine 
Skala oder einen Registrierapparat beobachtet. Die VergroBerung ist s/r. 
s=SB ist der Abstand vom Spiegel. S zur Skala, y der Radius der 
MeBwalze. 

Zur Erhéhung der Empfindlichkeit wird man méoglichst diinne 
Walzendurchmesser wahlen. Bei der hier beschriebenen Anordnung 

1 Vgl. z. B. BECKER-DORING: Ferromagnetismus. Berlin: Springer 1939. —— 
Auch fiir plastische Messungen wurde diese Methode verwandt, z. B. M. CLAASSEN- 
NEeKLuDowna, Z. Physik 55, 555 (1929). 
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wurde die Walze durch zwei vertikal hangende, diinne Kupferdrahte 
von 5/19, mm Durchmesser ersetzt. Die Langenanderung des belasteten 
Drahtes mu8 nun in geeigneter Weise in ein Rollen der MeBdrahte 
iibersetzt werden. Fig. 2 zeigt, wie dies erreicht wurde. 

Der belastete Draht K ist iiber 2 Halterungen (H,, H,) mit 2 Alu- 
miniumvierkanttragern (Z,, Z,) fest verbunden. Auf diesen Tragern 
sind Spiegelplatten (P,, P,) aufgebracht, zwischen denen die MeB- 
drahte M, M’) durchhaingen. Die Platten werden durch ein federndes 
Rollenlager R (Fig. 3, oben) leicht angedriickt. Jede Langenanderung 
des Drahtes zwischen H, und Hy, duert sich so in einem Rollen der 


OAs LLL LL TELE LL AES ps eo 
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Fig. 3. Aufsicht, MaBstab 1: 2,6. Fig. 4. Seitenansicht, MaBstab 1: 2,6. 


beiden MeBdrahte. Das Rollen der MeBdrahte , M’ wird tiber die 
Spiegel S, S’ in derselben Weise beobachtet, wie es in Fig. 1 erlautert 
ist. Fig. 3 und 4 geben Details der Anordnung in Aufsicht und Seiten- 
ansicht wieder. Die Figuren geben die Anordnung etwa maBSstabs- 
getreu wieder. Nur ist der Abstand zwischen K und den MeBdrahten 
in Wirklichkeit kleiner, um unnotige Drehmomente zu vermeiden. Die 
Fuhrung der Trager erfolgte durch die in den Figuren angedeuteten 
Rollenlager aus Spezialstahlwalzen in Steinlagern. Die Spiegel S, S’ 
und die Waagschale sind durch ein Olbad gedampft?. 

Bei den ersten Versuchen wurden Durchmesser der MeBdrahte bis 
herunter zu 14/,9) mm mit befriedigenden Resultaten benutzt. Doch 
erfordert die Verwendung sehr diinner Drahte in der verhaltnismaBig 
robusten Apparatur besondere Vorrichtungen. Endgiiltig benutzt wur- 
den daher Kupferdrahte mit 5/;5) mm Durchmesser, welche sich noch 
ohne Schwierigkeiten behandeln lassen. Die Lange des Lichtweges bis 
zur Skala, bzw. bis zum Registrierapparat betrug 8m. Die optische 
Abbildung war so gut, da® der abgebildete Spalt als eine scharfe Linie 
von etwa */,mm Breite erschien. Die VergréBerung ist etwa 3-105 


1 Herrn Dipl.-Ing. Maaz (Firma Winkel-Zeiss, Géttingen) und Herrn Dipl.-Ing. 
HEINLEIN danke ich fiir die kostenlose Uberlassung von Einzelteilen. 
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und das bedeutet: 1mm auf der Ableseskala entspricht einer wirk- 
lichen Langenanderung von etwa 30 AE. 

Macht man sich das klar, so bekommt man zunichst Angst vor der 
Apparatur. Denn es kann doch gar keine Rede davon sein, daB die 
benutzten Spiegelplatten und Drdahte in so kleinen Bereichen noch als 
eben oder rund angesehen werden kénnen. Man erwartet, daB die 
Drehung der Spiegel alles andere eher anzeigt als die wirkliche Langen- 
anderung. Tatsachlich aber ist die Anzeige gut reproduzierbar. Das 
muB daher riihren, daB die sicher vorhandenen Unebenheiten der 
Platten und Drahte sich iiber die 30 mm lange Beriihrungslinie weg- 
mitteln. Genau genommen ist es ebenso wunderbar, daB die MeBdrahte 
uberhaupt rollent. Fiir die Giite der Messung hat man eine Kontrolle, 
da jeder Me®draht fiir sich eine unabhangige Messung der Langen- 
anderung liefert. Stimmen beide itiberein, so wird man gegen die 
Methode keine grundsatzlichen Bedenken 4uBern kénnen. Wie aus den 
im folgenden gezeigten Aufnahmen hervorgeht, ist die Ubereinstimmung 
vollkommen. Damit ist auch gezeigt, daB die Drahte rollen (vgl. Fig.41). 

Eine Einschrankung muB hier gemacht werden. Die MeBdrahte 
sind natiirlich nicht genau rund. Der Kriimmungsradius des Drahtes 
wird an der Beriihrungsstelle mit den Spiegelplatten variieren. Man 
wird daher nicht verlangen kénnen, daB beide MeBdrahte die gleiche 
VergroBerung aufweisen, ja man kann nicht einmal erwarten, daB die 
VergroBerung fiir einen einzelnen MeBdraht konstant ist. Doch gibt 
dieser Einflu8 nur langsame Veranderungen in der VergroBerung in dem 
Sinne, daB feine Einzelheiten in den FlieBkurven fiir beide MeBdrahte 
immer vollig gleich herauskommen. An dieser Stelle legt auch die 
Schwierigkeit, die einer Absolutmessung entgegenstehen. Gelegentlich 
erhalt man Vergr6Berungsunterschiede bis zu 10%. Man kann daher 
bestenfalls eine absolute Genauigkeit von 10% erwarten. Dagegen ist 
die relative Genauigkeit bei der Untersuchung von Einzelheiten in den 
FlieBkurven viel gréBer. Im iibrigen hat man immer durch die doppelte 
Messung ein Kriterium fiir die Zuverlassigkeit der Beobachtungen?. 

Es ist klar, daB schon geringfiigige Temperaturschwankungen bei 
dieser hohen Empfindlichkeit vermieden werden miissen. Daher ist 
der Raum, in dem sich die Apparatur befindet, mit einem Kontakt- 
thermometer ausgeriistet, welches eine auf etwa 1/,, Grad konstante 


1 Die meisten Drahte sind nicht yon vorneherein rund, in dem Sinne, daB 
sie zwischen 2 Spiegelglasplatten eine rollende Bewegung ausfiihren. Man kann 
sie aber durch langeres Hin- und Herschieben der Platten so lange massieren, 
bis sie wirklich rollen. 

2 Dr. THIELEMANN von der Isabellenhiitte in Dillenburg a. d. Lahn hat in der 
letzten Zeit eine ahnliche Apparatur fiir Messung der thermischen Ausdehnung 
entwickelt. So weit mir bekannt ist, arbeitet er nur mit einem MeBdraht. Die 
Messung ist daher nicht so betriebssicher. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. 39 
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Temperatur gewahrleistet. Zudem ist die Apparatur in einem Gehause 
eingebaut und ruht aus Griinden der mechanischen Stabilitat auf einer 
groBen Metallmasse (Fig. 2). Die Warmekapazitat der Anordnung ist 
daher groB und die geringfiigigen Schwankungen der Zimmertemperatur 
machen sich bei der Messung gar nicht mehr bemerkbar (Fig. 10). 

Die Belastung erfolgte genau in der durch Fig. 2 erlauterten Weise 
iiber ein groBes Rollenlager. Naturgema® ist die Reibung in diesem 
Lager trotz aller Anstrengungen ziemlich groB, sie liegt etwa bei 1% 
der Belastung. Hier liegt der gréBte Reibungsanteil, da die tibrigen 
Lager kaum belastet sind. Man wird aber annehmen kénnen, daB die 
Reibung annahernd konstant ist und daher die Flie8kurven ohne 
wesentliche Verzerrung wiedergegeben werden. Weiterhin werden sich 
Reibungseffekte wie Verhaken usw. in verhaltnismaBig kurzen Zeiten 
abspielen. Findet man daher Strukturen in den Kurven, die sich bereits 
iiber Minuten erstrecken, so wird die Reibung hier keinen wesentlichen 
Anteil haben. Zudem hat man eine Méglichkeit, den EinfluB der Reibung 
dadurch festzustellen, daB man sich von der Reproduzierbarkeit der 
Anzeige bei Be- und Entlastung tiberzeugt. Innerhalb der MeBgenauig- 
keit findet man hier keinen Einflu8. Bei Entlastung und sofortiger 
folgender Belastung wird die Anzeige wiederhergestellt?. Das Auf- 
setzen der Gewichtstiicke erfolgte von Hand. Die Gewichtstiicke 
hangen an diinnen Faden, um ein moglichst stoBfreies Aufsetzen zu 
erzielen. Schwierigkeiten treten hierbei nicht auf. Die Einstellzeiten 
der Sptezel™o, 4S. sind’ eiwar 4,4 sec: 

Die Anordnung ist gegen Erschiitterungen verhaltnismaBig unempfindlich. 
Die Apparatur war im Keller des Instituts auf einem in der Wand eingelassenen 
Sockel montiert. Tagsiiber beobachtete man kurzzeitige Oszillationen von etwa 
--10 AE, vermutlich infolge der Erschiitterungen durch laufende Maschinen usw. 
Trotzdem konnte man ohne weiteres Registrierkurven aufnehmen. Die Kurven 
wurden nur etwas breiter. Nachts war die Anordnung vdéllig schwankungsfrei. 


Bewegungen und Hantierungen im Raum stéren nicht. Die Anordnung ist daher 
trotz ihrer hohen Empfindlichkeit ziemlich betriebssicher. 

Der MeBbereich der Anordnung ist etwa 4/,9, mm, entsprechend einem MeB- 
bereich von 45° fiir die Drehung der Spiegel S, S’. Die Neueinstellung wurde 
durch vorsichtiges Abheben der Trager T voneinander unter gleichzeitiger Ent- 
lastung vorgenommen. Eine leichte Biegung des untersuchten Drahtes laBt sich 
bei dieser Operation nicht vermeiden. Diesem Ubelstand kann man dadurch ab- 
helfen, da8 man Polygonspiegel benutzt. Dadurch wird der MeBbereich beliebig 
gro8 und man braucht wahrend der Messung nicht stérend einzugreifen. Der 
Einbau solcher Spiegel ist vorgesehen. Doch werden hierfiir diinne Spiegel sehr 
guter optischer Qualitat (normale Galvanometerspiegel reichen nicht aus) bendtigt, 
wahrend bisher 2mm dicke Spiegel benutzt werden konnten, die man leicht in 
einer guten Qualitat erhalt. Die Aufhangung der MeSdrahte befindet sich 40 cm 


uber A (Fig. 2), um nach Méglichkeit ein riicktreibendes Drehmoment durch die 
Aufhangung zu vermeiden. 


1 Jedenfalls ist eine gleichzeitige Kontrolle der Belastung anzustreben. 
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3. Experimentelle Ergebnisse. 

Fir die Messungen standen Al-Einkristalldrahte von 1,8 mm Durch- 
messer zur Verfiigung?. Die MeBlange (Abstand H, zu H,) betrug 45mm. 
Eine Abgleitung von 1000 AE entspricht fiir eine Gleitebene unter 45° 
zur Drahtachse (ein Fall, der bei Al praktisch immer verwirklicht ist) 
einer Langenanderung von 700 AE, auf dem Registrierfilm also etwa 
20mm. Langenanderungen in dieser Gré8enordnung sind bequem zu 
beobachten und sollten nach dem in der Einleitung Gesagten innerhalb 
von Bruchteilen einer Sekunde vor sich gehen. Doch sucht man in den 
FlieBkurven vergeblich nach solchen scharfen Spriingen?. Daraus sollte 
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Fig. 5. Normaler Verlauf. Ausgangsbelastung 1,35 kp. An den mit +10 bezeichneten Stellen weitere 

Belastung um je 10 g. An den unterbrochenen Stellen der Zeitachse ist die optische Anordnung umjustiert, 

um das weitere FlieBen auf dem Registrierfilm zu halten. Dabei bleibt der Abstand zwischen den beiden 
unabhangigen FlieBkurven nicht erhalten. MaBstab 1:5. 


man schlieBen, daB der FRANKsche Reflexionsmechanismus in der 
vorgeschlagenen Form nicht verwirklicht ist. 

Die Messungen wurden mit Gesamtlasten bis 2 kp durchgefiihrt. 
Dem entspricht eine Zugspannung von 0,8 kp/mm? und eine Schub- 
spannung im Gleitsystem von etwa 0,4 kp/mm?, dem Zehnfachen der 
elastischen Grenze. 

Bisher wurden nach vielen Vorversuchen 2 Kristalle griindlich 
untersucht. Die Untersuchung geschah in folgender Weise. Der Kristall 
wurde mit steigenden Gewichten belastet, so daB die FheBgeschwin- 
digkeit nicht zu groB wurde und eine gute Registrierung méglich war. 
In den Gebieten der gré8Bten Beanspruchung muBte daher immer mit 
5 bzw. 10g weiter belastet werden. Fig.5 zeigt eine normale Auf- 
nahme mit einer dreimaligen zusatzlichen Belastung von je 10g. Das 


1 Die Kristalle stellte Herr Prof. Masine freundlicherweise zur Verfigung. 

2 Dieses negative Ergebnis gab Veranlassung zu theoretischen Betrachtungen 
iiber die Reibung einer Versetzung, welche zeigt, daB eine Versetzung nicht Ge- 
schwindigkeiten von der GréBenordnung der Schallgeschwindigkeit erreichen kann. 
G. LEIBFRIED, Z. Physik 127, 344 (1950). 
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langsame FlieBen zwischen den einzelnen Messungen wurde nicht 
registriert. Auf diese Weise kann man eine ziemlich liickenlose Lebens- 
eeschichte des Kristalls im Anfangsgebiet der plastischen Verformung 
aufnehmen. 


Fiir quantitative Aussagen miissen noch weitere Kristalle untersucht 
werden. Qualitativ lassen sich bisher folgende Aussagen machen. 
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Fig. 6. Kurzzeitiger Buckel. Fig. 7. Langzeitiger Buckel. Fig. 8. Buckel und wellige 
MaBstab 1: 2,5. MaBstab 1:3,3. Belastung 1,5 kp. Struktur. MaBSstab 1: 2,5. 
Belastung 1,45 kp. Belastung 1,48 kp. 


1. Die FleBkurve ist keine glatte Kurve. Sie weist Unebenheiten 
und Buckel auf. Die GréBe der Buckel liegt zwar in der GroBenordnung 
der bei Alim Ubermikroskop beob- 

Sas 22 achteten Gleitstufen von 1000 AE, 

— doch hegt der zeitliche Ablauf des 
entsprechenden Vorgangs zwischen 

1 sec und 1 min (Fig. 6, 7, 8). Solche 

Unebenheiten treten nur selten 

auf. Bei esmem Kristall wurden 


1000AE 


— 


L 
iA 


Fig.9, Elastische Nachwirkung. Ausgangsbelastung Fig. 10. Flastische Nachwirkung. Ausgangsbelastung 
1,815 kp. Ent- und Belastung um 0,1 kp. 1,85 kp. Ent- und Belastung um 0,1 kp. 
Mafstab 1: 3,3. MaBstab 1: 2,5. 


bis zu einer Belastung von 1,8 kp, wobei auf dem Kristall schon 
viele Gleitlinien zu sehen sind, etwa 12 festgestellt. Wenn die 
Stufenbildung sich wberhaupt in der FlieBkurve bemerkbar macht, 
so kann man ja sicher nicht verlangen, daB man jede einzelne Stufe 
sehen kann. Die Abgleitung innerhalb einer Stufe geht ja doch 
nach diesen Ergebnissen vergleichsweise langsam vor sich, und so 
hat man immer eine Uberlagerung vieler Prozesse, die die Einzelheiten 
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verwischen. Allerdings zeigen die FlieBkurven teilweise eine etwas 
wellige Struktur, die man gerade noch erkennen kann (Fig. 8). 

2. Die elastische Nachwirkung in diesem Gebiet liegt bei 5% der 
elastischen Dehnung. Fig.9 zeigt einen typischen Fall: Der langsam 


fleBende Kristall wird um 100g ent- 
lastet und anschlieBend nach etwa 
2min wieder belastet. In den ersten 
Minuten zeigt sich eine elastische Nach- 
wirkung, dann bleibt die Lange fir 
einige Stunden praktisch konstant. 
(Fig. 10 zeigt eine solche Registrierung 
uber 4 Std bei verkleinerter Empfind- 
lichkeit der Anordnung, und illustriert 
gleichzeitig die gute Temperaturkon- 
stanz der Anordnung.) AnschlieBend 
setzt dann wieder langsames FlieBen ein. 

3. Uber den Beginn des FlieBens und 
iiberhaupt iiber das Verhalten bei sehr 
kleinen Lasten konnen aus folgendem 
Grund keine stichhaltigen Aussagen 
gemacht werden. Es ist praktisch nicht 
moglich, einen Einkristall von 1,8 mm 
Durchmesser unverbogen in die Appa- 


ee 

— 

— 

ae ST 

— 
= “23 Se oes aa 
PES ee ee 
Fig. 11. Aufeinanderfolgende Entlastun- 


gen um 10, 10, 5, 20, 10 und 10g. An- 
schlieBend Belastung um 50 und 5g. Die 
Figur zeigt die gute Ubereinstimmung 
zwischen den beiden unabhangigen Mes- 
sungen urd die gute Reproduzierbarkeit 
der Einzelmessung. MaBstab 1:2,5. 


ratur einzubauen. Daher wird man anfanglich immer Biegungseffekte 
mitmessen, die fiir kleine Belastungen das Resultat betrachtlich ver- 
falschen kénnen. Daher sollte man mit dickeren Kristallen arbeiten, 
bei denen dieser EinfluB wesentlich verkleinert wird. 


Gottingen, Institut fiir theoretische Physik. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, S. 588—609 (1950). 


Die elektrostatische Gitterenergie 
eines neutralen ebenen, insbesondere 
alternierenden quadratischen Gitters. 


Von 
Otto EMERSLEBEN, Berlin-Zehlendorf. 


Mit 4 Figuren im Text. 
(Eingegangen am 3. Dezember 1949.) 


Die MaprtunGc-Konstante unendlich ausgedehnter ebener neutraler Gitter, die 

sich nach dem friither vom Verfasser angegebenen Verfahren unmittelbar berechnen 

14Bt, wird fiir mehrere Ionenanordnungen, darunter die alternierende gemaB den 

001-Ebenen des Steinsalzgitters auf einem mittelbaren aber sehr schnell durch- 

fiihrbaren Weg berechnet. AuBer fiir das Newronsche Kraftgesetz werden auch 

fiir die Exponenten s = 2,3 und 4 der Kraftfunktion die entsprechenden Kon- 
stanten der Gitterenergie mitgeteilt (Tabelle 2). 


§ 1. Ubersicht. 


Die elektrostatische Gitterenergie (das Selbstpotential) eines wun- 
endlich ausgedehnten — neutralen — rdumlichen Gitters ist fir alle 
wichtigen Sonderfalle numerisch berechnet worden durch Bestimmung 
der ,, MADELUNG-Konstanten“ des betreffenden Gitters. M. Born! hat 
ferner jede neutrale periodische raumliche Ladungsverteilung zuriick- 
gefihrt auf eine allgemeine Funktion dreier Veradnderlicher, das vom 
Verfasser tabulierte Grundpotential?. AuBer fiir den Wert s=1 des 
NeEwtTonschen Potentials liegen Berechnungen fiir andere Exponenten s 
der Kraftfunktion vor, insbesondere beim Gitter vom Steinsalztyp®. 


Fiir die wnendliche neutrale Gittergeryade finden sich die Berech- 
nungen bereits in der grundlegenden Arbeit von E. MADELUNG? nicht 
nur in allgemeinen Ausdriicken sondern auch mit dem bekannten 
numerischen Ergebnis, daf — in der heutigen Ausdrucksweise — 
—2lg2 die Maprtunc-Konstante der unendlichen aquidistanten 
alternierenden Punktreihe ist. 

Im Gegensatz zu den Dimensionszahlen # = 1 und 3 liegen fiir p =2, 
fiir ebene Gitter, jedoch ausgesprochen wenig exakte Berechnungen vor, 
obwohl auch diese von Interesse sind. 


1 Born, Mi Z. Physik 7) 124 (1924). 

2 EMERSLEBEN, O.: Phys. Z. 24, 97 (1923), insbes. S. 100 Tabelle 1. 

5 Zusammengestellt: O. EMERSLEBEN, Arch. Metallkde. 2, 15 (1948), insbes. 
Zahlentafel 1 und Abb. 2, sowie Berichtigungen: 2, 328; 3, 118 (1949). 

“ Mavetunc, E.: Phys. Z. 19, 524 (1918), insbes. Ziff. 6 mit Formel (12). 
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Zwar werden allgemeine Formeln fiir das Feld einiger Falle ebener 
Punktgitter ebenfalls bereits von MADELUNG! aufgestellt. 

Auch die allgemeinen Ausfiithrungen iiber das Bornsche Grund- 
potential? lassen sich ohne weiteres auf den zweidimensionalen Fall 
vereinfachen. Eine solche zweidimensionale Darstellung war es auch, 
fiir die der Verfasser eine gewisse Minimaleigenschaft (,,BoRNsche 
Vermutung“’*) dieser Funktion bewiesen hat * 5, 

Die zur numerischen Berechnung ebenso wie zur Ableitung wich- 
tiger Eigenschaften dieser Kristallgitter geeignete Epstrtnsche Zeta- 
funktion wurde vom Verfasser fiir jede Dimensionszahl p aufgestellt 
und in eine fiir Zahlenrechnungen brauchbare Form gebracht®. Spe- 
zielle Eigenschaften solcher Funktionen zweiter Ordnung (d.h. fiir 
p = 2) wurden auf technisch-physikalische Probleme angewandt; hierfiir 


wurde die Funktion °)Z 5 | (de numerisch berechnet’?. Spater stellte 
sich heraus, daB einige dieser Werte sich durch einfache geschlossene 
Ausdriicke darstellen lassen, insbesondere 8 


(279 


| Qe= alg 2. (1) 


Definition und im vorliegenden Zusammenhang interessierende Eigen- 
schaften dieser Funktionen sind im Anhang zusammengestellt. Einige 
Eigenschaften dieser Zetafunktionen des ebenen Gitters, insbesondere 
fiir h =0, besitzen zwar hohes mathematisches, insbesondere algebra- 
isches Interesse (KRONECKERsche Grenzformel), ohne daB jedoch die 
Gr6Ben berechnet und Eigenschaften untersucht worden sind, die fiir 
die Physik der Kristallgitter Bedeutung besitzen. Auch fiir den Fall 
s =1, das NEwTonsche Potential, sind numerische Werte der MADELUNG- 


Konstanten des ebenen Gitters, also z. B. Werte von ZV : (1)5, nicht 
bekannt geworden. Obgleich die Reihe ola 
co | | 
Y (1 2 = Z| (1)o 2) 
n=1 \n 12 


— r,(n) sei die Anzahl der Zerlegungen der ganzen Zahl n=O in die 
Summe von # Quadraten (vgl. Anhang, Ziffer 9) — fiir p — 2 — bedingt — 


1 MapELunG, E.: Phys. Z. 19 524 (1918), insbes. Ziff. 3, 4, 8. 

2 Born, M.: Z. Physik 7, 124 (1921). 

3 Born, M.: Z. Physik 7, 140 (1921). 

4 EMERSLEBEN, O.: Gitterpotentiale und Zetafunktionen. Diss, Géttingen 
JSP, Akerloty 45 Glo) Anis sl sy 

5 Vgl. auch M. Born, Atomtheorie des festen Zustandes (=) Math?) inc: 
Bd. V/3, S. 527—781), S. 732 mit FuBnote 261. Leipzig 1923. 

6 EMERSLEBEN, O.: Phys. Z. 24, 73 (1923). 

7 EMERSLEBEN, O.: Phys. Z. 26, 601 (1925), insbes. Anhang sowie S. 605 mit 
Tabelle 1, Fig. 4 u. Fig. 5. 

8 EMERSLEBEN, O.: Math. Ann. 121, 103 (1949). 
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konvergiert, ist nicht einmal fiir diesen wichtigsten Fall h, es des 
alternierenden quadratischen Gitters der numerische Wert explizite 
mitgeteilt worden! . Diese Liicken sollen im folgenden ausgefiillt werden. 

Mit Riicksicht auf die durch die Fortschritte auf diesem Gebiet 
gestiegenen Genauigkeitsansprtiche an Kristallgitterenergieberechnungen, 
bei denen der elektrostatische Anteil, wenn vorhanden, den tberwie- 
genden Teil ausmacht, muB man von vornherein die Berechnung mit 
geniigender Stellenzahl durchfihren. 

Dabei zeigt sich, daB man unter Benutzung der vom Verfasser 
frither vorbereiteten Formeln besonders einfach dann zum Ziel gelangt, 
wenn man die Werte der Zetafunktionen nicht fiir # = 4 unmittelbar, 
sondern zunichst fiir #0 berechnet und hiermit unter Benutzung 
handlicher Funktionalgleichungen® «die Werte fiir 4=4 sowie hj =O, 
igs und h=* erhalt. 


1 Der Arbeit von MapEeLtune [Phys. Z. 19, 531 (1918)], konnen aus dem 
Rechenschema fiir das Beispiel des kubischen Gitters die Zahlen entnommen 
werden, die den Wert dieser Konstanten fiir ebene alternierende Gitter ergeben 


miissen: 4- 2,767 + 0,228(6) = 1,612. Wenn man hier im ersten Summanden 
den genaueren Wert 4 lg 2 = 2,7726 verwendet, ergibt sich 1,614(9), also innerhalb 
der dort vorhandenen Stellen bereits eine gute Naherung zu dem von uns — vgl. 


(9a) — erhaltenen Wert 1,6155. Auf diese Werte von MADELUNG stiitzt sich auch 
I. N. STRANSKI in seiner grundlegenden Arbeit ,,Zur Theorie des Kristallwachs- 
tums‘ [Z. phys. Chem. 136, 250 (1928)]. 

A (1)5 schon in folgendem Zusammen- 


2 Implizite kommt der Wert von Z ki 


22 
hang vor: Von den wiederholbaven Schritten, je mit Energiebedarf ®)=@®’+ 0” +O”, 
durch die W. KossEL, Quantentheorie und Chemie — Leipziger Vortrage 1928 — 
S. 1—46, insbes. S. 15—23, zur Beschreibung der Vorgénge beim Kristallwachstum 
den Aufbau eines Steinsalzgitters zustande kommen 1a8t, muB (bei Aufbau in den 


| 
Wiirfelebenen 100) @’+@”=—3Z/°° (1), sein, wobei Dig = le 2 und Of, 


1 
s 
die Einzelbeitrage der Anlagerungsenergien von ,,Kette*’ und ,,Ebene‘S bedeuten. 
( 

|" 
ebenen, quadratischen alternierenden Einheitsgitter (d. h. mit Gitterkonstante 1 
und Ladungen = 1) ein Jon herauszulésen. Man kann nun in mannigfacher Weise 
dies unendlich ausgedehnte Gitter (ohne jenes Ion) in bezug auf dies Ion in zwei 
gleichberechtigte Halften teilen. Der elektrostatische Anteil der Arbeit, um an 


ein solches Halbgitter jenes Ion anzubauen, betragt (bei Summation etwa nach 


el 
2 


In der Tat: Aus Symmetriegriinden ist — Z )g die Arbeit, um aus einem 


loo 
wachsender Entfernung) ma ; (1)5. Eins unter diesen unendlich vielen 
Vy 


Halbgittern ist das von W. KosseEL betrachtete Teilgitter; namlich bei Teilung 
parallel zur Quadratseite, wobei die in Héhe des betreffenden Ions liegenden Ionen 
dazugehéren, soweit sie auf einer Seite dieses Ions liegen. Dies Halbgitter hat die 
von Herrn KossEL wesentlich benutzte Eigenschaft der Wiederholbarkeit der 
Anlagerung in gleich groBen Schritten. Der dort mitgeteilte Wert Doo = 0,1144 


ergibt 2 (toy + Bigg) = 1,6151. Wir erhalten gemab (9a): — Z °° 


(0s = 1,6155. 
a] 
3 EMERSLEBEN, O.: Math. Ann. 121, 103 (1949), Formeln (8), (16) u. (18). 


w| ao 


: a ATM e278 (Eh) se Say: n 
r(}) OZ 1, Se= - |: = ( 9 —_ Ne ee aa 
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Bei der Bezeichnung der Epstrinschen Zetafunktionen bedienen 
wir uns wie bisher’ im wesentlichen derjenigen, die P. EpsTery in 
seiner ersten Arbeit? verwendet hat. 


iy mae : atte ae WONIee MOlllann 
$ 2. Entwicklung einer einfachen Darstellung fiir “)Z|~|(41),. 
ined 


Man kann von der bekannten Formel fiir die Epsrernsche Zeta- 
funktion p-ter Ordnung der Veranderlichen s mit den oberen Para- 
metern g; und unteren 4; sowie der quadratischen Form » mit Deter- 


minante D, deren reziproke Form @ sei, ausgehen 


die fiir beliebiges wm >0 gilt. Dabei sind die mit ’ bezeichneten Ope- 
rationen nur auszufiihren, wenn alle g; ganzzahlig sind, die mit " be- 
zeichneten Operationen nur, wenn alle 4; ganzzahlig sind. 


Dies, ergibt fir b=2, s=1 und g=0: 


Aus der Reihendarstellung der ‘))-Funktionen ergibt sich, dab 
diese beiden Integrale bei gliedweiser Integration auf Gausssche Fehler- 
integrale 


x 


yg | onan mF) (5) 


0 


1 EMERSLEBEN, O.: Phys. Z. 24, 73 (1923). 

2 EpsTEIN, P.: Math. Ann. 56, 615 (1903). 

3 EMERSLEBEN, O.: Phys. Z. 24, 77 (1923), Formel (19). In der zweiten Zeile 
der rechten Seite von (19) beginnt der Exponent der beiden Exponentialfunktionen 
(hinter “) mit je einem — -Zeichen, die in einem Teil der Auflage nicht deutlich 


sind. 
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fiihren1, also beidemal auf dieselbe, tabulierte Funktion? 3. Diese Be- 
sonderheit, daB in beiden Integralen dieselbe Funktion auftritt, ergibt 
sich regelmaBig fiir s = /2, also in der Mitte des kritischen Streifens der 
Zetafunktion (vgl. Anhang, Ziffer 11). Dies laBt sich besonders vor- 
teilhaft ausnutzen, wenn alle h;=0 sind, so daB die Integrale bis auf 
die quadratischen Formen Hoare werden. Wenn diese reine Quadrat- 
summen sind, p= ¢=6 mit D=1 (Anhang, Abschnitt A), werden die 
Integrale vollends identisch. Wahlt man in diesem Fall m =1, werden 
beide Integrale gleich. Fiir =2 erhalt man: 


Z(0|o=2 | ye (8 |o|@o—1) 424. (6) 
fT | / 
In Anderung der Schreibweise der bekannten Reihendarstellung ist 
fin poe: 
9/0) @) (z)5 ita) (it BE (7) 


Huns 0) unde 0 oe 


lo, 2) 


7 i= [1 —F (Vnza)). (5a) 
A yz in 


Daher erhalt man wegen der gleichmaBigen Konvergenz der #-Reihe (7) 
fiir z >0 durch gliedweise Integration der rechten Seite von (6): 


oz |C|e=—4+2 > 9 (aw (Vaal, (8) 


ar 


also eine einfache sehr schnell konvergente Reihe, deren numerische 
Berechnung im folgenden durchgefiihrt wird: 


§ 3. Numerische Berechnung von OZ) 5 | (to: 
Die numerische Berechnung von (8) ergibt sich aus Tabelle 1. Wie 


man a sieht, ‘Teichen die Glieder 7 =1 und 2 der Reihe (8) im wesentlichen 


1 Die ebenfalls gebrauchliche Bezeichnung @(#) fiir diese Funktion kénnte 


za Verwechslungen mit anderen potentialtheoretischen Verwendungen des Buch- 
stabens @ fiihren. 


t 
wee 2 2 
2 BurGEss, J.: On the definite integral —— eo dt, with extended tables of 
It 
0 a 
values. Edinburgh 1898. — Trans. Roy. Soc. Edinburgh 39, II, No 9. — 


8 CzuBEr, E.: Wahrscheinlichkeitsrechnung, Tafel I (S. 569—571) Leipzig 1903 
und Tafeln I der neueren Auflagen. 
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Tabelle 1. 
F 00 Vy (2) 
Berechnung von Z aa (4)s5=—4+8 yao : F (V1 na) | 
pe tn | =. [-— 2 (n) i j= 
| 2 (72) | 1 F (nz) a i1—F (/n=)] 
| ls 
1 4 0,012188 882 0,012188882 
2 + 0,000 392751 0,000 277 717 
3 | 0 @) 
4 4 0,000 000 535 0,000 000 268 
LS 8 0,000 000021 0,000000 019 
6 (@) O 
7 0 a 
8 - 0,000 000 000 002 0,000000 000001 
8 - 0,012466885 — 4 
= 0,09973508 — 4 
° °F 4) == 3,900 264 92 
Gea <2 wets, - 


zur Berechnung auf 6 Stellen aus. Da die benutzte Tafel! das Fehler- 
integral mit geniigender Stellenzahl nur fiir Vielfache von 0,002 ent- 
halt, wurde bei diesen Gliedern quadratisch interpoliert. Die Glieder 
fiir »=3, 6, 7 verschwinden, da fiir diese 7,.(”) =O ist. Um zur Ver- 
meidung von Abrundungsfehlern die Glieder fiir 7 = 4 und 5 zu beriick- 
sichtigen?, empfahl sich eine ohne weitere Mihe erzielbare VergréBerung 
der Stellenzahl. Weil 7,.() fiir alle » >0 durch 4 teilbar ist?, wurde die 
Einzelmultiplikation in der Summe nur mit 7,(m)/4 durchgefiihrt. Es 
ergibt sich: 

z | 

(00 


|(1)6= — 3,900 26492. (9) 


lA) - 


y 
Auf Grund der Funktionalgleichungen* zwischen EpstTrmnschen 
Zetafunktionen zweiter Ordnung mit verschiedenen Werten der unteren 


§ 4. Numerische Berechnung unter anderem von )Z 


t 
1 BurGess, J.: On the definite integral Bs jis dt, with extended tables of 


eT 


values. Edinburgh 1898. — Trans. Roy. Soc. Edinburgh 39, II, No 9. 

2 CzuBER, E.: Wahrscheinlichkeitsrechnung, Tafel I (S. 569—571) und Tafeln I 
der neueren Auflagen. Leipzig 1903. 

3 Fiir n > 0 ist 7,(n) bekanntlich gleich dem werfachen Uberschup der Anzahl 
der positiven Teiler von » von der Form 4k + 1 tiber die Anzahl der positiven 
Teiler von der Form 4k + 3 (k > 0, ganz). Vgl. z. B. E. Lanpau, Vorlesungen 
iiber Zahlentheorie, Bd. I, S.97 (Satz 163) u. 101—105. Leipzig 1927. 

4 EMERSLEBEN, O.: Math. Ann. 121, 103 (1949), Formeln (8), (16) u. (18). 
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Parameter: 


7 00 1-< 00 

Z 14 eee a es 00 (Sa (10a) 
0 = ; 00) 

LZ ‘ » 0:5) a LZ 14 (s)5, (10b) 
00} 

Z : . (s)s= 2° Dhan (s)s, (10c) 
441 2 3 | 


die zum Teil auf der Identitat 


1 (22) = %o(n) T (11) 
beruhen, ergibt sich 


1, ue (1)5 =| i |Z ae (A) 1,615 5426, (9a) 

- Oe | a= 7 Z eee = WAZ OIE (9b) 
2 12 2 2 | 

ZL t  Ae= ; Zz ta ()s== — 0,807 743. (9c) 


Diese 3 Funktionswerte hatten mit Hilfe von (4) auch einzeln direkt 
berechnet werden kénnen. Wegen der Funktionalgleichungen (10b) 
und (10c) hatte es geniigt, eine von ihnen unmittelbar zu berechnen. 
Der Umweg iiber den an sich nicht selbst bendtigten Wert (9) erfolgte, 
da dessen Berechnung die in § 2 erwahnten besonderen Vereinfachungen 
zulaBt. 

Dagegen ware es trotz der bedingten Konvergenz der Reihe (2) 
fiir p =2 Tt ausgeschlossen, durch direkte Summation dieser Reihe auch 
nur annahernd in ahnlich einfacher Weise wie vorstehend zum Er- 
gebnis (Qa) zu gelangen. Der Verfasser hat — schon unter Benutzung 
einer die Gl. (11) verwendenden Vereinfachung — die Reihe bis 7 =100 
berechnet. Die Summe liegt bei etwa —2, also selbst nach dieser 
Glhederzahl noch immer um 0,4 vom Wert (9a) der unendlichen Reihe 
entfernt. Man beachte aber, daB bei 7 = 100 der Betrag jedes einzelnen 
nicht verschwindenden Gliedes der Reihe 0,4 oder ein Vielfaches davon 
betrast, z. B. 75 (100)/]/100 = 1,2, so daB die Schwankungen der Reihe 
mit den einzelnen Gliedern sehr betrachtlich sind. Dabei sind bis 
m==100 schon rund n-2=314 Gitterpunkte beriicksichtigt worden. 
Mierdurch wird die Auffassung bestatigt, daB bei Abschdtzung elektro- 
statischer Gitterpotentiale hinsichtlich der bei kleinen Gitterpunkt- 
anzahlen gezogenen Schliisse sehr groBe Vorsicht erforderlich ist und 

+ Aus FuBnote 3 S. 593 folgt die — gem. Anhang Ziff. 14 auch direkt beweis- 


bare — Eigenschaft von 7,(m), da der Wert dieser zahlentheoretischen Funktion 
nicht davon abhangt, wie oft ein Faktor 2 in x enthalten ist. 


+t Beweis, daB die Konvergenzabszisse zwischen 0 und 1 liegt: Gitterpotentiale 


und Zetafunktionen. Diss. Géttingen 1922, Teil 1, § 3. Vgl. auch Anhang Ziff. 9r 
der vorliegenden Arbeit. 
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daB Uberlegungen, die zu wenig Nachbarn beriicksichtigen, leicht zu 
Fehlschliissen fithren kénnen. 
ae i : 10 

Weit leichter ware die Berechnung von Z 2 (4); aus der ent- 
sprechenden Reihe [mit 2? statt | im Nenner der linken Seite von (2)] 
100 
Sean 
fur das man eine von P. Epstr1n! angegebene allgemeine Formel zu 


durchzufithren. Aber auch bei s=4 lohnt der Umweg iiber Z 


lool 3 ps qu” SS MP 
Z| \(4)3= 20(4 +a) +40) oe ae 
lo,0} § )o y ) ia — nz (4 = geek a n® (4 eee q-") ( ) 


vereinfacht. Dabei bedeutet ¢(s) die RIEMANNsche Zetafunktion, die 
mit einer Epsternschen Zetafunktion erster Ordnung durch 


Z|°| (s) =2€(s) (12a) 
zusammenhangt, mit 
2 aut 
Mier (12b) 
und 
€ (3) = 1,202056903 20 f, tt (12c) 
Ferner bedeutet 
2 p—2n 
ia aes (124) 
= 0,001 867442732 ttt. J 
Aus (12) erhalt man 
es (4)5 = 6,026812040 (13) 
und hieraus mit Hilfe von (10a—c) 
Z °° (4) = — 3,013 406020, (13.a) 
32 (4)a= — 0,753 351505, (13) 
Z\°°| (4), =—0,188337876. (13.c) 


Cit 

1 Epstein, P.: Math. Ann. 56, 633 (1903). 
+ Gram, I.P.: Tafeln fiir die Rremannsche Zetafunktion. Danske Vidsk. 
Selsk. Skr., Kopenhagen, naturvid.-math. Afd. (8) 10, 311 (1925), WOOL, Si BA 


ey BAS. 

++ Fir die Rremannsche Zetafunktion ungeraden Arguments > 1 vgl. auch 
die kleine Tabelle 2 bei O. EmERSLEBEN, Ann. Phys. (4) 82, 743 (1927). 

+tt Havasu, K.: Tafeln der BessErschen, Theta-, Kugel- und anderer Funk- 


tionen, S. 12 ff. Berlin 1930. — EMDE, F.: Tafeln elementarer Funktionen, 2. Aufl. 
S. 87. Leipzig 1948. 
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Werte derselben Zetafunktionen fir s=3 und s=—41: vgl. Anhang, 
Ziffer 10c und 12. Die numerischen Werte fiir s=— 2, —1, 0, 1, 2, 
3, 4 und +o sind vierstellig in Tabelle 2 zusammengestellt, aus der 
man ein ungefahres Bild auch vom Verlauf dieser Grofen als Funktion 
des Exponenten s der Kraftfunktion erhalt. pale den angefiihrten 


Zahlenwerten zu urteilen (vgl. Fig. 1) scheint Tae °l(s), ebenso wie 


plies 
22 


die entsprechende Funktion dritter 
Ss 
+7 te +3 +# 


Ordnung! fiir s=> — 2 monoton zu 
fallen. 
00 


Dasselbe gilt fir Z/ a (S)s, 


jedoch mit dem Pol in Ree 


Fig. 1. Gitterenergiekonstante eines altermeren- jo 0| loo 
den quadratischen Gitters (nach Fig. 2) in Ab- i, hoes (s)5 und VA a (Ss), dagegen 
hangigkeit vom Exponenten s der Kraftfunktion. O = laze 


miissen fiir s >—2 ein Minimum 


haben, da auch sie in s=—2 eine Nullstelle Se und flr s=-=— ¢e 
gegen 0 streben. Ein solches Minimum muB bei ZI 1 Oe im) 0<2\S<4-2 
liegen, bei Z|? 9 \(s jin 1s 


Tabelle 2. Abhdngigkeit einigery Gitterenergiekonstanten vom Exponenten s dey 


Kraftfunktion. 
00 00 00 00 
: 210 9|"%9 2/44 04) | 244 4] 
a | 
a4: 0 0 0 | 0 
== 2) | | 
—1 | — 0,2288 — 0,4184 = 0,591 7h Wine Onoaes 
10) a ail il |; —41 
+4 | = 3,9003 — 1,6155 — 1,1424 — 0,8078 
+2 von links: — oo = ease — 1,0888 — 0,5444 
von rechts: + oo 
3 + 9,0336 — 2,6459 —— 0593/55 == O39 07, 
ae 4 + 6,0268 — 3,0134 | —0,7534 | —0,1883 
> oo >+4 >—4 => 0) = 10) 
entsprechendes AUG Se 2) Pied, * ‘li 
Gitter: homéopolares Fig. 2 Fig.3au.b| Fig. 4a—c 
Gitter 
Zusammenfassung. Die vom Verfasser 1922 benutzte Methode der 


numerischen Berechnung Epstrrnscher Zetafunktionen als Kristall- 
gitterenergiekonstanten hat sich sogar fiir umfangreiche Berechnungs- 


1 Zusammengestellt: O. EMERSLEBEN, Arch. Metallkde. 2, 15 (1948), insbes. 
Zahlentafel 1 und Abb. 2, sowie Berichtigungen: 2, 238; 3, 118 (1949). 
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reihen als brauchbar erwiesen, so insbesondere der Funktionen OZ | 0} ,| Vein 


und OZ (C2 Je tt, die fiir verschiedene Werte der Parameter ; ee 
: ° (s) 
o| Sa 


und verwandte Funktionen sind von Jones und INGHAM durchgefihrt 
worden ' fiir s> 4, also im Gebiet der absoluten Konvergenz der Reihe (2); 
in dem aber trotzdem die Beriicksichtigung von Eigenschaften der 
Zetafunktionen Vorteile bot. 


berechnet wurden. Andere umfangreiche Berechnungen von “)Z 


Trotz der Erfolge der direkten Berechnungsmethode ist in der vor- 
hegenden Arbeit ein vorteilhafter Umweg beschritten worden, indem 
fiir verschiedene Werte von s direkt zunachst MZ) | und daraus 

C 
mit Hilfe bekannter Funktionalgleichungen? Z| ° 7 | (Ss fiir einige 
andere Werte der Parameter  abgeleitet wurde. 


$ 5. Anwendungen. 

Sei a die Gitterkonstante eines in der Ebene unendlich ausgedehnten 
quadratischen Ionengitters (also die Kantenlange der Elementarqua- 
drate) und sei dies Gitter alternierend (schachbrettartig) mit Ladungen 
+e und —e belegt. 

Dann ist die elektrostatische Energie dieses Gutters je lonenpaar, 


g=2Z\) (Ayo, (14) 

durch (9a) gegeben. 
Der Betrag von @ ist auch gleich der Arbeit, die erforderlich ist, 
um emen Ladungstrager, +e oder —e, aus dem Gitter herauszuldsen. 


Lp es (1), selbst ist in diesem Gittertyp, jedoch mit Gitterkon- 


i 
stante a die alternierende Summe der Abstande eines Gitterpunktes 
von allen iibrigen, nach wachsender Entfernung summiert. (Alter- 
nierend in dem Sinn, daB auf allen Gittergeraden parallel zu den 
Elementarquadraten die Ladungen ihr Vorzeichen wechseln, also 
,schachbrettartig"’, vgl. Fig. 2.) 
Wie man aus der allgemeinen Darstellung 


s nf cos 27¢ (ky hy + ke hg) (15) 
(Re + #3)” 


ky=—0CO k= 


t 
i 


“Z fe P (S)5= 


+ EMERSLEBEN, O.: Phys. Z. 24, 97 (1923), insbes. S. 100 Tabelle at, ; 

++ EMERSLEBEN, O.: Phys. Z. 26, 601 (1925), insbes. Anhang sowie S. 605 mit 
Tabelle 1, Fig. 4 u. Fig. 5. 

1 Jones, J. E., u. A. E. Incuam: Proc. Roy. Soc., Lond. A 107, 636 (1925). 

2 EMERSLEBEN, O.: Math. Ann. 121, 103 (1949), Formel (8), (16) u. (18). 
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VVJX 


entnimmt, die absolut konvergiert, wenn der Realteil von s gréBer 
als 2 ist, bedingt aber noch bis mindestens s=2/3 konvergiert, ist 


a 


Z °° (s)\, die MapELuNG-Konstante fiir ein ebenes quadratisches 
O4 : 


Gitter nach Fig. 3a, das aus homéopolaren Gittergeraden abwechselnden 


Vorzeichens besteht. Aus Funktionalgleichung (10b) folgt aber, dab 
00 (00 


ZL (s), darstellenden 
() 


Lo 


(s), auch die MapELUNG-Konstante des Z\, 


+-4-4-4- ; 
—-+-+-+-+ Lonengitter 
mit 


x -+-+-+-+ 
Hig 2 7pahesegar uae phe Madelungkonstante Z|} | (S),s 
--t-+-+-+4+ 
poral ee 
prot+ot+—-+-+ 
ee Pee a OPO) 4- 
—-------- —-o-o-o- 
t+tttt+eet tofotoFfo 
ee oe ete eee e— 6-0 — 0 — 0 4| 
se a ae eg ae ge be a a SplolPlelt-lol-f fo Z|] Os 
—---—-3- OO ONS) 36h) Saleh fox 
+44 oe Pee totototot 
SS SS Te ae eT 
Q 
QS 8 Spe eos o—-o+00—-—0+4 S Sapp ares 
to-o+ —o OO) 'S 46) 19 (6 0000000600 
o+o—-o4+o- +o-ot+o0-— +4+--4++-- a 
Fig. 4. —-o+o- +o OF 8) *0: 10) Oi 16) GO. OOO! 'G) ‘OO; 15, ii 
o—-o+o0—0 +4 —-oto-ot ——-++—--++ Z 15 # (Sg 
+-o-of+0— 00000 eG’ oo © 6 6 @ oO 6 
a ctor ofoH ++--4+4-- 
—-o+t-o—o+0 QO C8! 1 oO 0 6 OF OQ) 10) 10) 507 Clo; 10) 
a b Cc 


Vig, 2—4, Ebene Ionengitter, deren MADELUNG-Konstanten sich unmittelbar aus den berechneten Werten 
ergeben (Tabelle 2). Die Gitterkonstante ist in allen dargesteilten Gittern dieselbe. +: Platze fiir Ionen. 
O: Unbesetzte Stellen des Gitters. 


Gitters — Fig. 2 — ist, wenn man dies Gitter um den Faktor 2 auf- 
blaht, aber den Wert der Gitterkonstanten konstant laBt. Dies laBt 
sich erreichen, indem man den Quadratdiagonalen (Lange \2) des 
Gitters, Pig. 2°die. Langé” 2 eibt und Fig. 2 um 45 “dreht. Mies is 
Hierbei deuten die kleinen Kreise die Leerstellen — das sind die Halfte 
der Gitterpunkte — des Gitters mit der alten Gitterkonstanten 1 an. 


Aus (15) ergibt sich fiir Za (s); das Gitter gemaB Fig. 4a. Dies 
4 4] 


entspricht zugleich dem um es vergroBerten (und um 45° gedrehten) 
Gitter nach Fig.3a, wiederum bei unverandert gelassener Gitter- 
konstante. In der Tat folgt aus (10b) und (10a): 


(5) = Ga) 29° |(s 


00 


(16) 


11. 
14 4 
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In gleicher Weise folgt aus Fig.3b fiir Z| l(s), auch das Gitter 
44 | 


nach Fig. 4b, in dem °/, der Gitterpunkte unbesetzt sind, das aber von 
der Aufweitung um den Faktor 2 abgesehen die NaCl-Netzebenen der 
Fig. 2 darstellt. Fig. 4a besteht aus zwei gegenseitig fldchenzentriert 
ineinander gestellten Gittern nach Fig. 4b. Es fallt auf, daB — auf 
dieselbe Gitterkonstante bezogen — beide Gitter, nach Fig. 4a und b, 
dieselbe MADELUNG-Konstante, also dieselbe Gitterenergie je Ionenpaar 
(0 0} ( 


haben sollen, namlich Z s)s- Da die Zahl der Ionenpaare in 


la a| 
Fig. 4a doppelt so groB ist wie in Fig. 4b, hat danach das Gitter nach 
Fig. 4a zwar dieselbe Gitterenergie je Ionenpaar, wenn man nur die 
beiden ineinander gestellten Teilgitter nach Fig. 4b je fir sich be- 
trachtet. Man sieht aber leicht, daB die wechselseitige Energie dieser 
berden Teilgitter aufeinander Null ist, da namlich sogar das Potential 
jedes einzelnen Ions des einen Teilgitters in dem gesamten anderen 
Teilgitter Null ist. In der Tat: Sei (Fig. 4b) Q irgend ein Punkt des 
einen Teilgitters, der — als Mittelpunkt eines aus benachbarten Ionen 
gebildeten Quadrats — als Ort fiir ein Ion des zweiten Teilgitters in 
Betracht kommt. Q liegt vollkommen symmetrisch zu den Ionen ent- 
gegengesetzter Vorzeichen des umgebenden Teilgitters. Das Potential 
in Q ist also O, da jeder Beitrag eines +--Ions des Teilgitters durch einen 
gleich groBen Beitrag eines —-Ions aufgehoben wird. 


Die Gleichheit der Gitterenergie der beiden (in der Ebene allseitig 
unendlich ausgedehnten) Gitter nach Fig. 4a und b, die bereits aus dem 


gemeinsamen Wert As (s), der auf die gleiche Gitterkonstante 
|4 4] 

bezogenen MADELUNG-Konstanten folgt, laBt sich also auch unmittelbar 

beweisen. 

In Fig. 4b verschwindet das Potential aus Symmetriegriinden auch 
in der Mitte der durch benachbarte Ionenpaare gebildeten Quadrat- 
kanten, wie z.B. in Q’. Auch 2 Teilgitter, die derart ineinander gestellt 
sind, daB sich die Gitterpunkte des einen in Punkt Q’ und den zu Q’ 
ahnlich liegenden Punkten des anderen Teilgitters befinden — vel. 


(s); der MADELUNG-Konstanten. 


Fig. 4c — haben denselben Wert Z ie 
4 

Auf Stabilitatsfragen soll dabei zur Zeit nicht eingegangen werden. 
Fiir Newronsches Potential ergeben sich also die MADELUNG-Kon- 
stanten der Gitter nach Fig.2—4 mit den Werten gemaB (9a—c). 
Diese Werte stellen aber nicht nur die Faktoren der Gitterenergie je 
Ionenpaar dar, sondern ihre Betrage sind gleich der Arbeit, die erfor- 
derlich ist, um ein einzelnes der — gleichberechtigten — Ionen aus den 
dargestellten Gittern herauszulésen. 


Zeitschrift fiir Physik. Bd. 127. 40 
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Die Verbindung der Zetafunktion zweiter Ordnung fiir vier ver- 
schiedene Parameterwerte durch die Funktionalgleichungen (10a—c) 
stellt gleichzeitig ein Fixpunktsystem dar, das eine Uberpriifung vor- 


5 9, |e 
hy hg | g 


friiher! fiir alle Werte der Parameter h,, die ganzzahlige Vielfache von 
1/12 sind, auf 3 Stellen mit einer Fehlerabschatzung von héchstens 
einer Einheit der letzten Stelle berechnet. Auf Grund der Funktional- 
gleichungen erhalt man? 


genommener Rechnungen erméglicht. Zum Beispiel wurde Z 


00 


a 
22 


Z 


(Qj=—xlg2, Z\,, (Ola lee 


(vgl. die Zahlenwerte Tabelle 2). Hierdurch kénnen die frither direkt 
errechneten, an sich richtigen, Werte 


Se Wes — 1,088, —0,544 + 0,001 


im Bedarfsfall beliebig verbessert werden. 


Hier treten also unter anderen solche Gitterebenen auf, aus denen 
das NaCl-Gitter aufgebaut ist. Fiir eine solche erste Netzebene liegt 
hiermit die Gitterenergie vor. Dieser und die anderen Werte der Zeta- 
funktionen fiir nicht verschwindende untere Parameter kénnen in be- 
kannter Weise als Bauelemente zur Berechnung der Gitterenergie 

00 
00 (S)s 
fiir s >2 auch zur Berechnung der Gitterenergie homéopolarer Gitter, 
wenn ein entsprechend hoher Exponent der Kraftfunktion in Betracht 
kommt. Man beachte jedoch, daB der Wert der letztgenannten Funktion 


anderer neutraler Gitter verwendet werden, die Werte von Z 


fiir s< 2, insbesondere Z al (1)5, nicht direkt die Gitterenergie eines 


homéopolaren Gitters darstellt, wie man aus der Tatsache der Divergenz 


der Reihe i. 
(=e (18) 


fiir s<2 unmittelbar ersieht (vgl. Anhang, Ziffer 8s). 


Die Werte der Zetafunktion zweiter Ordnung, bei denen nicht alle 


D < 00 . 5 
Parameter verschwinden, insbesondere Z 11\(S)e, besitzen weitere 


Anwendungsmoglichkeiten, die die Feinheiten der Gitterenergieberech- 
nung zu steigern gestatten: Indem man die Gitterenergie — je Ionen- 
paar — des unendlichen quadratischen Gitters mit den numerisch 
auszurechnenden entsprechenden Gr6Ben endlicher quadratischer Gitter 


1 EMERSLEBEN, O.: Phys. Z. 26, 601 (1925), insbes. Anhang sowie S. 605 
mit Tabelle 1, Fig. 4 u. Fig. 5. 


2 EMERSLEBEN, O.: Math. Ann. 121, 103 (1949). 
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vergleicht, kann man zu asymptotischen Naherungswerten tiber den 
Einflu8 der Gitterbegrenzung gelangen, die fiir verschiedene Frage- 
stellungen des Gitteraufbaues von Interesse sind. 

Die Gitterenergie einer endlichen Gittergeraden laBt sich durch 
geschlossene Ausdriicke darstellen, fiir die es einfache asymptotische 
Naherungen gibt. Dies gilt unter anderem sowohl fiir die homéopolare 
wie fiir die alternierende aquidistante Gittergerade!. Auf ebene und 
raumliche Gitter laBt sich dieser Weg nicht unmittelbar tibertragen. 

Jedoch hat der Verfasser fiir das homéopolare quadratische Gitter 
eine asymptotische Darstellung mit analytischer Restgliedabschatzung 
entwickelt und kann ferner zeigen, daB sich die Gitterenergie eines 
endlichen quadratischen Gitters aus derjenigen des homéopolaren 
Gitters ableiten laBt, sobald erstere geniigend genau bekannt ist. 
Dieser Weg fiihrt jedoch zur Zeit noch nicht zu neuen Ergebnissen fiir 
das alternierende Gitter, da hierzu die erwahnte Restgliedabschatzung 
der Gitterenergie des homoéopolaren Gitters noch verfeinert werden 


mitiBte. Daher erscheint es von Interesse, daB man unter Benutzung 


oe 


der hier errechneten Konstanten Z) (1); mit naherungsweisen 


numerischen Methoden diese Liicke etcsen kann. 

Ganz besonders sei aber auf die wichtigen Arbeiten von I. N. STRANSKI 
und Mitarbeitern wtiber Strukturabweichungen in Oberflachen von 
Ionenkristallen? und verwandte Probleme hingewiesen mit wichtigen 
Anwendungsmoglichkeiten der vorstehend erhaltenen sowohl wie anderer 
mit denselben Methoden erzielbarer Ergebnisse. 

Bei verschiedenen Anwendungen ist zu beriicksichtigen, daB nicht 
die Gitterenergie selbst interessiert sondern gewisse Differenzen, bei 
denen sich die Hauptbetrage dieser GroéBen wegheben (so z.B. beim 
Born-Haperschen KreisprozeB). Dies erhdht mitunter die Genauig- 
keitsanforderungen an die bendtigten Konstanten. 


Ubersicht iiber die Epsteinschen Zetafunktionen, 
insbesondere als Mittel zur Gitterenergieberechnung. 


Anhang. 


Vorbemerkung. Da die angefiihrte Literatur heute zum Teil schwer erreichbar 
ist, wird im folgenden eine Zusammenstellung bekannter, vorstehend benutzter 
Eigenschaften einiger Funktionen, insbesondere der Epsternschen Zetafunktionen, 
gegeben. Daneben werden Ergebnisse mitgeteilt, wie z. B. die Zahlenwerte gemah 
den Formeln (29) bis (29c) und (31) bis (31c), die neu sein diirften und zur Ab- 
rundung bereits in die friither erwahnte Tabelle 2 aufgenommen wurden. 


1 EMERSLEBEN, O., Das Selbstpotential der endlichen aquidistanten Punkt- 
reihe. Erscheint demnachst in den Mathematischen Nachrichten 3 (1950). 
2 SrRANSKI, I.N., u. K.Moxrére: Z. Physik 124, I: 421, II: 429 (1948) ; 
127, III: 168, IV: 178 (1950). 
40* 
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A. Quadratische Formen und Punkigitter. 


1. Die natiirliche Zahl p bedeutet eine Dimensionszahl. Der Index 7 
durchlauft alle ganzen Zahlen von 1 bis #. 


In der vorliegenden Arbeit wird vorzugsweise ~=2, sonst auch 
p =3 gesetzt. Fiir p =1 verlieren einige der Probleme ihre im folgenden 
hervortretenden Besonderheiten. Die Epsteinschen Zetafunktionen 
vereinfachen sich in diesem Falle, gema8 (12a), unter anderem zum 
Doppelten der RiEMANNschen Zetafunktion. Trotz der intensiven 
dieser seit 1859 geleisteten Arbeit enthalt bekanntlich selbst diese 
einfachste unter den EpstreiNnschen Zetafunktionen noch tiefe mathe- 
matische Probleme (RIEMANNsche Vermutung).. Die systematische 
Erfassung dieses Gebiets fiihrte zur umfassenden Untersuchung einer 
allgemeinen Art von Reihen, der DrricHLETschen Reihen! und speziell 
der Epsteinschen Zetafunktionen, die der Entwicklung der Kristall- 
gitterphysik zugute gekommen sind. 


bp ? 
2. Y ((x)) = > > Ay XX (19) 


sei eine positiv definite quadratische Form der p Veranderlichen x, mit 
reellen Koeffizienten 
44 — Vx (20a) 
so daB ihre Determinante 
DearS 0. (20b) 
Zu jeder quadratischen Form @ ((x)) gibt es eine reziproke Form $((x)), 
mit ebenfalls reellen Koeffizienten a,,=—a,, und der Determinante 
—_ fe! | 
D=|G,,|=> T- (21 a) 


Unter den quadratischen Formen ist durch Einfachheit ausgezeichnet 
die ,,Kugelform“ 


g((x)) = 6((x)) _ (22b) 
mitt Gy == 0,8 Ge 1: 
0. =A 
und 
Oe Ol UL eee (22a) 
die quadratische Form 
é(i)=atdt- ta (22) 


1 Vgl. z.B. Haratp Boner, Bidrag til de Diricniet’ske Rekkers Theori. 
Diss. Kopenhagen 1910. 

{| Naheres z. B. G. KowaLewskt, Einfiihrung in die Determinantentheorie, 
§ 103, S. 239—241. Leipzig 1909. 
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ist also eine reine Quadratsumme mit Koeffizienten 1 und der Deter- 
minante D=—1. Sie ist zu sich selbst reziprok, 

0((x)) = d((x)), (23a) 


aes (23 b) 


also auch 


3. Die geometrische Bedeutung der quadratischen Form 6 ((x)) besteht 
darin, da8 sie — offenbar — in einem rechtwinkligen Koordinaten- 
system mit Koeffizienten x; das Entfernungsguadrat eines Punktes (x) 
vom Koordinatenanfangspunkt angibt. 

Ahnlich entspricht jeder anderen quadratischen Form p ((x)) ein 
hinsichtlich Richtung und Betrag der Einheitsvektoren wohlbestimmtes 
System von Parallelkoordinaten im p-dimensionalen Raum (von schief- 
winkligen Koordinaten, wenn fiir mindestens ein Wertepaar x, A mit 
“x= A a,,, == 0), in dem ebenfalls y((x)) das Quadrat der Entfernung des 
Punktes mit den Koordinaten x; vom Koordinatenanfangspunkt, in 
dem alle x;=0O sind, bedeutet. 

4. Da in dem erwdhnten Koordinatensystem jeder Wertekombi- 
nation x, (also fiir = 2 jedem Wertepaar, fiir =3 jedem Wertetripel) 
der quadratischen Form ein Punkt im #-dimensionalen Raum ent- 
spricht, entspricht der Gesamtheit aller Wertekombinationen x;=k, 
mit ganzzahligen Koordinaten die Gesamtheit aller Gitterpunkte in 
einem dem betreffenden Koordinatensystem zugehorigen unendlichen 
Punktgitter (Translationsgitter). 

Daher ist fiir ganzzahlige k; ((k)) das Quadrat der Entfernung 
eines Gitterpunktes (k) dieses unendlichen Punktgitters vom Koordi- 
natenanfangspunkt. 

Man beachte aber, daB wohl jeder quadratischen Form ((x)) genau 
ein (geeichtes) Koordinatensystem entspricht und umgekehrt, daB aber 
jedem unendlichen Punktgitter nicht nur ein mégliches Koordinaten- 
system und daher nicht nur eine quadratische Form  ((x)) entspricht. 
Zum Beispiel entspricht (6 = 2) dem quadratischen Gitter gemaB Fig. 2 
offenbar die Kugelform 6((x)) auf dem Weg iiber ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem mit horizontaler und vertikaler Achse sowie der 
Gitterkonstanten 1, auBerdem aber auch, um nur eine Méglichkeit 
herauszugreifen, ein schiefwinkliges Koordinatensystem mit einer Achs- 
neigung 2/4: mit einer horizontalen Achse und der zweiten Achse in 
Richtung der Quadratdiagonale. Diesem Koordinatensystem entspricht 
die quadratische Form 

p(x) = a+ 2% Xe + 2%, (24) 


wie man aus der Bedeutung der quadratischen Form, z. B. in der Schreib- 


weise ((x)) = (% + x)? + 23 (24a) 
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leicht bestatigt. Beide Formen, 6 ((x )) und (24), haben die Determinante 
D1. Die Flachengleichheit der im Gitter den verschiedenen Formen 
zagrunde liegenden Elementarparallelogramme untereinander ist auch 
geometrisch offenbar (Fig. 2). 

Hieraus ergibt sich die fiir die Kristallphysik wichtige Folgerung, 
daB man zu jedem unendlich ausgedehnten Punktgitter gewisse Frei- 
heiten hat in der Wahl der zugehérigen quadratischen Formen, daB es 
also z.B. keine zu groBe Beschrankung der Allgemeinheit darstellt, 
wenn gewisse Berechnungen nur oder vorzugsweise fiir die Kugelform 
0 ((x)) ausgefiihrt werden. (Dies gilt bereits fiir 1dentische Punktgitter, 
also unabhangig von der weiteren anschaulich einleuchtenden Tatsache, 
daB man jedes Punktgitter in ein solches mit mehr — d.h. dichteren — 
Gitterpunkten, die keine Ladung .zu enthalten brauchen, einbetten 
kann — vel. Fig.3b, die ein vollbesetztes quadratisches Gitter mit 
Gitterkonstante 2 darstellt, aber auch als quadratisches Gitter mit 
Gitterkonstante 1, bei dem jeder zweite Punkt leer ist, aufgefaBt werden 
kann.) Das heiBt jedoch nicht, daB nicht trotzdem mitunter bei einem 
Problem, bei dem man mit einer Kugelform auskommen k6nnte, eine 
andere quadratische Form vorzuziehen sein kann. 


B. Epsteinsche Zetafunktionen. 


5. g; und h,; seien reell und bedeuten je eine Parameterkombination, 
die als obere bzw. untere Parameter bezeichnet werde. 
Zur Abkiirzung schreibe ich die Bilinearform 


p 
Di Paha = (Rh). (25) 
4=1 


6. Sei ferner s =o + 117 eine komplexe Variable, die fiir physikalische 
Zwecke im allgemeinen nur reell zu sein braucht. Fiir gewisse Beweise 
jedoch — auch soweit sie physikalisch benétigt werden — muB das 
Verhalten der betreffenden Funktion auch fiir komplexe Werte der 
Variablen beriicksichtigt werden. 

Im folgenden sei zunachst der Realteil von s gréBer als die Dimen- 
sionszahl : 

Dp. 

7. In dieser Halbebene der komplexen s-Ebene konvergiert absolut 

die #-fach unendliche Reihe: 


>». » ((k + g)) eer an 


k,\=—co Rp an 


-- &p| 
hy 


(Ss) = » (26) 


die als Epstrtnsche Zetafunktion p-ter Ordnung der quadratischen 
Form @ mit den oberen Parametern g und den unteren Parametern h 
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fiir die Variable s bezeichnet wird. Der Strich (‘) am Summenzeichen 
bedeutet, daB das Glied, bei dem der Nenner verschwinden wurde, 
auszulassen ist. Dieser Fall tritt nur ein, wenn alle Glieder g; ganz- 
zahlig sind. Die Funktion stellt, wie man sieht, in dem zur quadratischen 
Form gehérigen Punktgitter eine mit Gewichten ¢27'(”) versehene 
Summe der reziproken s-ten Potenzen der Abstinde aller Gitterpunkte 
von einem Punkt (—g) dar. Wenn alle g;=0 sind, heben sich im 
Zahler von (26) die !maginarteile weg, vgl. fiir # = 2 undg = 6 Formel (15). 

Um auch den wichtigsten Fall s=1 des Newronschen Potentials, 
der wegen der Bedingung o ># noch ausgeschlossen ist, zu erfassen, 
dienen folgende Uberlegungen: 


8. Die vorstehend definierte Zetafunktion ist eine analytische Funk- 
tion der Variablen s, die in die ganze s-Ebene analytisch fortgesetat 
werden kann. Die physikalische Bedeutung dieser Fortsetzung ist sehr 
verschieden, je nachdem alle h;=0 sind oder nicht. 

8r. Nicht alle h;=0. Die analytische Fortsetzung der durch die 
Reihe (26) definierten Zetafunktion ist in diesem Fall in der ganzen 
s-Ebene reguldr. Es gibt eine Konvergenzabszisse «, 0<a< p, so daB 
fiir o >a (25) bedingt konvergiert, wenn nach wachsendem Nenner sum- 
muert wird. Diese Summationsreihenfolge (DiricHLEeTsche Reihe) ist 
dadurch ausgezeichnet, daB der hierbei sich ergebende Wert gleich ist 
dem Wert der analytischen Fortsetzung der Zetafunktion in diesem 
Punkt. Man braucht also lediglich den Wert der analytischen Fort- 
setzung zu berechnen, etwa mit Hilfe der Formel (3) oder (4), so z.B. 
Mik p=2,s—1 (§§3, 4). Falls « >0, ist aber auch ftir 0< o= a, also 
,links‘* der Konvergenzabszisse, diese Reihe derart summierbar, dab 
der sich dadurch ergebende Wert ebenfalls mit dem Wert der ana- 
lytischen Fortsetzung tibereinstimmt. Dieser Fall lhegt im Raum, 
p =3,z.B. fiir s =1 vor, wo sich die MADELUNG-Konstante unter anderem 
des Steinsalzgitters iiberhaupt nicht als Wert der unendlichen Reihe (26) 
ergibt, auch wenn man nach wachsendem Nenner ordnet, da diese 
Reihe dort nicht einmal konvergiert (!) — vgl. Ziffer 9r —. Die analyti- 
sche Fortsetzung liefert aber den physikalisch richtigen Wert —1,747 56... 
und rechtfertigt damit auch die Anwendbarkeit der Ewarpschen 
Berechnungsmethode. 

8s. Wenn alle h;=0, hat die Funktion in der ganzen Ebene ezne 
singulare Stelle, namlich einen Pol erster Ordnung im eee > 
a 


Links von diesem, also fiir s< p, verliert der Wert von ()Z || (s) y seinen 


unmittelbaren physikalischen Sinn, den er fiir s >p bei homédopolaren 
Gittern hat. Diese analytische Fortsetzung behdlt aber ihren mathe- 
matischen Sinn. Funktionalgleichungen, wie (10a), bleiben mathe- 
matisch richtig und kénnen, wie vorstehend (§ 4) geschehen, benutzt 
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werden, um auf dem Umweg iiber einen solchen Wert auch die physikalisch 
wichtigen und richtigen Werte gemaB Ziffer 8r numerisch zu berechnen. 

9. Sei r,(m) die Anzahl der Zerlegungen der ganzen Zahl n=O in 
die Summe von # Quadraten, also die Anzahl der ganzzahligen Lésungen 
der Gleichung 6((k)) =, geometrisch gesprochen: fiir p= 2: in einem 
quadratischen Gitter die Anzahl der Gitterpunkte auf einer Kreislinie 
vom Radius |x. fiir p=3: in einem kubischen Gitter die Anzahl der 
Gitterpunkte auf einer Kugelflache von diesem Radius (mit einem 
Gitterpunkt als Mittelpunkt). 

9s. Fir o > laBt sich die Zetafunktion des homéopolaren Gitters 
bei g;=0 statt der p-fach unendlichen Reihe durch eine einfache Reihe 
darstellen: 


(P) |9| = Ne 1p (h) 
Z\,| (s)s vie Rs/2 ; (27s) 
fees 


Or. In der ganzen Konvergenzhalbebene o >« der nachfolgenden 

Reihe ist die Zetafunktion des ,,alternierenden“ Gitters: 
Spee eee 27r 
(s)s 24 hee 7) 
Die Koeffizienten dieser Reihen verhalten sich in den physikalisch 
wichtigen Fallen =2 und /=3 ungleichmaBiger als fir p= 4, da fir 
p= 4 stets r,(m) >0 bei ganzzahligem »=.0, wahrend fiir p=2 und 3 
und ganzzahliges /= 0 z. B. 7,(8/+-7) =0. 

Die Reihen (27s) und (27r) weisen also fiir p=2 und #=3 immer 
wieder Liicken auf. Reihe (27r) ist also keine genau alternierende Reihe, 
was auf die Giite der Konvergenz nicht ohne Einflu8 sein kann. 

Fiir p> 4 ist die Konvergenzabszisse dieser Reihe «=f — 2, fiir 
p=2 und 3 médglicherweise groBer, jedoch fiir p=2 «<#%, fir p=3 
a< 13; fiir p=1 istx=0. In Tabelle 1 hatten aber die Liicken 7, () =0 
fiir 7=3, 6 und 7 zur Vereinfachung der Rechnung beigetragen. 

DaB die Reihe (27r) fiir =3 in s=1 nicht konvergiert (siehe 
Ziffer 8r), ergibt sich schon daraus, da die einzelnen Glieder der Reihe, 


a(n) , nicht einmal gegen Null streben (sie schwanken um den Wert 22). 


O 
alt 
2 


)Z 


|x 


o| (s)5. 


10. Fir p=2 folgt aus der bekannten Eigenschaft von 7,(n) ¢ die 
Produktdarstellung 


C. Produktdarstellung fiir OZ 


eieiates Z Ae (S)a== 4C (5/2) = L(s/2\, (28a) 


. j Fir > 0 ist v,(n) gleich dem vierfachen UberschuB der Anzahl der posi- 
tiven Teiler von » von der Form 4k +14 tiber die Anzahl der positiven Teiler 
von der Form 4k + 3 (k > 0, ganz). Vgl. z.B. E. Lanpau, Vorlesungen iiber 
Zahlentheorie, Bd. I, S.97 (Satz 163) u. 101—105. Leipzig 1927. 
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wegen (12a) 


=27 (=). x (s/2), (28) 


i= (28b) 


und 


L(s) =1—— aac (28c) 


10a. Zum Beweis der Formel (1) habe ich in ! von der weniger be- 
kannten Tatsache Gebrauch gemacht, daB Ales (6), iD S==2e das 
Residuum 27 hat. Da L(1)=2/4 ist (LEIBNIzsche Reihe), folgt dies 
auch aus (28a) unter Benutzung der bekannteren Eigenschaft der 
RIEMANNschen Zetafunktion, daB sie in s=1 das Residuum 1 hat. 

10b. Eine Bestatigung der Formel (13) bis zur achten Dezimalstelle 
erhalt man aus (28a) mit £(2) =7?/6 und L(2) =0,915965594, der 
CaTALANschen Konstanten?. 

10c. Einer neueren Arbeit von KENDALL? entnimmt man den Wert 
L (3/2) =0,864503. Wegen ¢ (3/2) = 2,612375 35 f ergibt sich hieraus auf 
Grund von (28a) 


Z\°°| 3),= 9,0336253 
si +52 | (29) 
= 9,03362.... | 
(10a—c) ergeben hieraus: 
Z «| B)e=—2,645 89, (29) 
tO — 0,935 46, (29b) 
Z|? °l(3),= =0,330730'. (29) 


1 EMERSLEBEN, O.: Math. Ann. 121, 103 (1949). 

2 Vgl. z.B. JAHNKE-EmDE, Tafeln hoherer Funktionen, 4. Aufl., Leipzig 1948, 
S. 81, dort G genannt. 

3 KENDALL, D. G.: Quart. J. Math. 19, 1 (1948), imsbes. S. 25. 

+ Gram, I. P.: Tafeln fiir die Riemannsche Zetafunktion. Danske Vidsk. 
Selsk. Skr., Kopenhagen, naturvid.-math. Afd. (8) 10, 311 (1925), insbes. S. 320 
u. 324. 
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D. Funktionalgleichung der Zetafunktion. 
44. Fiir alle Epstetnschen Zetafunktionen gibt es eine Funktional- 


gleichung, die \Z Al (s), mit @Z = (p—s)z verbindet?.  Fiir 
1 | ue == ; 
¢=h—=0 und y=6 kann man damit bei ein und derselben Funktion 


aus dem Wert fiir s den fiir #—s erhalten: 


| S)o 3 (30) 


Aus der fiir ¢ > absolut konvergenten Reihe (27s) ergibt sich daher 
die Funktion fiir o< 0. Der dazwischen liegende Streifen 0<o< p 
wird der ,,kritische Streifen‘’ der Zetafunktion genannt. 


12. Aus dieser Funktionalgleichung (30) folgt wegen 


r(—4) =— 4 @) =—2)x: 


10 0} F Je : COONS : 
2/0 s(t) —gew 2/91 Blot 
wegen (29) 
= — 0,228 824. (31) 
Auf Grund von (10a—c) erhalt man hieraus: 
Z\°°|(—4)5= —0,418389, (34a) 
lool 
Z|, (—1)s=— 0,591 691 (31b) 
und a 
(00 = 
Ze (—1)5= —0,836777.... (31) 


Ohne den Umweg iiber (29) und (31) hatte man (31a—c) auch mit 
Hilfe der (30) entsprechenden Funktionalgleichung aus (29a—c) nicht 
direkt erhalten kénnen. 


13. Kristallgitterenergieberechnungen werden nur teilweise mit er- 
heblicher Genauigkeit benétigt. Bei den in der Literatur vorkommenden 
numerischen Werten, die mitunter in geringem Mabe voneinander 
abweichen, ist nicht immer zu erkennen, ob es sich um dieselbe physi- 
kalische Gr6Be handelt. In den Fallen, in denen man eine dieser GréBen 


| EMERSLEBEN, O.: Phys. Z. 24, 77 (1923), Formel (20). In der rechten Seite 
von (20) beginnt der Exponent von a mit einem —-Zeichen, das in einem Teil der 
Auflage nicht deutlich ist. 


+ Mit der von Kenpatt (Quart. J. Math. 19, 24 (1948)] eingefiithrten Kon- 
: 0] 
stanten a = 0,676497 ist Z Pa (— 1)5 = — a?/2. Herr KENDALL erwahnt diese 


Beziehung zu den Epsternschen Zetafunktionen jedoch nicht. 
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durch analytische Ausdriicke darstellen kann, ist zur eindeutigen Kenn- 
zetchnung die Verwendung dieser Ausdriicke sehr zu empfehlen. 

Hierzu sind die Epstrrnschen Zetafunktionen ganz besonders 
geeignet, da sie infolge der verschiedenen méglichen Werte von Denes 
h;,p (d.h. a,,) und s selbst oder in geeigneten Kombinationen bei ee 
prleen Berechnungen an Kristallgittern haufig auftreten. 


14. V (2H) =7,(n\. (11) 


Der frithert erwahnte direkte Beweis der obigen Formel (11) kann mit 
folgenden Uberlegungen gefiihrt werden: 
a) Fir 20 ist nichts zu beweisen. 
b) Daher sei > 1. 
n == k? + ke (32) 


sei irgend eine Zerlegung von 7 in die Summe von 2 Quadraten ganzer 
Zahlen. Dann ist 
(ky ++ Ry)? + (Rk, — Re)? = 20 (32a) 


eine Zerlegung von 27 in eine solche Quadratsumme. Wenn Aj und k3 
voneinander und von Null verschieden sind, fiihrt (32) durch Vor- 
zeichenwechsel der k; und Wechsel in der Reihenfolge zu acht verschie- 
denen Zerlegungen. Dann sind auch (k, + k,)? bzw. (k, — ky)? voneinander 
und von Null verschieden, fiihren also ebenfalls zu acht verschiedenen 
Zerlegungen. Falls die genannte Bedingung fiir k} und A} nicht erfiillt 
ist, tberzeugt man sich leicht, daB sie dann auch fiir (Rk, +k,)? und 
(k, — k,)* nicht erfiillt ist und daB daher auch in diesem Falle jeder 
Zerlegung von 7 eine solche von 2m entspricht. Somit ist stets 7.(”)< 
7,(2n). Es kénnte aber noch weitere Zerlegungen von 2m geben, 
denen keine Zerlegung von  entspricht. Das ist jedoch nicht der 
Fall. Sei namlich 


2n=2+ i (32b) 
eine Zerlegung von 27, wobei offenbar entweder beide /; gerade oder 
beide ungerade sind, so daB - te jedenfalls ganze Zahlen sind. Dann ist: 


= "sy oa ("5 ay =%4 (32c) 


2 


eine Zerlegung von m, jede wieder in gleicher Vielfachheit hinsichtlich 
Vorzeichenwechsel und Vertauschungen. 


1 §4, FuBnote + S. 594. 


Zeitschrift fiir Physik, Bd. 127, S. 610—643 (1950). 


Zur Frage der Fundamentalkonstanten. 


Von 
B. CLaus, Géttingen. 
(Eingegangen am 9. Februar 1950.) 


A. Tatsachen. 
1. Bezvehungen. 


Da die Bestimmungsmethoden der einzelnen Fundamentalkonstanten 
eine relativ groBe Genauigkeit erlangt haben, wird der Versuch nahe- 
gelegt, wechselseitige, numerisch exakt erfiillte empirische Beziehungen 
zwischen ihnen zu ermitteln, induktiv hieraus Schliisse hinsichtlich 
ihrer Grundlagen zu ziehen und diese Folgerungen méglichst deduktiv 
zu begriinden. Dabei kénnte die Verwendung der rein physikalischen 
Grundgr6Ben als rechnerische Ansatzelemente wohl nicht nur zu 
groBenordnungsmaBig nur belegbaren Befunden, sondern auch zu 
quantitativ verifizierbaren Feststellungen, und zwar besonders tiber die 
Frage ihrer zeitlichen Konstanz fiihren. 

In der zweiten Spalte der Tabelle sind mit ihren experimentellen 
Fehlergrenzen die Werte die Lichtgeschwindigkeit c, des Wirkungs- 
quantums /, der Elektronenmasse m,, der Neutronenmasse m,, des 
elektrischen Elementarquantums e und der Gravitationskonstante f, 
die atomaren Elementargr68en nach DUNNINGTON! wiedergegeben. In 
der dritten Spalte sind die Konstantendaten enthalten, die den im 
folgenden zu beschreibenden Untersuchungen zugrunde gelegt wurden. 
Diese Werte liegen, abgesehen vom Wirkungsquantum, ungefahr zentral 


I Il Ill 


c (2,997 77 + 0,00015) - 102° cm sec71 2,9978- 10! cm sect 
h = (6,6133 + 0,0034) - 10-2? gcm? sec"! 66160: 10-2? g cm? sec} 


My, (1,6747 + 0,0005) - 10-24 ¢ 1,6745:°10 *4¢ 
m, (9,1073 =- 0,0024) - 1028's 9,1060 + 10-28 ¢ 
e (4,8025 + 0,0007) - 107-29 gs cm$sec-1_ 48025 - 10°10 g cm sec71 
f (6,665 + 0,015) - 10-8 g-4cm3 sec~2 6,6620 - 10-§ g-1cm$ sec-2 


innerhalb ihres Fehlerbereiches. Der Wert des Wirkungsquantums 
befindet sich ebenfalls noch innerhalb der Fehlergrenzen, jedoch nahe 
der oberen Schranke. Bei seiner Festsetzung wurden besonders von 
OHLIN? und danach von BEARDEN und ScHwarz? und Du Monp und 


1 DunninctTon, F. G.: Rev. of mod. Phys. Il, 65 (1939). 


2 OHLIN, P.: Nature, Lond. 145 (1940). — Ark. Mat., Astronom. Fysik B 27, 
10 (1940). — Diss. Upsala (1944). 
3 BEARDEN, J. A., u. G. SCHWARZ: Phys. Rev. 59, 934 (1941). 
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Mitarbeitern’ ausgefiihrte neuere Untersuchungen beachtet, denen zu- 
folge Sekundareffekte bei der Bestimmung des h/e-Wertes aus der 
kurzwelligen Grenze des Réntgenkontinuums bislang einen grund- 
satzlichen Fehler etwa der in Rechnung gesetzten GréBe verursachten. 
Bei der Festlegung des m,-Wertes wurden die Messungen der spezifischen 
Ladung des Elektrons von DRINKWATER, RICHARDSON und WILLIAMS 2 
beriicksichtigt, und der DUNNINGTONsche Zentralwert e/m, = 1,7591 - 1077 
EME durch den, unter zusatzlicher Beachtung dieser spateren Unter- 
suchungen wahrscheinlich richtigeren e/m, = 1,7593 - 10 7 EME ersetzt. 
Die Neutronenmasse wurde unter Benutzung der DuNnNiINGrToNschen 
Hilfskonstantendaten aus dem Atomgewicht = 1,00895 + 0,00002 
berechnet, der Wert der Gravitationskonstante durch Mittelung und 
Schwerpunktbildung aus den MeBergebnissen von Boys, BRAuvn, 
CREMIEU und des Bureau of Standarts unter Zugrundelegung der 
jeweils angegebenen Fehlergrenzen gewonnen, und schlieBlich derjenige 
der Lichtgeschwindigkeit in Angleichung an die Genauigkeiten der 
anderen Daten auf 5 Dezimalen abgerundet. Fiir den e-Wert bestand 
hinsichtlich neuerer Arbeiten kein Zwang zu einer Korrektur. Die 
drei aus den festgesetzten Daten zu bildenden fundamentalen dimen- 
sionslosen GrundgréBen fic/e?, m,/m, und e2/fm* erhalten somit die 


Betrage 
hie 
A= =; = 136,86, (A 4) 
My = 
ee tee (A 2) 
und 
2 
C = oy = 41752 +10. (A 3) 


Die fiir die geplanten Untersuchungen zundchst zu ermittelnden 
empirischen Beziehungen zwischen den einzelnen KonstantengroBen 
miissen natiirlich, da an sich formal unendlich viele Relationen zwischen 
ihnen denkbar sind, wesentliche einschrankende, physikalisch sinnvolle 
Bedingungen erfillen, und zwar sollte es sich in erster Linie dabei um 
einfache Faktorenausdriicke handeln. Speziell sollten dariiber hinaus 
in ihnen zusatzlich lediglich einige wenige ausgezeichnete numerische 
Werte auftreten. Da die beiden ZahlengréBen 2 und a schon in 
A=hc/2a e mit enthalten sind und sie daher unvermeidlich mit in 
die Relationen eingehen, an denen diese wichtige GroBe beteiligt ist, 


1 Du Monp, J. W.M., H. H. Barey, W. K. H. Panorsky u. A. E. S. GREEN: 


Phys. Rev. 60, 163 (1941). 
2 DRINKWATER, J. W., O. RicHarRpDsoN u. W. E. WILLIAMS: Proc, roy. se) 


Lond: 'A 174, 164 (1940); 175, 345 (1940). 
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mu mit ihnen zusatzlich gerechnet werden. Es ware jedoch versuchs- 
weise zundchst moglichst nur mit ihnen auBer den Grundkonstanten 
selbst zu operieren. Natiirlich kann nur der praktische, sich wieder- 
holende Erfolg erweisen, ob die Einhaltung dieser vorerst allein auf dem 
Prinzip der Einfachheit basierenden Regel mehr als eine miibige Formel- 
spielerei bedeutet. 

Stellen die Grund- und damit auch die drei dimensionslosen Funda- 
mentalkonstanten wirklich invariable Gr6éBen dar, so sind vermutlich 
diese letzteren, wenn im Grundgefiige der natiirlichen Zusammenhange 
eine einheitliche Ordnung dominiert, auf eine einzige physikalisch 
wichtige Zahl zuriickzufithren. Reine Zahlen treten in der Regel als 
Verhaltnisangaben von Groen gleicher Dimension in Erscheinung und 
eine solche Vergleichszahl von besonderer Bedeutung reprdsentiert 
offenbar das Streckenverhialtnis der beiden atomphysikalisch besonders 
wichtigen StreckengroBen 


he 
Is = sage = 5.2792 10-8 om a 
und 
1,= = ma 20104 A Us? Cine (A 5) 
Me € 
vp, h? c? - 
= D = = 18734, (A 6) 


e 


das mit A bereits durch die Relation 
pea ES (A 7) 


verkniipft ist. Es waren daher nachstliegenderweise zwischen B und C 
und diesem elementaren Streckenverhaltnis D bzw. A? méglichst eben- 
falls Verbindungen herzustellen. Der rechnerische Versuch ergibt nun 
in der Tat, daB B und A* unter Benutzung der vorgegebenen empiri- 
schen Konstantendaten gemaB 


AED vad (+) (A 8) 
2 
bzw. C und A? gemaB 
ORS ‘A2)10 
vo = (AY) (A9) 


numerisch exakt zueinander in Beziehung stehen, so daB also gilt: 


M14 
bzw. 


PLA 
Cae (A 11) 


Zur Frage der Fundamentalkonstanten. 


und das somit die einfachen Relationen 


De Ne7sh 
at A 
2>B f 
—— = 18734 
It 
und 
10 /32¢ 
\/ “= — 18734 
{9 


genau erfillt sind. Aus (A12) bis (A145) ergeben sich fiir die drei 
dimensionslosen Konstanten im einzelnen dann die Gleichungen 


20 


2 22C ; 
ieee \ - B= |/ == = (1,3686 + 0,0000) - 10°, 
A a 10 [2 
Se View C = (1,8389 + 0,0000) - 10°, 
B) 10 
= A? — a — Spe et = 00007) 10% 


aa 0 a 
250 e Die aN eee, 270 e? 2 
a —— B= ale 
h h 7 


=p = (2,0078 + 0,0000) “10 cm'sec, 


= h —(6,6160 + 0,0000) - 10°" g cm? sec * 


17m ei GE 
7 WY é 2 aa =. é é 
= AA, 38 = GC 


=, == (1,074504- 0,0000) 10°“ g, 


10 
ity, 1 My 2 My, ca 
we, At, OB IG 22C 


=m, = (9,1060 + 0,0000) -10°-* g, 


meVet go "el2l (22) — Vimic 


ae 


| 
| 
| 


| 


= e = (4,8025 + 0,0000) - 107° g'cm! sec, 


De e \2 14 De ae a) =(e\e 
I (| EL I ee Gx m,] C 


= f =(6,6619 + 0,0003) - 10-8 g- cm? sec”? 


(A 22) 


(A 23) 


(A 24) 
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und fiir die Quotienten 


G e 


oR resis ee be Se s 39 

E= ce aya == 2.2705 +10 (A 25) 
und 

a es Ooevrareie FS - 1036 2 

ed im 41,2347 -10 (A 26) 


schlieBlich die Ausdriicke 


(22 )\— © — (2,2705 +.0,0001)-10% (A 27) 


und 
ioe te 


= pr = (1,2347 + 0,0000) 10°, (A 28) 


. 


von denen besonders die Relation (A 27) bzw. die Beziehung 
£=(2J)e, (A 29) 


in der J das spezifische Volumen D? = (r,/r,)? bezeichnet, wegen ihrer 
Einfachheit Beachtung verdient. Die einzelnen Gleichungen werden 
dabei, abgesehen von den Formeln (A 18), (A 24) und (A 27), in denen 
durch das Auftreten der hohen Potenzen die Unkenntnis der sechsten 
Dezimale eine geringfiigige Streuung in der fiinften Zehnerstelle ver- 
ursacht, ebenfalls numerisch korrekt durch die festgestellten empirischen 
Konstantenbetrage erfiillt. 


2. Bestatigungen. 

a) Die RypBERG-Zahl. Fir die RypBERG-Konstante liefern nun 
aber diese Daten nach der Bonrschen Formel anstatt der experimentell 
gesicherten GréBe 

Rx = 1,097374 - 10®cm7 
den Betrag 
Ry = 1,10139 +108 cm7, 


also ein falsches Ergebnis. Da auch innerhalb der fiir ihre Daten errech- 
neten Fehlergrenzen die RyDBERG-Formel nicht die experimentelle 
RYDBERG-Zahl lieferte, regten BrrcE!, Du Monp? und DuNNINGTON? 
bekannilich bereits an, diese Formel zu modifizieren. Von DUNNINGTON 
wurde dabei vorgeschlagen fiir sie 
yen ee ats 
i chs re . (A 30) 


1 Birce, R.T,: Nature, Lond. 137, 187 (1936). 
* Du Monp, J. W.M.: Phys. Rev. 52, 1251 (1937). 
% Dunnincton, F. G.: Rev. of mod. Phys. Il, 65 (1939). 
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anzusetzen. Aber auch hierdurch konnte von ihm kein befriedigendes 
Ergebnis erzielt werden. Er schlo8 daher, daB wahrscheinlich noch 
ein weiterer unbekannter Korrektionsfaktor existieren miisse. Mit 
Hilfe der Daten (A 19) bis (A 23) miBte sich ein solcher nunmehr wohl 
auffinden lassen, und wenn sich dabei herausstellen sollte, daB es sich 
auch bei ihm um einen ausgezeichneten Zahlenwert handelt, so wiirde 
dies zweifellos fiir die Richtigkeit der Brrc—-Du Monp-DuNNINGTON- 
schen Ansichten in dieser Frage sprechen. Die zusatzliche Einbeziehung 
der einen der beiden fiir die vorliegenden Untersuchungen noch zuge- 
lassenen Zahlengr6Ben’ 2,0000 in den DunNniNGTONschen Korrektions- 
ausdruck liefert nun in der Tat das Ergebnis 
2 pA 
a = — = 1,09738 + 10% cm, 
a A, 


(A 31) 


d.h. bis zur durch die Konstantendaten vorgegebenen Genauigkeit den 
voéllig richtigen experimentellen Wert der RypBerG-Zahl. Zu den 
numerisch exakt erfiillten Relationen (A 12) bis (A 28) tritt somit diese 
Beziehung hinzu, und wird auf diese Weise unabhangig von jenen 
indirekt auch die Richtigkeit der festgestellten Konstantenbetrage aufs 
Neue bestatigt. 

Eine derartige zu Recht bestehende Modifikation der RYDBERG- 
Formel miBte natiirlich geringfiigige Veranderungen weiterer atomarer 
Gr6Ben nach sich ziehen. So sollten dann z. B. auch fiir den Bourschen 
Radius des H-Atoms im Normalzustand 

i? Be 4 
22 re Mp e* ~ 2he Be, 


(A= 


und fiir die entsprechende Elektronengeschwindigkeitsgr6Be 


2me 2he 
ee eee Me ae 


in Wirklichkeit die Beziehungen 


, e? uf a tie ji 1 \ ake > 

ea aE ae al! aap ( b} ) 
also } 

Tgp Tle a (A 33) 


wobei % die durch 22 geteilte Compron-Wellenlange bezeichnet, bzw. 


; | Toe wy e ets 
Ui — Me Wer, = h / = (A 3.4) 
as 2A 


M1 
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gelten, und hieraus fiir die reziproke SOMMERFELD-Konstante ATES 
entsprechende Wert 


(aA Al/t+ T5714 (A 35) 
mi 2A 
resultieren. Wie fiir die DrehimpulsgroBe 


M, Vp %y =f | Tey +7 (A 36) 


wiirde sich dann auch fiir die GréBe des Bourschen Magnetons 


=e \: + sy = 1,0018,, (A 37) 
also ein um knapp 2 je Mille héherer Betrag ergeben, als ihn die be- 
treffenden unmodifizierten GroBen aufweisen, ein anomaler Wert wie 
er fiir das magnetische Moment des Elektrons durch neuere ameri- 
kanische experimentelle Arbeiten tatsachlich festgestellt wurde. 

b) Die Protonenmasse. Aus den empirischen Atomgewichtswerten 
des Protons und Neutrons 


p = 1,007582 + 0,000005 
und 


nm = 1,00895 + 0,00002 
ergibt sich fir das Verhaltnis der Protonen- zur Neutronenmasse 
Bs = 0,99864 + 0,00003 . (A 38) 


In der Tabelle fehlt unter den GrundgréBen die Masse des Protons 
und neben der Gl. (A 2) die entsprechende Relation zwischen Proton 
und Elektron. Der Grund, daf8 den Ausgangsrechnungen schlieBlich 
die Verhaltniszahl der Neutronen- zur Elektronenmasse zugrunde 
gelegt wurde, war, daB sich innerhalb der Fehlergrenzen im Gegensatz 
zur letzteren nach mannigfachen Versuchen mit der ersteren kein 
befriedigendes Ergebnis erzielen lieB. Auch hierbei scheint ein Korrek- 
tionsglied die einfachen Zusammenhinge zu verdecken. Da der Wert 
der GréBe By, von 1 nur wenig abweicht, ware zur Ermittelung eines 
solchen in einfachster Form anzusetzen: 


Ba=1—x, 


wobei x das gesuchte Glied darstellt. Eine elementare Rechnung 
ergibt dann, daB der Wert dieser GréBe durch den Ausdruck 


A 2 
“aaa 2 


in dem wiederum aufer den beiden dimensionslosen Fundamental- 
groBen A und B lediglich der Faktor 2 enthalten ist, genau wieder- 
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gegeben wird, wenn fiir B, innerhalb der engen Fehlergrenzen dieses 
empirischen Wertes 


B4 = 0,998 62 (A 39) 
festgesetzt wird. Demnach gilt also 
B eau 
a= 1—(>5] = 0,99862, (A 40) 
resultiert hieraus fiir 
_ Mp : es = 
By = m, bzw. Ey= fm, my ’ 


wobei mM, die Protonenmasse bezeichnet 


/ rf A ral 
B,= B(1—(=,) | = 1836.4 (A 41) 
bzw. | 
E, = E "7-3 = 2,2736* 10 (A 42) 
el 


und ergibt sich fiir die Masse des Protons 


‘: y = 1,6722-10-%¢. (A 43) 


My = My (1 — (sa) 


c) Die Hussie-Konstante besagt, daB das Licht der Entfernung 
der Lichtquelle vom Empfanger proportional eine entsprechende Fre- 
quenzabnahme erfahrt. Ihre GréBe wird unter Zugrundelegung der 
Hypothese, die diese Erscheinung auf eine allgemeine Fluchtbewegung 
der extragallaktischen Nebel zuriickfiihrt in Rezessionsgeschwindig- 
keiten angegeben und betragt wahrscheinlich 550 km/sec je Million 
parsec?, so daB also gilt: 


mW =1,78-107" sec. (A 44) 


Die Fehlergrenzen sind dabei nicht exakt anzugeben, da sie von der 
Richtigkeit der auf Extrapolationen aufgebauten astronomischen Nebel- 
entfernungsbestimmungen abhingen. Es ist klar, da bei Unter- 
suchungen, die unter anderem zum Ziele haben, Auskunft tber die 
Konstanz der physikalischen Grundgr6éBen zu erlangen, diese wichtige 
Gr6Be, durch die beispielsweise die Unveranderlichkeit der Gravitations- 
konstante in Frage gestellt wurde?, im besonderen MaBe beriicksichtigt 
werden mu; und zwar sie dabei méglichst aus diesen physikalischen 
Fundamentalgr6Ben selbst heraus aufgezeigt werden sollte. Es stellt 


u Ponere E.: The Realm of the Nebulae. 1936. Deutsche Ausgabe bei 


F. Vieweg & Sohn, Braunschweig 1938. 
2 Drrac, P. A. M.: Proc. roy. Soc., Lond. A 165, 199 (1938). — JORDAN, Ra 


Ann. Phys. 36, 64 (1939). — Phys. Z. 45, 183 (1944). 
44* 
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sich somit zunichst die Frage, ob eine Konstante der Dimension und 
GroBe m ebenfalls durch einen einfachen Faktorenausdruck aus den 
Daten der physikalischen Grundkonstanten gebildet werden kann, wobei 
natiirlich die zu beriicksichtigenden Zehnerstellen zunachst dem _be- 
kannten Werte von  anzupassen waren. 


Aus den beiden GréBen 2 und 7, von denen 
e ‘ 
T= no Car 
das Zeitintervall 
t= “8 == O10) ° Or = Sac (A 46) 


bezeichnet, kann eine vierte, dimensionslose GréBe 
G=n7 =1,67-405” (A 47) 


gebildet werden. Fiir diese laBt sich nun feststellen, daB sie durch den 
einfachen Faktorenausdruck 
43 


eres eee - 10740 
(Ce ke (A 48) 
wiedergegeben wird, in dem auBer den dimensionslosen Konstanten A, 
B und C abermals lediglich der Faktor 2 auftritt. Aus (A 47) und (A 48) 
folgt dann fiir die HuBBLE-Konstante 


‘ee _ z 
Re oe ee fot 17 sec ihe (A 49) 


womit auch diese Grée auf rein physikalische Daten zuriickgefiihrt 
ware. Es ist evident, daB die Bestimmtheit dieses Ausdruckes (A 49) 
sich in keiner Weise mit derjenigen der vorhergehend ermittelten, 
sich von vornherein nur auf rein physikalische Werte griindenden 
empirischen Beziehungen messen kann, und daB er somit wegen der 
erheblich groBeren Unsicherheit des ihm zugrunde liegenden empirischen 
Ausgangswertes 2 im besonderen MaBe durch ihn bestatigende Anwen- 
dungen erhartet werden muB. Da rein numerische Operationen dabei 
keinen Erfolg versprechen, mu8 in diesem Falle allerdings ein solcher 
Verifikationsversuch anders angesetzt werden. 

Aus der HuBBLE-Konstante ergibt sich die fiir die Beobachtbarkeit 
physikalischer Erscheinungen maximal mégliche Entfernung L_ be- 
kanntlich zu 


Li ee (A 50) 


und somit ihr Beobachtbarkeitsbereich zu 


y=+n(2). (A 51) 


n 
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Wird nun dieses fiir die Erfassung der Naturyv organge endliche Volumen 
mit einem geschlossenen spharischen Raume entsprechender Krimmung 
identifiziert — wobei zunachst iiber die hierdurch auftretende Schwie- 
rigkeit hinweggesehen werden soll, daB dann der , Umfang“* der diesem 
letzteren zugrunde liegenden Hypersphare gréBer wird als der groBt- 
mogliche Abstand zweier physikalisch noch erfaBbarer Stellen im 


Euklidischen Wahrnehmungsraum 22 —, so folgt aus 
c \3 
2707 R? = = (=| (A 52) 
fiir den Kriimmungsradius dieses spharischen Raumes unter Beachtung 
von (A 50) ee 
iL Vix (A 53) 


Hieraus ergibt sich unter Beriicksichtigung der merkwiirdigen Tatsache, 
daB die dimensionslose Wurzel 
Ee 5 [3% 


Fe = = = 1.6765 (A 54) 


numerisch und dimensionell exakt durch den Ausdruck 


dle B 
5 = yp = 1.0765 (A 55) 


bei Einsatz der mittels der festgestellten Konstantenbetrage errechneten 
GréBen B (A17) und A’ (A35) erfiillt wird, aber die Beziehung 


Rat hee (A 56) 


und folgt schlieBlich unter Beachtung von (A 49), (A 6), 

(A 10) und (A 25) a 

Rene es (A 57) 
= mM, cz \ WW 3 Ae? 

deiy e 


ite £6 A 58 
ie 2 eb , My =~ |4 ‘2 ( 58) 
also die bekannte EppiNGToNsche cli zwischen dem Verhaltnis 
des Kriimmungsradius des leeren Raumes RF, wie er sich aus der all- 
gemeinen Relativitatstheorie ergibt zur Elementarstrecke 7, und der 
groBen dimensionslosen Konstanten £. Dabei tritt lediglich anstatt 


der Protonenmasse m, = 1,6722 - 10-*4 g in der Epp1ncTonschen Formel 


im vorliegenden Ausdruck die GréBe m,, | \ 1-+ Si =A G7 1oelO;-*e,at, 
| 

Sachlich ergibt sich allerdings seltsamerweise der Kriimmungsradius k 

hier mit dem Kriimmungsradius desjenigen spharischen Raumes als 

identisch, dessen Volumen mit dem physikalisch erfaBbaren Euklidischen 

Raumbereich tibereinstimmt. 
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d) Schliisse. Bei den vorstehend beschriebenen Umrechnungen 
wurden alle zu Beginn aufgestellten Bedingungen eingehalten. Die 
ermittelten Beziehungen werden ferner numerisch genau bis zur fiinften 
Dezimale durch die festgestellten Konstantenbetrage, die ihrerseits 
mit den entsprechenden experimentellen Daten bestens iibereinstimmen, 
erfiillt. Durch sie wurden weiterhin bekannte Sachverhalte bestatigt 
und schlieBlich neue, quantitativ korrekte Zusammenhange aufgezeigt, 
die auch Verbindungen zu den geltenden physikalischen Theorien 
erkennen lassen und somit eine Interpretation auf deren Grundlage in 
Aussicht stellen. Es ware aber widersinnig, alle diese beachtlichen und 
unzweifelhaften Tatsachen auf eine zusammenhanglose Haufung von 
Zufallen zuriickzufiihren, sie erharten vielmehr gegenseitig in hohem 
Mae ihre reale physikalische Bedeutung und die Berechtigung, grund- 
satzliche Schliisse aus ihnen zu ziehen, erscheint somit gegeben. 


Aus den Beziehungen (A 7), (A 10) und (A 11) folgt, daB wenn eine 
der dimensionslosen Konstanten A, B oder C verdnderlich sein sollte, 
alle drei und natiirlich gemaB (A 25), (A 26), (A 48), (A 35), (A 40), 
(A 44)-und (4-42) dann auch 2, F/G, A, By, B, und £, Variable 
darstellen miiBten, und daB umgekehrt, wenn eine unveranderlich ist, 
auch alle anderen Invariable reprasentieren. Die Veradnderlichkeit auch 
nur einer der diesen dimensionslosen zugrunde liegenden physikalischen 
Grundgré6Ben wiirde nun aber zu mannigfachen grundsatzlichen Wider- 
spriichen mit den gefundenen vorstehend beschriebenen Resultaten 
fiihren, so da8 diesen absurderweise nur eine zufallige Gegenwarts- 
giiltigkeit zuerkannt werden konnte. Der SchluB auf eine zeitliche 
Konstanz aller in Betracht gezogenen Grundwerte erscheint damit jedoch 
unvermeidlich. Natiirlich mu8 ein solches Ergebnis im Hinblick auf 
die, durch die allgemeine Rotverschiebung der Spektrallinien und die 
diesbeziiglichen Folgerungen aus der allgemeinen Relativitatstheorie 
nahe gelegte Annahme einer Instabilitat des Alls befremden. Dieser 
somit vorhandene Widerspruch laBt sich, wenn die physikalische Giiltig- 
keit der vorstehenden Umrechnungsergebnisse nicht in Zweifel gezogen 
werden soll, jedoch offenbar nur dadurch véllig beheben, daB die Realitat 
dieser Flucht verneint und nachstliegenderweise zur Deutung des be- 
stehenden universellen raumlichen Zustandes gesetzt wird: 


R= (const , (A 59) 


wobei Rk, den Ernsterinschen Gleichgewichtsradius und zugleich den 
Radius der realen allgemeinen spharischen Raumkriimmung bezeichnet. 
Die Frage nach der Unveranderlichkeit der physikalischen Grund- 
konstanten wird mit diesem Schlu8 dann auf diejenige nach der Ursache 
der allgemeinen Rotverschiebung der Spektrallinien zuriickgefiihrt. 
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B. Konstruktionen. 
1. Synthesen. 

Zwischen dem Gleichgewichtsradius R,, der E1nsTEINschen Gravi- 
tationskonstante x= 287 f/c2 und der See Massendichte 9 = 
M/22?R? des im Gleichgewicht sich befindenden Universums besteht 
nach der allgemeinen Relativitatstheorie die Beziehung 1/R? =x 0/2. 
Es gilt daher 2fM 
a (B 1) 


tc? 


R 


wobei W die Gesamtmasse bezeichnet, also unter Einsatz des Ausdruckes 
(A 24,3), f=e?/m2C fir f 


e2 M 1 
se ata te) 
und folgt somit die Relation 
2, M We 
Ger Xx mM, Rk (20) 


Mit Beriicksichtigung von (A 25) und der Tatsache, daB weiterhin gilt: 


M M S 
ae ee ee Heh (B 4) 


m, B Mey 


— wenn N,,, den wirklichen Sachverhalt durch Vernachlassigung der 
anderen Elementarteilchen zundchst idealisierend, die Gesamtzahl der 
Neutronen im Universum kennzeichnet — ergibt sich dann 


E=—WN,=, (B 5) 
in Verbindung mit (A 58) 


cA 2 whey ei / 
= i N Z 1 
(Z E) bs ee Ve al 1 
4+ 


oder wenn der Faktor g das Verhaltnis 


q= Bas (B 6) 
bezeichnet 
5 E= (B 7) 
1 1 sliees 
und schlieBlich (B 7) und (A 58) eon 


2 / LS —————S SS 
nV tea Vente 


2 fm,My 


und e — 
Bom fatey. a) 
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also die vollstindige Fassung der Haas-EpprncTonschen Beziehungen. 
Dabei tritt hier zur Gesamtzahl N, der Nukleonen allerdings noch 
der Faktor g==R/R,, also das Verhaltnis des Kriimmungsradius des 
leeren Raumes zum EINnsteINschen Gleichgewichtsradius, das numerisch 
bekanntlich R ro 
C— Be = 11,7321 (B 10) 
betragt, hinzu. 

Im Hinblick auf eine Erklarung der allgemeinen Rotverschiebung 
der Spektrallinien unter Vermeidung ihrer Deutung als Dopplereffekt 
erscheint nunmehr folgender Hinweis der Beachtung wert. Aus (B 8) 
bis (B10) folgt die weitere Beziehung 


qFha _ (qRa\* My 
the (hp te mn 
hieraus in Anlehnung an die diesbeziiglichen Haasschen Uberlegungen! 
durch Erweiterung mit c unter Beachtung von (A 5) 


Me Ro = —- 
m | oe Ls 
te A 


und unter Beriicksichtigung von (A 1), (A 2) und (A 35) 


“)' (B 12) 


B [R,\3 
McR,=haq(-*) . (B 13) 
Soll nun dem Faktor ¢ tiber den theoretischen Wert (B 10) hinaus eine 
bestimmte praktische Bedeutung beigemessen werden, so liegt wohl 
am nachsten, ihn mit der durch (A 55) gekennzeichneten, von ihm nur 
wenig abweichenden GréBe B/2?A’ =1,6765 zu identifizieren, also zu 


setzen: R B L 


von 23 4’ q R 1,6765 ’ (B 14) 
wodurch (B 13) sich schlieBlich zu 
R \3 
McR=h Ga (B 15) 


vereinfacht. 

Die linke Seite der Gl. (B13) bzw. (B15) kann bei einer gegebenen 
zeitlichen Unveranderlichkeit der allgemeinen sphadrischen Raumkriim- 
mung nun aber schwerlich noch gemaB 


R 
M c2 a = Mc eArein 


wobei t,x das Weltalter bezeichnet, als Weltwirkung gedeutet werden, 
und es bleibt somit kaum eine andere Méglichkeit als sie allgemein 


1 Haas, A.: Naturwiss. 20, 906 (1932). — Anz. Akad. Wien 69, 256 (1932) 
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als Drehimpuls zu interpretieren!. Alle ermittelten in (A) beschriebenen 
Resultate wurden bisher lediglich durch Umrechnung von Erfahrungs- 
tatsachen gewonnen. Bei einem Auslegungsversuch von (B 15) werden 
sich nunmehr jedoch, da es ja keinen liickenlos logischen Weg zu den 
physikalischen Erklarungen gibt, zunachst auch arbeitshypothetische 
Konstruktionen nicht véllig vermeiden lassen, deren Richtigkeit sich 
dann selbstverstandlich im Verlaufe der weiteren Untersuchungen, und 
zwar durch die mit ihrer Hilfe zu erzielenden Erfolge bei der empirisch 
und rational widerspruchsfreien Darstellung der betreffenden natiir- 
lichen Sachverhalte erst herausstellen muB. In einfachster Weise wird 
bei einem solchen Deutungsversuch von (B15) als universellen Dreh- 
impuls die Annahme einer entsprechenden allgemeinen, einheitlichen 
Bewegung des materiellen Gesamtsystems im sphiarisch gekriimmten 
Raum nahegelegt, wobei einem auf dieses materielle System als Bezugs- 
geriist sich festlegenden inneren Beobachter allerdings das erstere als 
ruhend und der letztere als entsprechend bewegt erscheinen miiBte. 
Speziell soll nun angenommen werden, daB die so universell und ein- 
heitlich bewegte Materie derart in den spharischen Raum eingebettet 
ist, daB, der diesbeziiglichen Eigentiimlichkeit eines elliptischen, auf 
das materielle Gesamtsystem selbst als Bezugsgeriist gegriindeten 
Raumes entsprechend, jedes Masseteilchen sich jeweils mit zwei dia- 
metral gegeniiberliegenden Stellen des spharischen Doppelraumes in 
Deckung befindet. Hierdurch muB8 sich dann die Bewegung des mate- 
riellen, nicht eindeutig orientierbaren Gesamtsystems auf dem doppelten 
Hintergrund eines normalen und zugleich eines zu diesem seiten- 
verkehrten Bezugsgeriistes abspielen. Rechnerisch kann dabei diese 
relative Doppelseitigkeit der Bewegung durch entgegengesetzten Rich- 
tungen jeweils gleiches Gewicht beimessende Ansatze, vorbehaltlich 
eines spater noch zutage tretenden weiteren physikalischen Grundes 
fiir diese Regel, korrekt zum Ausdruck gebracht werden. 

Beim Versuch einer Priifung dieser vorerst vagen Gedanken- 
konstruktion auf ihren realen Wahrheitsgehalt an den spezifischen 
natiirlichen Gegebenheiten erhebt sich zunachst die grundlegende Frage 
nach einer exakten Erfassung des postulierten allgemeinen einheitlichen 
Bewegungsvorganges auf Grund solcher Gegebenheiten. Zum Zwecke 
ihrer Beantwortung soll dem materiellen Gesamtsystem im spharischen 
Raum — bzw. dem letzteren zum ersteren — mit dem unbekannten 
allgemeinen Kriimmungsradius W eine numerisch zunachst ebenfalls 
noch unbekannte einheitliche lineare Kreisgeschwindigkeit 


(Fu) (Cw) =iu (B 16) 


1 Ein Deutungsversuch, der auch durch das Ergebnis, nach dem das Inertial- 
system beziiglich der Massen an jedem Punkt rotiert, iber das GopDELL kirzlich 


berichtet hat, nahe gelegt wird. 
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zuerkannt werden. In gleicher Weise wie die Beziehung (B13) bzw. 
(B15) nicht mehr als Weltwirkung zu deuten ist, kann nun auch der 
Zeitfortschritt gemaB (A 59) nicht mehr mit einem stetigen Wachstums- 
prozeB des Radius der allgemeinen Raumkriimmung verkniipft werden. 
Es bleibt aber somit, wenn nicht eine zusdtzliche Koordinate fiir die 
Zeit in das zunichst synthetisch weiter auszugestaltende Modell mit 
aufgenommen wird — eine MaBnahme, von der hier wegen der faktischen 
Verschiedenartigkeit der. geometrisch direkt determinierbaren raum- 
lichen und der fiir eine Deutung der allgemeinen Rotverschiebung 
wahrscheinlich gerade wichtigen, geometrisch jedoch nur schematisier- 
baren, zeitlichen Sachverhalte méglichst Abstand genommen werden 
soll —, kaum ein anderer Weg als den irgendwie konstruktiv ebenfalls 
zu verankernden Zeitverlauf gleichfalls durch die allgemeine Kreis- 
geschwindigkeit und zwar wiederum unter Beachtung der Zweideutigkeit 
des Richtungssinnes dieser Bewegung zum Doppelraum gemaB 


(B 17) 


za kennzeichnen. 

In zusatzlich zu dieser allgemeinen einheitlichen Kreisgeschwindig- 
keit 7 u des materiellen Gesamtsystems mit einer weiteren Relativ- 
geschwindigkeit v in diesem selbst, also zum spharischen Doppelraum 
mit der zusatzlichen imaginaren ,,Eigengeschwindigkeit" 7 v bewegten 
einzelnen materiellen Teilsystemen miiBte mit der fiir diese Einzel- 
systeme dann entsprechend veranderten linearen Kreisgeschwindigkeit 
— die abermals unter Beachtung der jeweils spiegelbildlich gleichen 
beiderseitigen Bewegung zum Doppelraum gemaéB dem _ entgegen- 
gesetzten Richtungen allein gleiches Gewicht beimessenden Ansatz 


i Uy = (iu +72) (¢u—id), (B 18) 
also mes cee: 
ae : Jar 
ithe = iu 128 (B 19) 
betragen mu — somit auch eine Veranderung des Zeitverlaufes und 
zwar im Verhaltnis 
At; tu 1U 
are == > mn = ary (B 20) 


eintreten. Das Modell ware zum Zwecke der einfachsten Realisation 
von (B 19) nachstlegenderweise dann aber noch dahingehend zu 
modifizieren, daB fiir solche zusitzlich eigenbewegte Teilsysteme die 
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jeweiligen, ihre veranderte lineare Kreisgeschwindigkeit (B 19) im ein- 
zelnen drtlich bedingenden spezifischen, entsprechend gerichteten Radien 
auf 


lw | ei (B 22) 


reduziert werden. Hieraus wiirde schlieBlich folgen, daB in ihm nicht 
nur eine Zeitdillatation fiir diese Einzelsysteme, sondern auch eine 
hiermit verkniipfte Langenkontraktion in ihrer Eigenbewegungsrich- 
tung gemaB der Beziehung 

tAS. —=—tAs / 1 — 


— (B 23) 
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eintreten muB. Physikalisch verstandlich kénnen all diese zundchst 
befremdenden Sachverhalte natiirlich erst werden, wenn die mit der 
imaginaren allgemeinen Kreisgeschwindigkeit 1 « und besonders auch 
die mit der imaginaren zusiatzlichen Eigengeschwindigkeit 7 v der Einzel- 
systeme korrespondierende Wirklichkeit klar erkannt ist, und damit 
diese ,,allgemeine Kreisgeschwindigkeit“ und ,,zusatzliche Eigenbewe- 
gung™ sich als reale physikalische Begriffe erwiesen haben. 


2. Vergleiche. 

Ausschlaggebend fiir eine positive Beantwortung der Frage, ob dem 
skizzierten Gedankenmodell in jeder Weise ein realer Sachverhalt ent- 
spricht, ist die Feststellung wie seine absoluten, von auBen ermittelten 
Eigenschaften sich den inneren, in ihm selbst Physik treibenden Beob- 
achtern gegeniiber a4uBern miissen, und der Vergleich, ob diese den 
inneren Beobachtern sich demonstrierenden radumlichen und zeitlichen 
Sachverhalte mit den diesbeziiglichen Erscheinungen, wie sie sich uns 
in Wirklichkeit darbieten, tibereinstimmen. W4ahrend ein duBerer, mit 
der speziellen Metrik des Modells vertrauter Beobachter grundsatzlich 
in der Lage ist, alle seine diesbeziiglichen absoluten Eigenschaften, 
insonderheit die Verschiedenheit der spezifischen lokalen Radien W,, 
und die hiervon abhangigen raumlichen und zeitlichen Veranderungen 
richtig zu erkennen, mu fiir alle inneren Beobachter, da sowohl ihre 
Raum- als auch ihre ZeitmaBe bei zusatzlich vorhandenen Eigen- 
geschwindigkeiten 7 v entsprechende Veranderungen erfahren, auf Grund 
ihrer raumlichen und zeitlichen Messungen, unabhangig von ihrem 
jeweiligen zusdtzlichen Eigengeschwindigkeitszustand, dieser lokale 
Radius der spharischen Kriimmung am eigenen Ort in jeder Richtung 
konstant W betragen. Damit ergeben sich fiir sie daselbst jedoch nicht 
nur die Zeitintervalle und Streckenlangen, sondern auch die hieraus 
resultierende lokale allgemeine Kreisgeschwindigkeit 7 w ebenfalls als 
unverainderlich. Die inneren Beobachter sind nun aber auBerdem, da 
erstens fiir sie ein Streckenfernvergleich nicht médglich ist — denn 


626 B. CLaus: 


Entfernungen an anderen Orten miissen sie ja entweder ebenfalls durch 
MaBanlegung oder durch Benutzung eines Kunstgriffes messen, von 
dem angenommen werden kann, daB er das gleiche Resultat wie solch 
eine direkte Anlegung liefert — und da zweitens ihre durch die jeweiligen 
zusitzlichen Eigengeschwindigkeiten ebenfalls beeinfluBten Zeitmesser 
fiir ein Zeitintervall in ihrem eigenen Ruhesystem, unabhangig von 
dessen zusitzlicher Eigengeschwindigkeit fiir sie immer den gleichen 
Betrag und somit in abweichend bewegten Systemen entsprechend 
falsche absolute MeBergebnisse liefern, durch rein raumliche Unter- 
suchungen iiberhaupt nicht in der Lage raumliche Veranderungen direkt 
zu erfassen und auch nicht fahig mittels Zeitmessungen, also durch 
kinematische Ermittlungen, absolut richtige diesbeztigliche Fest- 
stellungen zu treffen. 

Es seien B,, B, und B, drei innere Beobachter, die in ihren jeweils 
mit der zur allgemeinen Kreisgeschwindigkeit 7 uw zusatzlichen Eigen- 
geschwindigkeit 0, 7 v, und 7 v, behafteten Teilsystemen Sy, S,; und Sy, 
ruhen. Fiir den Betrachter 6) mu dann gelten: 


Atz,s,=At (B 24) 
und auch fiir B, bzw. B, gemaB (B 21) die Beziehung bestehen 


\) — Cmte 
1? u 
AU ek E) 
cae aul 
\) vag 
bzw. 
Pie 
A a Pu Z 
ie gh Oe —= = At, (B 26) 
. eh ae 
/ 4? 4 
wenn AZ, <s,, At. e bzw. PARE s, in von diesen Beobachtern jeweils 


in ihrem System festgestelltes, und At das entsprechende absolute, 
also von einem auBeren Beobachter ermittelte Zeitintervall fiir ein 
nicht zusdtzlich eigenbewegtes materielles Einzelsystem bezeichnet. 
Dabei wird der Nenner des jeweiligen Korrektionsfaktors von At durch 
die im Mae der zusatzlichen Geschwindigkeit hervorgerufene Zeit- 
verlaufsanderung, der Zahler durch die entsprechend eingetretene Ver- 
dnderung der Zeitnormalien bedingt. Fir das entsprechende Zeit- 
intervall Aton in dem System S, mu der Beobachter B, andererseits 
dann feststellen 


(B 27) 
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wobei der Nenner in diesem Falle durch die im Mae der zusatzlichen 
Eigengeschwindigkeit des Systems S, in diesem hervorgerufene Zeit- 
verlaufsinderung, der Zahler wieder durch die im System S, durch 
dessen zusatzliche Geschwindigkeit eingetretene ZeitmaBstabsanderung 
gestaltet wird. Wird nun gesetzt 


Aliens, = (B 28) 


} aig q2 v2 
101.2=1U | 1 aaa (B 29) 
bzw. = 
22 — 72y? 
LU-9 = | a = (B 30) 
‘1 
| 1 Fat 
Der Beobachter B, findet entsprechend gemaB 
| _ Pu; 
/ Tol 
Atiop,s,— At ae (B 31) 
\ = 7? 2 
und 
At 
Aion, s,= Vf 2, ee 
| Ame 42 2 
fiir 1 Ug- 1 
: Fp ae 
(rege (B33) 


Der Eigengeschwindigkeitsunterschied 7 vp, 5, der beiden Systeme, ralegioe 
ihr entsprechender Kreisgeschwindigkeitsunterschied im  spharischen 
Doppelraum und zwar von B, ermittelt, ergibt sich nun gemaB 


; 1 ms m_mar aha 
PUR TS. ———_— |? Uo, — 0 Ujv,» (B 34) 
u*U 
|i: meri 
also f ; . 
-—.- V@ u2 — 1? v2) — (12 wv — 7? v5) 


1 UBS, ss eae 

{ ee 

ree 

unter Beachtung von (B18) ebenfalls zu 


2 2 
hat ‘tf; 
7 uv? 


j2% eg vy (B 35) 


1UB,5,= 
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und von By, ermittelt entsprechend zu 


pe ik re 
sprang Al sireaale (B 36) 
2 v3 
|) Bh 2 
Dabei sind die Korrektionsfaktoren 


= bzw. ee ee 


dadurch bedingt, daB die inneren Beobachter ihren diesbeztiglichen 
Messungen ihre von der zusatzlichen Eigengeschwindigkeit ihrer Systeme 
abhangigen subjektiven Zeitmafe zugrunde legen miissen, die sich von 
der entsprechenden StandardgréBe des nicht zusdtzlich bewegten 
Systems Sy, also der intern auch absolut richtigen Normaleinheit jeweils 
um diesen Faktor unterscheiden. Aus (B 30), (B 35), (B 33) und (B 36) 
folgt dann 


701;2 =10B,s, (B 37) 
bzw. ; ; 

Uo ab UB Se (B 38) 
und somit unter Beachtung von (B 28), (B 32), (B37), (B38), (B 25) 


und (B 26) 


Atiog, (Sa 
A t; UBS, eS eae 52 mar (B 39) 
\ 1 VE, S, 
po. state. 
bzw. y 
fete 
PA Py po (B 40) 


wobei unter Beriicksichtigung von (B35) und (B 36) gilt 


at Dp ae At 

UBS: Ay, UBS. Hk, ° (B 44) 
Fur einen inneren Beobachter B, in einem beliebig zusatzlich eigen- 
bewegten Einzelsystem S, mit dent ZeitmaB Ati, Sa ergibt sich aber 


dann fiir das entsprechende Zeitintervall Atiay < im einem irgendwie 
abweichend bewegten System S, - 


40B IS, a | Ps; ’ (B 42) 
1 oe anaes 


wenn |/+* Ate den von B, festgestellten Eigengeschwindigkeits- 


unterschied beider Systeme bezeichnet, und resultiert, da modellgemaB 
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Veranderungen im Zeitablauf drtlich durch reziproke Veranderungen 
der betreffenden lokalen spezifischen Radien bedingt sind, fiir diese 
von B, tiber (B42) mittelbar festzustellenden GréBen entsprechend 


ee 
= ew c 
"BS, 


Wangs, Wangs, gt B48) 


Mit dem Befund (B 42) verliert somit der Begriff einer absoluten 
allgemeingiiltigen Zeit fiir innere Beobachter jeden Sinn, da fiir sie 
gemaB (B 42), (B 43) und unter entsprechender Beachtung von (B 25) 
und (B 26) generell 

At 


ce See aearie Fa aa, 
| a 2 42 
bzw. 
Wrog s = Vi \1- aa (B 45) 
und auch : 
At 
A Gn sc — _ > (B 46) 
|): =s _BS 
ur 
bzw. 


W, 


UBS 


(B 47) 


| 
= 
=e 
| 
S| & 
&| th 


gilt, wenn ;a2 v5 wieder die Eigengeschwindigkeitsdifferenz eines 
betrachteten Systems S und des sie feststellenden inneren Beobachters B, 
also ihre von ihm ermittelte Geschwindigkeitsdifferenz gegeniiber dem 
spharischen Doppelraum und 


OBS =< Vit 23,5| (B 48) 
die Differenz der relativen Geschwindigkeit des betrachteten Systems S 
und des sie feststellenden inneren Beobachters B im materiellen Gesamt- 
system, also zum auf dieses gegriindeten einfachen nicht orientierbaren 
elliptischen Raum, d.h. die vom Betrachter festzustellende relative 
Geschwindigkeit zwischen den beiden Einzelsystemen bezeichnet. Der 
Beziehung (B 47) zufolge mu8 von den inneren Betrachtern indirekt 
dann aber auch auf eine (B 22) und (B 23) entsprechende raumliche 
Veranderung anallen sich von ihnen abweichend bewegenden materiellen 
Einzelsystemen in deren Bewegungsrichtung geschlossen werden, und 
neben (B 47) demgem4B fiir sie weiterhin die Beziehung 


ve 
A Sug = As |/1— = , (B 49) 
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bestehen, wobei As die Ruheliinge, beispielsweise eines starren Korpers 
in der x-Richtung und As,,, die Lange dieses mit der relativen Ge- 


schwindigkeit vz, zum Betrachter in der gleichen Richtung bewegten 
Kérpers bezeichnet. Die Feststellungen (B 46) und (B 49) mussen die 
inneren Beobachter somit zu Transformationsformeln fiihren, die die 
zeitlichen und raumlichen Verhaltnisse beim Ubergang von ihrem 
Ruhesystem zu einem relativ zu diesen bewegten fir sie regeln, welche 
auf Grund dieser Relationen (B 46) und (B 49) gemaB 


Pi apes eas lL (B 50) 
ie UBS 
ai rs 
Yops— > ae 
Apis = ae 
und a fecet 
poet saris (B53) 


formal mit den LorENz-Transformationen tibereinstimmen, und aus 
denen daher fiir sie nicht nur die Abhangigkeit des Zeitverlaufes und 
der raumlichen Abstande vom relativen Bewegungszustand der Systeme, 
in denen sie diese ermitteln, hervorgeht, sondern aus denen von ihnen 
auch die Konstanz der Geschwindigkeitsgr6Be w in bezug auf Beob- 
achter in abweichend bewegten Systemen gefolgert werden muB. Da 
nun dieser mit der wirklichen Erfahrung zu vergleichende Befund zeigt, 
daB die lineare Kreisgeschwindigkeit des materiellen Gesamtsystems 
im spharischen Raum, oder wie die inneren sich auf dieses als Bezugs- 
gertist festlegenden Beobachter wie gesagt unterstellen, des letzteren 
zum ersteren sich wie die Vakuumlichtgeschwindigkeit verhalt, ist aber 
auf eine Identitat beider Sachverhalte zu schlieBen und das Licht somit 
modellgemaB allgemein als durch zwischen diesem spharischen Raum 
und dem von ihm eingeschlossenen materiellen Gesamtsystem statt- 
findende Wechselwirkungen angeregter imaginenter Bestandteil dieses 
Doppelraumes selbst anzusprechen. Neben der Gleichheit 


uU=C, (B 54) 


ergibt sich dann weiterhin unter entsprechender Beachtung der Aus- 
gangsbeziehung (B 15) fiir die allgemeine RaumkriimmungsgréBe W 


WER: (B55) 


Da die Lichtgeschwindigkeit c bekanntlich nur als Mittel aus der 
Geschwindigkeit in zwei entgegengesetzten Richtungen zu definieren 
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ist — die Geschwindigkeit in nur einer Richtung kann ja erst nach 
Festlegung der Gleichzeitigkeit an verschiedenen Orten gemessen 
werden —, werden durch (B54) aber somit auch die obigen Ansatze 
(B16) und (B18) physikalisch gerechtfertigt. 

Wie die Zeitdilatation, mit der sie konform geht, mu offenbar 
die in gleichem MaBe von ihrem, vom jeweiligen inneren Beobachter 
abweichenden Geschwindigkeitszustand abhangige und iiber das aus 
den LorENz-Transformationen sich ergebende E1nstE1nsche Additions- 
theorem der Geschwindigkeiten zu folgernde Anderung der Impuls- 


massen 
m 


ae (B 560) 


bzw. 
Mian = ————— (B 57) 


im Mechanismus des Modells ihren entsprechenden Niederschlag finden, 
d.h. diese Massenanderung formal den gleichen GesetzmaBigkeiten 
unterworfen werden, wie sie die Zeitverlaufsinderung modellgemaB 
regeln. Dies bedeutet, daB schlieBlich absolut (B 21) entsprechend 
gelten miBte 


ne (B58) 


bzw. “si 
m;,= ————., (B 59) 


wenn vz. wieder die Relativgeschwindigkeit einer abweichend bewegten 
Masse zum inneren Beobachter, bzw. Vie vz, > ihren Eigengeschwin- 
digkeitsunterschied, und 

v=)? v| (B 60) 
den fe Be Cae ictal entsprechend die Relativgeschwindigkeit 
dieser Einzelmasse im materiellen Gesamtsystem, bzw. 1v ihre zu- 
satzliche Eigengeschwindigkeit kennzeichnet. 


C. Folgerungen. 
1. Raumeinfliisse. 
Eigengeschwindigkeitsanderungen zeigen modellgemaB an, daB die 
allgemeine Kriimmung des spharischen Raumes eine entsprechende 
Verdnderung erfahrt. Raumkriimmungsanderungen miBten demgemab 
prinzipiell von den inneren Beobachtern unter Beachtung von (B 44) 
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bis (B 48) durch an Testkérpern in Erscheinung tretende Bewegungs- 
anderungen, d.h. durch das Auftreten von Kraften festzustellen sein 
und durch diese gekennzeichnet werden kénnen. Ein gegen die Sonne 
von einem Ort der Erdbahn ungehindert fallender Kérper erreicht 
die Sonnenoberflache sehr angenahert mit der Geschwindigkeit 


2fm> . 
ngs, = 7 (C 1) 


wenn m, die Sonnenmasse und 7, den Sonnenradius bezeichnet. Fiir 
das von diesem Testkérper angezeigte betreffende Verhaltnis der Raum- 
kriimmung am Ort des Systems Sonnenoberflache S, zu derjenigen 
am Ort der Erde ergibt sich dann modellgema8 fiir einen irdischen 
Beobachter B, unter Vernachlassigung des Erdfeldes selbst und unter 
Beriicksichtigung von (B 39) bis (B 48) — wenn auch von vornherein 
nicht eindeutig in bezug auf das Vorzeichen und somit zundchst noch 
vorbehaltlich einer faktischen Bestatigung der diesbeziiglichen empirisch 
uberprifbaren Konsequenzen — 


R; UBSS,5 i 7 UBS So (C2) 
Rivps ss ay 4 7c i a 
Durch Einsetzen von (C1) in (C 2) folgt 
Rivpss. 2fm, 
oe | ee (C3) 
und da ton es 
ies, - a = 785s (C 4) 


das negative Gravitationspotential der Sonne auf ihre Oberflache bzw. 
mit groBer Annaherung den Potentialunterschied zwischen der Erde 
und Sonnenoberflache kennzeichnet weiterhin 


Rivpss / oP, 

oa 1+ bSo : (C 
Riogs ss \ c 2) 
Fiir das Verhaltnis des Zeitablaufes auf der Sonne zu dem auf der 
Erde ergibt sich unter Beachtung von (B 42) und (B 43) auf diese 
Weise in Ubereinstimmung mit der allgemeinen Relativitatstheorie 


Ativgss, 1 
Ati as oe 
Bs Ss J+ SES 
Fur einen beliebigen Beobachter B und ein von ihm betrachtetes 
System S resultiert dann allgemein, da ja grundsitzlich diese Berech- 


nungen entsprechend fiir alle Beobachter-System-Kombinationen an- 
gestellt werden kénnen, die Beziehung 


+ Pvbs = +2P35 (C 7) 


(C 6) 
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und folgt somit — natiirlich nur, wenn auBer der bisher lediglich 
als Ursache fiir Geschwindigkeitsinderungen angesehenen Schwere 
keine weiteren wirksam sind, eine Voraussetzung, die die wirklichen 
Sachverhalte, da dabei die Schein- und Zwangskrafte noch vollig 
vernachlassigt werden, zunidchst erheblich idealisiert — die Deutung 
sowohl fiir den Eigengeschwindigkeitsunterschied eines betrachteten 
materiellen Einzelsystems und des ihn ermittelnden Beobachters 


Vi? 35 = /42Ps5 (C 8) 


als auch fiir die Relativgeschwindigkeit zwischen beiden 
| 7 vb s| = ves = V|42Pes|- (C 9) 


Die Ubertragung der Resultate (C5) bis (C9) auf das Modell als 
Objekt der Untersuchung eines a4uBeren Betrachters ergibt, da8 fiir 
dieses — in gleicher Weise wie aus (B 21) bzw. (B 22) die Beziehungen 
(B 39) bis (B 47) folgten und damit umgekehrt aus den letzteren auch 


die ersteren grundsatzlich auf seiner Basis abzuleiten waren — aus 
(C5) bis (C9) die Giiltigkeit der Relationen 
Jen teas (C 10) 
AGES 
pea 
bzw. < 
R=R 1425 (C 11) 


zu folgern ist, wenn At ein Zeitintervall und FR den Radius der allge- 
meinen Raumkriimmung an allen Orten des Gravitationspotentials 
Null, At;, andererseits das entsprechende Intervall und R,, den je- 
weiligen spezifischen Radius der spharischen Kriimmung am Ort des 
negativen Gravitationspotentials P bezeichnet. Hieraus ergibt sich aber 
auch die allgemeine Deutung 


ip=\2P (C 12) 
und Hipo) 
P= VPP (C 13) 
Im einzelnen muB (B 23) und (B 59) entsprechend somit ebenfalls gelten 
As;,=As |/1+ 75 (C 14) 
und 
m= |i 2e, (C 45) 


wenn m eine Masse am Ort des Gravitationspotentials Null und m,, 
die entsprechende GréBe am Ort des negativen Gravitationspotentials 
42* 
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P =72v?/2 baw. As eine Streckengr6Be am Ort des Gravitationspotentials 
Null und As;, die entsprechende GréBe am Ort des negativen Gravi- 
tationspotentials P in der Feldrichtung darstellen, und ‘tr c;, unter 
Beachtung von (C10) und (C14) gemaf 


Asiy _ As AIP E 
tan i ake (1+ Cc (C 16) 


in jeder Weise maBgerecht 
(C 17) 


resultieren. 

Die mit der Anderung des Gravitationspotentials eintretenden Ver- 
anderungen der Lichtgeschwindigkeit miissen natiirlich in gleicher 
Weise wie in lichtbrechenden Medien als Anderung der jeweiligen Aus- 
breitungsrichtung des Lichtes auch fiir innere Beobachter in Erscheinung 
treten. Fiir die Lichtgeschwindigkeit eines den Sonnenrand streifenden 
Lichtstrahls ergibt sich unter Beachtung von (C 17) 


a o(1+ 23}, (C 18) 


wobei von der Erde aus ermittelt c, diese Geschwindigkeit auf der 
Sonnenoberflache, c diejenige am Ort der Erde, die ja wegen der ein- 
getretenen Veranderungen der Zeit- und Streckenmafe ihrerseits fiir 
irdische Beobachter mit der von einem auBeren Beobachter ermittelten 
Lichtgeschwindigkeit fiir den Ort des Gravitationspotentials Null also 
mit c iibereinstimmen muB, und P, den negativen Gravitationspotential- 
unterschied zwischen dem Ort der Erde im Sonnenfelde und der Sonnen- 
oberflache fiir einen irdischen Beobachter bezeichnet. Aus (C 18) folgt 
dann nue Shims 

‘CRsse ae eyieoe (C 19) 
und somit in bekannter Weise eine numerisch mit der aus der allge- 
meinen Relativitatstheorie resultierenden iibereinstimmende Gesamt- 
ablenkung des Lichtstrahls. Damit zeigt sich wiederum, daB auch in 
dieser Beziehung das Modell die der ErnstEernschen Theorie als absolutes 
Fundament zugrunde liegenden MaBbestimmungen des Raumzeit- 
kont‘nuums korrekt zu interpretieren vermag. 

Die Beziehung (C11) besagt, daB der jeweilige lokale spezifische 
Radius der spharischen Raumkriimmung durch das negative Gravi- 
tationspotential am betreffenden Ort bedingt ist. Demgema8 muf 
so wie die lokalen spezifischen Radiendifferenzen. jeweils auf einen 
spezifischen diesbeziiglichen Potentialunterschied beruhen, die Differenz 
zwischen den universellen Kriimmungswerten R, und R auf die Existenz 
eines allgemeinen negativen Gravitationsgrundpotentials zuriickgeftihrt 
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werden. Wahrend das kleinstmégliche Grundpotential 
ves =0 (C 20) 


bei einem allgemeinen Raumkriimmungsradius R durch eine zusitzliche 
Eigengeschwindigkeit Null gekennzeichnet ist, ergibt sich unter Be- 
achtung von (C 12) fiir das bei dem allgemeinen Radius R,, verwirklichte 


auf diese Weise Gg 
cea, (C24) 


Dabei ist die zusatzliche einheitliche EigengeschwindigkeitsgréBe 7 v, 
der Gesamtmasse (C 11) entsprechend durch die Gleichung 


iv, = ic |/1— Fe, (C 22) 
d.h. unter gleichzeitiger Beachtung von (B14) v, durch 
= e|/ rem = (C 23) 
gegeben und resultiert somit fiir dieses allgemeine absolute Grund- 
potential 22 p 
pees eee (C 24) 


Da alle experimentellen Daten wegen der entsprechenden Anderungen 
der StandardmaBe fiir innere Beobachter auf die zusatzliche Eigen- 
geschwindigkeitsgroBe Null, bzw. auf das entsprechende Potential P=0 
also auch auf den allgemeinen Radius & sich griindende Werte dar- 
stellen, bediirfen diese beim Ubergang auf die 4uBere absolute Be- 
trachtung des Modells, wenn somit das materielle Gesamtsystem als 
ganzes mit einer allgemeinen normalen zusatzlichen Eigengeschwindig- 
keit iv, behaftet ist — d.h. ein allgemeines negatives Gravitations- 
grundpotential P, in ihm herrscht —, offenbar einer entsprechenden 
allgemeinen Korrektur. Durch diese muB dabei an die Stelle aller 
dieser von den inneren Beobachtern durch ihre Messungen praktisch 
ermittelten Massen-, Zeit- und Strecken- und somit auch der aus diesen 
sich zusammensetzenden GréBen unter Beriicksichtigung von (C 24) 


A ters = A ting = ——— = Ata, (C 25) 
s+ 2 
or ees pee 8 
c 
und a 
Mads Mi vg | (C 27) 
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treten. Wenn aber bei diesem Ubergang zur 4uBeren, absoluten Be- 
trachtung alle StreckengroBen des Wahrnehmungsraumes also auch 
alle diesbeziiglichen StandardmaBe sich um 1/q verkiirzen, mub sich 
umgekehrt fiir den dann in diesen verkiirzten Normalien zum Ausdruck 
zu bringenden allgemeinen absoluten Kriimmungsradius R, .»; ein ent- 
sprechend gréBerer Betrag als der bisher ohne Beriicksichtigung dieser 
Tatsache festgestellte, d.h. 


Ra AN} — ag =K he 28) 


ergeben. Alle diese Korrekturen (C 25) bis (C 28) kénnen nun, ohne 
daB sich die betreffenden, durch diese Korrektionsformeln bedingten 
diesbeziiglichen Verhdltnisse andern zum Zwecke der einfachsten 
Koordinierung der Ermittlungen der inneren und auferen Beobachter 
auch dadurch vollzogen werden, daB die empirischen Raum-, Zeit- 
und MassengréBen der ersteren ititberhaupt nicht und allein der Wert 
des allgemeinen Kriimmungsradius und zwar entsprechend starker 
erweitert wird. Beim Ubergang zur objektiven Betrachtung miiBte 
demnach R, durch R, gq? ersetzt, d.h. in den Beziehungen, die absolute 
Sachverhalte zwischen dem Kriimmungsradius und den direkten 
Erfahrungsgr6Ben beschreiben unter gleichzeitiger Beachtung von (A 55) 
und (B14) gesetzt werden: 


Riv =Re=Rq=L, (C 29) 
wahrend die Erfahrungsgr6Ben der inneren Beobachter gemaB 
Atop F, (C 30) 
As = As (C 31) 
und 
Movi = M, (C 32) 
also im einzelnen beispielsweise 
Corj=C, (C 33) 
M. obj = Me, (C 34) 
Lovj = L (C 35) 


als korrekt auch im Sinne einer richtigen Wiedergabe der diesbeziiglichen 
Verhaltnisse durch die auferen Betrachter anzusehen waren. 


2. Zeitfunktionen. 

Die beim Ansatz (A 52) erwahnte Unstimmigkeit zwischen dem 
,,Umfang** der Hypersphare 27R und dem gré8ten Abstand zweier 
physikalisch noch erfaBbarer Entfernungen 2L, die bisher unter Be- 
achtung von (A 54) und (A 55) gemaB 


Digi De Al 
Pina WS (C 36) 
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den Faktor z/g ausmachte, vergréBert sich durch die Ergebnisse der 
letzten Betrachtungen fiir den nunmehr durch den modifizierten all- 
gemeinen Kriimmungsradius R, ,,; gekennzeichneten spharischen Raum 
unter spezieller Beachtung von (C 29) und (C 35) gemaB 


22 Raobj 27 L 


- 4 (C 37) 


2Lobj au. 


auf den Faktor a. Grundsitzlich kénnte diese bestehende Diskrepanz 
dadurch behoben werden, daB Umfang und Radius der Hypersphare 
in entsprechend verschiedenen MaBeinheiten, der Umfang mit der 
Einheitslange A/, der Radius mit der entsprechend verkiirzten Al, = Al/x 
gemessen wird. Da allein die 3 Dimensionen des Wahrnehmungsraumes 
von uns, den inneren Beobachtern der wirklichen Welt metrisch direkt 
erfaBt werden kénnen, ware physikalisch gegen eine solche verschiedene 
Eichung der betreffenden Ma8staébe grundsatzlich natiirlich nichts 
einzuwenden, zumal auch in diesem Wahrnehmungsraum die MaB- 
einheiten inkonstante, mit der lokalen Langenverkiirzung der spezifi- 
schen jeweils 6rtlich zuzuordnenden Kriimmungsradien entsprechend 
sich verkleinernde Gr6éBen darstellen, und somit dieser Radius selbst 
aus nach dem Kriimmungszentrum hin entsprechend nach Null kon- 
vergierenden Einheiten sich zusammensetzen muB. In der Tat ergibt 
nun die Berechnung des Mittelwertes der Funktion 


AlVi—#= Alp 
- bzw. des Verhdltnisses 


Al 1 
Zi aera me 
gemaB 
= c ‘ ax arc sin 1— arc sin 0,802 63 
Ue geass lys- Tes 1 eee 
x= “8 
¥ = 3,2376, (a0) 


also zwischen den Grenzen x=c/c und x =v,/c, wenn fiir v, der aus 


(C 23) und (A 55) bzw. (A 54) zu gewinnende Wert 
v, = 0,80263 ¢ (C 41) 
eingesetzt wird, den bestehenden Unstimmigkeitsfaktor 
y wT, (C 42) 


und wird somit anscheinend die Richtigkeit einer solchen Deutung der 
bestehenden Unstimmigkeit zwischen Umfang und Radius der Hyper- 
sphare aus dem Verhiltnis der zur Ausmessung dieser beiden GroBen 


638 B. Cavs: 


zu verwendenden Standardlingen Al/Alp=a bestatigt, wenn dabei 
Al, als Mittelwert im erlauterten Sinne aufgefaBt wird. Dabei bedarf 
allerdings, da in der Beziehung (C 39) erst der entsprechend korrigierte 
Wert 

Va = 0,789 83 ¢ (C 43) 
exakt 

y¥=3,1416=2 (C 44) 


ergibt, ein Fehlerrest von etwa 1% und somit eine dementsprechend 
verbleibende geringe Pa differenz noch der Aufklarung. 
Aus dieser Modifikation der Mafeinheiten ergibt sich (C 29) ent- 


sprechend die Relation 
roe (C45) 


wenn L den in ungekiirzten MaBen zum Ausdruck gebrachten halben 
Umfang der Hypersphare und R,,,; den in entsprechend gemittelten 
und somit um den Faktor 1/m reduzierten Einheiten gemessenen all- 
gemeinen Radius ihrer spharischen Kriimmung bezeichnet. Damit folgt 


aber gemaB 
c c 


a Ra obj/% = bie 


(C 46) 


fiir die HUBBLE-Konstante 7 =c/L die einfache Deutung als Frequenz 
der allgemeinen Kreisbewegung des materiellen Gesamtsystems im 
geschlossenen spharischen Raum, bzw. des letzteren zum ersteren, wenn 
als ein ganzer Umlauf bereits derjenige einer Hemisphare angesehen 


wird. Ihr reziproker Wert 
1 IE, 5 
nn oe Zp (C 47) 
erweist sich jedoch somit nicht als das Weltalter, sondern als die 
Zeitspanne eines solchen Kreislaufes. 

Der durch die allgemeine Konstanz des im einzelnen Ortlich zwar 
differierenden Kriimmungsradius R,,,; bedingte universelle Gleich- 
gewichtszustand erhalt durch die einheitliche allgemeine Kreisgeschwin- 
digkeit 7 c des materiellen Gesamtsystems im spharischen Raum offen- 
bar einen dynamischen Charakter, der entsprechend 


Retake (C 48) 


wobei im einzelnen in einfachster Weise, vorbehaltlich einer spiter 
noch erfolgenden weiteren physikalischen Erklarung gelten miiBte 


Viet Mic 
Ke — = —— 
# Raobj B (C 49) 


bzw. 
M 22 ¢2 M 22 c2 


Ke= a (C 50) 


Raobj 
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durch das Auftreten gleichgroBer quasi zentrifugal bzw. quasi zentri- 
pedal, also expandierend, bzw. kontrahierend auf das materielle System 
als Ganzes wirkender und somit auch dementsprechend an den mate- 
riellen Einzelsystemen angreifender Krafte zu kennzeichnen wire, Am 
Photon, mit der aus (B 58) bzw. (B 59) und (C 30) bis (C 32) auch im 
objektiven Sinne formal in bekannter Weise sich ergebenden Masse 


E hy 
Mg 5 ar (C54) 


wirde dabei speziell, da es ja selbst an der universellen einheitlichen 
Eigenbewegung des materiellen Gesamtsystems im sphirischen Raum 
als Bestandteil dieses letzteren an sich nicht teilnimmt, nur eine kontra- 
hierend wirkende Kraft vom allgemeinen Betrage 


12 72 
Bic, 


— (C 52) 
also 
my 1 c izhy 
ane i (C53) 


angreifen, die ihm in der Zeit At eine zentral gerichtete BewegungsgréBe 


m;, 1 c* At ZhyAt 
ea (C54) 
erteilen miiBte. Diese BewegungsgréBe, die sich ja in einer Raum- 
kontraktion auBern wiirde, tritt erfahrungsgemaB nicht in Erscheinung. 
Somit bleibt aber anscheinend keine andere Moglichkeit als anzu- 
nehmen, daB dieser dem Photon zu erteilende Impuls durch eine im 
Lichtkorpuskel selbst vorhandene treibende und ihm eine spezifische 
gleiche gegenlaufige Bewegung erteilende Kraft kompensiert wird. Als 
eine solche kann jedoch die bekanntermaBen im Eigenimpuls des Photons 
hy/c enthaltene diesbeziigliche Komponente wohl allein gewertet werden, 
wobei dann dieser Eigenimpuls so lange der Erteilung der ersteren Be- 
wegungsgréBe entgegenwirken k6nnte, bis er selbst aufgebraucht ist, 
und somit gemaB (C 48) und (C54) die Beziehung bestehen wiirde 
hy hy 


sahiblicr: 


nT, (C55) 


in der T, die Zeit bezeichnet, nach der er verbraucht ware. Sie ergibt 
sich vom Betrage 
pe Ee (C 56) 


und unter Beachtung von (A 50) schlieBlich von der Gr6Be 


1 


640 13), (CigAiaSs 


Fiir kiirzere Zeiten miiBte andererseits gelten 


Ma 


hy hy 


be === & = KG 58) 


wenn »’ die entsprechende Impulsverkleinerung, also die Frequenz- 
verminderung des Lichtquants kennzeichnet. Fiir diese folgt dann 


yp Cc 
aaa (C 59) 
und schlieBlich 
yar? (C 60) 
bzw. 
r= (t—-), (C 61) 


wenn J,, den Abstand des Photons von seiner Strahlungsquelle, also 
den Abstand des Empfangers von dieser, » die urspriingliche und vg, 
die beobachtete Frequenz bezeichnet, eine Beziehung, die richtig den 
entsprechenden Sachverhalt der Rotverschiebung der Spektrallinien 
nach dem HuspsieEschen Erfahrungsgesetz wiedergibt, und diese somit 
nicht als Dopplereffekt, sondern, wie bereits von NERNST als Deutungs- 
moglichkeit in Erwagung gezogen wurde!, als Photonen-Ermiidungs- 
erscheinung erklart. Aus dieser Deduktion des HuBBLEschen Gesetzes 
aus dem Modell heraus erhellt aber wiederum die Vergleichbarkeit 
seiner Konstruktion und Wirkungsweise mit der Wirklichkeit selbst. 
Mit der Richtigkeit dieser Interpretation der allgemeinen Rotverschie- 
bung der Spektrallinien als Photonenschwund wiirde aber dann auch 
der letzte Grund fiir die Annahme einer gegebenen zeitlichen Verander- 
lichkeit der universellen Konstanten entfallen, und die Berechtigung 
des aus den rein empirischen Befunden bereits gezogenen gleichen 
Schlusses sich bestatigen. 


Es erhebt sich nun natiirlich noch die Frage nach der spezifischen 
phanomenologischen Bedeutung der zur Erklarung der allgemeinen 
Rotverschiebung vorstehend herangezogenen dynamischen GréBen Kx 
und A,, und schlieBlich auch nach derjenigen, der sich bei den vor- 
stehenden Untersuchungen als von wesentlicher Bedeutung erwiesenen 
GeschwindigkeitsgréBe v,. Der GroBe Ky, entspricht modellgemaB 
eine allgemeine kontrahierend wirkende Spannung, K, eine allgemeine 
Expansionskraft, die bestrebt ist das materielle System auszudehnen, 
und der durch Ay im ganzen bei dem allgemeinen Raumkriimmungs- 
radius R,.; das Gleichgewicht gehalten wird. Im einzelnen muB dabei 
bei einem unnormalen, um den Betrag P = 72 v?/2 vom normalen Ig 


1 NERnST, W.: Sitzgsber. preuB. Akad. Wiss., Physik.-math. Kl. 1935, Nr. 28. 
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abweichenden negativen Gravitationspotential am Ort der allgemeine 
Radius R,.»; unter Beachtung von (C5) bzw. (C11) sich auf 


Ae obj iv — 1G obj \a+2 4 + Tron \ = i e = (CG 62) 


17 C2 


e 


verkleinern und umgekehrt bei einem unnormalen positiven Potential 
—P=v?/2 lokal auf 


aa a Reas|/ 4 — Ze = Reo [14 oe 


(C 63) 


erhohen. Wird nun die kontrahierend wirkende, R, opj ZU verkleinern 
suchende Kraft, wie dies bisher bereits geschah, mit der allgemeinen 
Schwere identifiziert, so kann aber die entgegenwirkende R,.,; zu ver- 
groBern suchende Expansionskraft dann offenbar nur als die, neben 
den gelegentlich auftretenden Zwangskraften ihr bekanntermaBen allein 
jeweils entgegenwirkende Massentragheit gedeutet werden. Zur voll- 
standigen Charakterisierung der diesbeziiglichen Verhaltnisse ware dem- 
gemaB im Modell auf Grund des zusatzlichen Vorhandenseins der Trag- 
heitskrafte nicht nur einem jeden materiellen Einzelsystem lokal ein 
negatives schwerebedingtes Potential, also eine entsprechende schwere- 
bedingte zusadtzliche Eigengeschwindigkeit 


j2 72 
UUs 


De a 
R=- +, 


(C 64) 
sondern auch ein weiteres entsprechendes positives tragheitsbedingtes 
und somit eine entsprechende tragheitsbedingte zusdtzliche Eigen- 
geschwindigkeit 2 
P= “. (C 65) 


zazuordnen; wobei die Formgleichheit beider Ausdriicke (C 64) und 
(C 65) auBer durch (C 62) und (C 63) durch die Aquivalenz von schwerer 
und trager Masse auch empirisch gerechtfertigt wird. Erst die Summe 
der beiden PotentialgroBen 


12 y2 


PLP 7702 v? 
= s = xe 
Ss + t 2 oH Dp a 2) 


== at of (C 66) 


wiirde aber dann als das wirkliche unnormale aus beiden Einzelpoten- 
tialen resultierende jeweilige Gesamtpotential, und die resultierende 
Eigengeschwindigkeit 


l(t? =|Prt+e (C 67) 


als die reale dieses Potential kennzeichnende zusiatzliche Eigengeschwin- 
digkeit des betreffenden materiellen Systems anzusprechen sein, und 
schlieBlich die Beziehung 


VieAe| =P et al=9 (oe) 


642 ? Becruaus: 


unter Beachtung von (B 60) die Relativgeschwindigkeit zwischen einen 
Einzel- und dem materiellen Gesamtsystem darstellen. 


Ungleiche mechanische Gesamtpotentiale, also Gesamteigenge- 
schwindigkeitsunterschiede zwischen materiellen Einzelsystemen mtissen 
unter zusitzlicher Beachtung von (B 48) bzw. (C9) auf diese Weise 
allgemein durch die zwischen ihnen bestehenden Relativgeschwindig- 
keiten in Erscheinung treten und umgekehrt hohe Relativgeschwindig- 
keiten die Existenz entsprechend hoher Gesamtpotentialunterschiede 
anzeigen. Dabei kénnen allerdings die diesbeziiglichen Phanomene 
den entsprechenden tragheits- bzw. schwerebedingten Sachverhalten 
der ihnen zugrunde liegenden absoluten Unterschicht von den inneren 
Beobachtern nur in besonderen einfachen bzw. vereinfachten iber- 
sichtlichen Fallen eindeutig zugeordnet werden. Im Sonnensystem 
resultiert beispielsweise fiir den Merkur mit seinem, auf dieses System 
beschrankten tiberwiegenden lokalen negativen Schwerepotential im 
Sonnenfelde vom Betrage 


12 y2 


sah peleyeen dino ae ptnatia! (C 69) 


So Vs 2 


und seiner relativen Geschwindigkeit v, zum Gravitationszentrum 


a= |= ya (C70) 


ie v; w 
a Peary ae ey 


Fir die an ihm angreifende Fliehkraft muB sich andererseits unter 
Beachtung von (C 63) und (C65) und unter entsprechender Beriick- 
sichtigung von (C 10) bis (C 15) 
K 2 as 
By = My O8 rg (1+ 5), (C 72) 


und fiir die Schwereattraktion der Sonne auf ihn entsprechend 


Fad fms, Ms ' 2 Pers 
Rg ote | (C 73) 
ergeben. Hieraus folgt dann gemaB 
fm, Mrs 2 Pos Pres 
are (1 | = Ms Wes Ns (1 a | (C 74) 
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unter Berticksichtigung von (C 69) bis (C 71) 


fMsMy z { 
—$—<—————— Wi = =. SS - 
Ns Wes Vs aye 

{e= es 

B 


(C 75) 


fi 


yor 


und damit eine entsprechend vorwarts schreitende Periheldrehung seiner 
Ellipsenbahn. 

Beim Versuch, die GeschwindigkeitsgréBe v, phadnomenologisch 
naher zu begriinden, ergab sich, daB ihr unter anderem insofern eine 
tatsachliche Bedeutung zukommt, als die, hier allerdings lediglich als 
empirisches Faktum verzeichnete Relation 


(m,, — My) ve 


———-_4 — m, c? (C 76) 
3 
y 7 c 


besteht, d. h. unter Beachtung von (C 23) numerisch korrekt gilt 


(1-F)(¢- 7) = 11000, (C 77) 


wenn m,—= Am, die Masse des Yukawaschen Teilchens bezeichnet 
und fiir die einzelnen GréBen die betreffenden festgestellten Daten 
eingesetzt werden. 
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